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مترجمین پیشͽفتار

و دیفرانسیل معادلات حوزه در ͬ دانان ریاض شناخته شده ترین و برجسته ترین از تن دو تألیف حاضر، کتاب

این است. شده گرایش ها این در زیادی پیشرفت موجب ایشان تئوری های و تحقیقات است. ͬͺدینامی سیستم های

مباحث ͬ پردازد. م دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ در پايه ای مفاهيم به که است مفیدی کتاب های جمله از کتاب،

دستگاه های اغلب آنجایی که از ولͬ ͬ شود م آغاز عادی دیفرانسیل معادلات در خطͬ دستگاه های مطالعۀ با کتاب

و بیان کتاب، این موضوعͬ قلمرو ͬ گردد. م ارائه دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ نیستند، حل قابل غیرخطͬ

لیاپانوف، توابع و پایداری آنها، اختلال های و خطͬ معادلات فاز، تصاویر جواب ها، یͺتایی و وجود بررسͬ

است. صفحه در معادلات و بودن، هذلولوی

“١ ͬͺدینامی دستگاه های ” و “١ عادی دیفرانسیل ”معادلات دروس سرفصل های همۀ کتاب، این مباحث

ͬ دهد. م پوشش کامل به طور را ارشد کارشناسͬ مقطع ͬͺدینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات گرایش از

کتاب ٩ و ٨ ،٧ ،۴ ،٣ فصل های و ١ عادی دیفرانسیل معادلات درس مواد ریز همۀ کتاب ٣ و ٢ ،١ فصل های

٢ و ١ فصل های از قسمتͬ همچنین ͬ دهد. م پوشش کامل به طور را ١ ͬͺدینامی دستگاه های درس مواد ریز همۀ

کتاب های ازآنجایی که دارد. بر در را کارشناسͬ مقطع در عادی دیفرانسیل معادلات نظریۀ درس مواد ریز کتاب

ͬͺدینامی سیستم های و دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ زمینۀ در فارسͬ زبان به ترجمه یا تألیف به صورت کمͬ

رسید. خواهد به چاپ ͬͺترونیͺال به صورت که گرفتند کتاب این ترجمۀ به تصمیم مترجمین است، موجود

AMS انتشارات توسط سپس و شد منتشر IST انتشارات توسط و تألیف پرتغالͬ زبان به ابتدا کتاب این

ناشر دو هر و نویسندگان از رسمͬ اجازه نامۀ دارای کتاب این ترجمۀ برای مترجمین شد. برگردانده انگلیسͬ به

ت



ترجمۀ برای ناشران و نویسندگان حمایت و همͺاری از قدردانͬ مراتب و هستند کتاب این امریͺایی و پرتغالͬ

ولͬ شود حفظ اصلͬ متن به وفاداری حداکثر تا است شده سعͬ کتاب فارسͬ ترجمۀ در ͬ آید. م به عمل کتاب

فرهنگستان مصوب نگارش آیین قواعد از کتاب، این در است. بوده مدنظر نیز مطالب خواندن روانͬ و سلامت

است. شده استفاده ایران ریاضͬ انجمن آمار و ریاضͬ واژه نامۀ کتاب از همچنین و فارسͬ ادب و زبان

داود دکتر آقای جناب از و گرفتند برعهده را کتاب علمͬ ویراستاری که زاده تقͬ نصیر دکتر آقای جناب از

محترم اعضای از ͬ شود. م سپاسͽزاری دادند انجام شایسته ای نحو به را ادبی ویراستاری که سالͺویه خجسته

نمودند، مساعدت چاپ مراحل تمام در و رسانده تصویب به را کتاب چاپ که گیلان دانشͽاه انتشارات شورای

ͬ گردد. م قدردانͬ

جوان لامعͬ ساناز و خشͺبیجاری اکبری مژگان

١۴٠٢ شهریور

ث



مؤلفین پیشͽفتار

از خاص، به طور است. عادی دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ بر جامع مقدمه ای ارائۀ کتاب این اصلͬ هدف

توابع و پایداری آنها، اختلال های و خطͬ معادلات فاز، تصاویر جواب ها، یͺتایی و وجود دیͽر، موضوعات میان

ͬ کنیم. م مطالعه را صفحه در معادلات و بودن، هذلولوی لیاپانوف،

دیفرانسیل معادلات درس دومین از اغلب که است مهمͬ موضوعات برای پلͬ به عنوان همچنین کتاب این

و ͬͺتوپولوژی مزدوج های وجود اولیه، شرایط به جواب ها هموار وابستگͬ شامل مثال ها ͬ شوند. م حذف عادی

همچنین است. گروبمن‐هارتمن قضیۀ در مزدوج ها هولدر پیوستگͬ و خطͬ، دستگاه های بین دیفرانسیل پذیری

ͬ دهیم. م ارائه همیلتونͬ دستگاه های و متعارف، صورت های مرکزی، خمینه های انشعاب، نظریۀ بر مختصر مقدمه ای

کیفͬ خواص مورد در تا ͬ دهد م اجازه فرد به که ͬ کنیم م توصیف را روش هایی و نتایج مفاهیم، عمدتاً ما

دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ اصلͬ هدف ͬ توان م را این کند. بحث آن صریح حل بدون معادله ͷی جواب های

دانست. عادی

با این وجود، شود. استفاده عادی دیفرانسیل معادلات درس دومین برای پایه ای به عنوان ͬ تواند م کتاب این

در و مختلف روش های به آن از ͬ توان م واقع در بنابراین، و است بیشتر استاندارد دروس به نسبت آن مطالب

ͬ کنیم م پیشنهاد را زیر درس های ما امͺانات، سایر میان در کرد. استفاده مختلف سطوح

۵ . ٢ ،۴ . ١ بخش های بدون ) ٧ ‐ ٨ و ۵ ‐ ١ فصل های کارشناسͬ: دورۀ درس دومین ارشد/ کارشناسͬ (الف)

هادامارد‐پرون)؛ و گروبمن‐هارتمن قضایای اثبات بدون و ،٣ . ٨ و

۶ ‐ ٧؛ و ١ ‐ ٣ فصل های صفحه: در معادلات روی کارشناسͬ دورۀ ارشد/ کارشناسͬ (ب)

ج



٨ ‐ ٩؛ و ١ ‐ ٣ فصل های پایداری: روی پیشرفته تکمیلͬ تحصیلات دورۀ (ج)

. ۵ ‐ ١ فصل های بودن: هذلولوی روی پیشرفته تکمیلͬ تحصیلات دورۀ (د)

از برخͬ علاوه براین، است. امͺان پذیر دوره، برای دسترسͬ زمان و مخاطب به بسته نیز دیͽر انتخاب های

کرد. استفاده کوتاه نمایش های برای ͬ توان م را ٣ . ٨ و ۶ . ٢ ،٣ . ٣ ،۵ . ٢ ،۴ . ١ ،١ . ٣ . ٢ بخش های مانند بخش ها

رفته کار به نتایج و مفاهیم تمام انتگرال، و دیفرانسیل حساب و جبرخطͬ اساسͬ پیش نیازهای برخͬ از غیر به

٨ فصل های در نتایج از برخͬ به استثنای چیز، همه (تقریباً) علاوه براین، ͬ شود. م یادآوری مسیر طول در کتاب در

همیلتونͬ دستگاه های و متعارف صورت های مرکزی، خمینه های انشعاب، نظریۀ پیشرفته تر موضوعات مورد در ٩ و

استفاده مورد نیز مستقل مطالعۀ برای یا مرجع به عنوان ͬ تواند م است، مستقل کتاب از آنجایی که است. شده ثابت

گیرد. قرار

ͬ پردازیم. م کتاب مطالب از مفصل تری شرح به اکنون

دارد. اختصاص خطͬ معادلات و پایه مفاهیم به ١ بخش

یͺتایی و وجود مورد در به ویژه عادی، دیفرانسیل معادلات نظریۀ نتایج و اساسͬ مفاهیم ١ فصل در •

وجود همچنین ͬ کنیم. م معرفͬ را اولیه شرایط به جواب ها وابستگͬ و پیͺارد‐لیندلف) (قضیۀ جواب ها

برای مقدمه ای سرانجام، ͬ کنیم. م مشخص را پئانو) (قضیۀ پیوسته برداری میدان ͷی با معادلات جواب

ͬ کنیم. م ارائه فاز فضای در جواب ها کیفͬ رفتار توصیف

مطالعه را آنها اساسͬ جواب های و ͬ گیریم م درنظر را (غیرخودگردان) خاص خطͬ معادلات ٢ فصل در •

(حتͬ را جواب ها و ببینیم خطͬ معادلۀ ͷی اختلال به عنوان را معادله ͷی که است مفید اغلب ͬ کنیم. م

استفاده کتاب در اغلب دیدگاه این آوریم. به دست پارامترها تغییر فرمول از استفاده با ضمنͬ) به طور

ͬ گیریم. م درنظر را تناوبی ضرایب با معادلات و ثابت ضرایب با معادلات خاص موارد سپس ͬ شود. م

بین ͬͺتوپولوژی مزدوج های وجود و اولیه شرایط به جواب ها C1 وابستگͬ شامل پیشرفته تر موضوعات

است. ضرایب هذلولوی ماتریس های با خطͬ معادلات

دارد. اختصاص بودن هذلولوی و پایداری مطالعۀ به ٢ بخش

چ



که ͬ گیریم م در نظر را خطͬ معادلات خاص مورد مجانبی، پایداری و پایداری معرفͬ از پس ،٣ فصل در •

معادلات از خاصͬ موارد همچنین داد. ارائه اساسͬ جواب های نظر از مفاهیم این از کاملͬ توصیف ͬ توان م

مجانبی پایداری تداوم مورد در سپس ͬ گیریم. م در نظر را تناوبی ضرایب با معادلات و ثابت ضرایب با

همچنین ͬ کنیم. م بحث پایدار به طور  مجانبی خطͬ معادلۀ ͷی ͷکوچ به اندازۀکافͬ اختلال های تحت

خودکار کم و بیش به روش را معین جواب ͷی گاهͬ که ͬ کنیم م ارائه لیاپانوف توابع نظریۀ بر مقدمه ای

ͬ دهد. م به دست

ͬ کنیم؛ م مطالعه را آن پیامدهای از برخͬ و ͬ کنیم م معرفͬ را بودن هذلولوی مفهوم ۵ و ۴ فصل های در •

ͬ کنیم: م ایجاد هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی ͬͽهمسای در جواب ها رفتار مورد در کلیدی نتیجۀ دو ما یعنͬ

به اندازۀکافͬ اختلال ͷی جواب های که ͬ دهد م نشان اولͬ هادامارد‐پرون. و گروبمن‐هارتمن قضایای

هستند. خطͬ معادلۀ جواب های با ͬͺتوپولوژی مزدوج  هذلولوی بحرانͬ نقطۀ با خطͬ معادلۀ ͷی از ͷکوچ

هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی ناپایدار و پایدار فضاهای بر مماس ثابت خمینه های که ͬ دهد م نشان دومͬ

گروبمن‐هارتمن قضیۀ در مزدوج ها همۀ که ͬ دهیم م نشان پیشرفته تر، مبحث ͷی به عنوان دارد. وجود

قضیۀ اثبات به کاملͬ تقریباً توضیح است: فنͬ بیشتر ۵ فصل که ͬ کنیم م توجه هستند. هولدر پیوستۀ

به نیازی اثبات ها ͬ افتد، م اتفاق دیͽر متون در آنچه برخلاف است. شده داده اختصاص هادامار‐پرون

داریم توجه ͬ گیرد. م قرار استفاده مورد اینجا در تنها که ندارد اضافͬ تکنیͷ های یا مسئله گسسته سازی

است. نشده استفاده کتاب دیͽر جای هیچ در ۵ . ۴ و ۵ . ٣ بخش های مطالب که

است. مفید صفحه در معادلات مطالعۀ در به ویژه که ͬ دهیم م شرح را روش هایی و نتایج ٣ بخش در

ͬ دهیم. م ارائه صفحه در دیفرانسیل معادلات در آن کاربردهای و شاخص نظریۀ بر مقدمه ای ۶ فصل در •

و مسیر با برداری میدان ͷی به توجه با بسته مسیر ͷی شاخص چͽونه که ͬ دهیم م توضیح به طور خاص،

هر داخل در بحرانͬ نقطۀ ͷی وجود اثبات جمله از کاربرد، چندین سپس ͬ کند. م تغییر برداری میدان با

ͬ کنیم. م ارائه جردن منحنͬ قضیۀ معنای به تناوبی، مدار

مجموعه های مفاهیم معرفͬ از پس ͬ کنیم. م ارائه پوانکاره‐بندیͺسون نظریۀ بر مقدمه ای ٧ فصل در •

ح



ناتهͬ، ω‐حد و α‐حد مجموعه های دارای کراندار نیمه مدارهای که ͬ دهیم م نشان ‐حد،  ω و α‐حد

قضیۀ صفحه، در عادی دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ مهم نتایج از ͬͺی سپس هستند. همبند و فشرده

ͬ دهد. م به دست تناوبی مدارهای وجود برای معیاری به ویژه ͬ کنیم. م ایجاد را پوانکاره‐بندیͺسون

پل ایجاد ما اصلͬ هدف ͬ شود. نم ثابت چیز همه که اینجاست فقط و دارد متفاوتͬ ماهیت حدودی تا ۴ بخش

ͬ شوند. م حذف عادی دیفرانسیل معادلات درس دومین از اغلب که است مهمͬ موضوعات با ارتباطͬ

خمینه های نظریۀ بر مقدمه ای سپس ͬ کنیم. م ارائه مثال ها بر تأکید با انشعاب نظریۀ بر مقدمه  ای ٨ فصل در •

انشعاب ها وجود یا پایداری مطالعۀ در را معادله ترتیب تا ͬ دهد م امͺان ما به اغلب که ͬ کنیم، م ارائه مرکزی

تمام حذف آن هدف که ͬ دهیم م ارائه متعارف صورت های نظریۀ بر مقدمه ای همچنین دهیم. کاهش

است. متغیرها تغییر طریق از اصلͬ معادلۀ در ممͺن اصطلاحات

مفاهیم برخͬ معرفͬ از پس ͬ کنیم. م ارائه همیلتونͬ دستگاه های نظریۀ بر مقدمه ای ٩ فصل در سرانجام، •

همچنین ͬ دهیم. م شرح را همیلتونͬ غیرخطͬ و خطͬ دستگاه های پایداری مورد در نتیجه چندین اساسͬ،

در مستقل انتگرال های تراز مجموعه های ساختار مورد در لیوویل‐آرنولد قضیۀ و انتگرال پذیری مفهوم

ͬ دهیم. م شرح را KAM نظریه اساسͬ ایده های براین، علاوه ͬ  گیریم. م در نظر را برگشت

فصل هر پایان در را تمرین هایی همچنین و جدید نتایج و مفاهیم که است متعددی مثال های شامل کتاب این

ͬ دهند. م نشان به تفصیل

ویلز کلودیا و باریرا لوئیس

٢٠١٢ فوریه لیبسون،

خ



اول بخش

خطͬ معادلات و اولیه مفاهیم



١ فصل

عادی دیفرانسیل معادلات

مقدار با مسئلۀ و جواب مفاهیم جمله از عادی، دیفرانسیل معادلات نظریۀ اولیۀ مفاهیم معرفͬ به فصل این در

نقاط در آنها رفتار و اولیه شرایط به آنها وابستگͬ جواب ها، یͺتایی و وجود مورد در همچنین ͬ پردازیم. م اولیه

یادآوری را تار انقباضات و انقباضات به مربوط مطالب منظور، این برای ͬ کنیم. م بحث وجود ماکسیمال بازۀ پایانͬ

شوند. شار ایجاد باعث است ممͺن خودگردان معادلۀ ͷی جواب های چͽونه که ͬ دهیم م نشان به علاوه، ͬ کنیم. م

دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ بر مقدمه ای آنها، فاز تصاویر و معادلات از بسیاری مورد در بحث با پایان، در

برای است. انتگرال ͷی با معادلات یعنͬ پایستار، معادلات از خاصͬ حالت شامل مطالعه این ͬ دهیم. م ارائه

ͬ دهیم. م ارجاع [١۵ ،١٣ ،٩ ،٢] به را خواننده اضافͬ، موضاعات

اولیه مفاهیم ١ . ١

مثال های با را آنها و ͬ پردازیم م اولیه مقدار با مسئلۀ و عادی دیفرانسیل معادلۀ جواب مفاهیم معرفͬ به بخش این در

که معادله ای (یعنͬ خودگردان١ معادلۀ ͷی جواب های چͽونه که ͬ دهیم م نشان همچنین ͬ دهیم. م شرح مختلف

شود. شار ایجاد باعث است ممͺن نیست) زمان به وابسته صریح به طور

برای ͬ پردازیم. م عادی دیفرانسیل معادلۀ جواب مفهوم معرفͬ به ابتدا اولیه. مقدار با مسائل و جواب ها . ١ . ١ . ١
1Autonomous



عادی٣ دیفرانسیل معادلات

t0

D

x(t0)

t

x

.x′ = f(t, x) معادلۀ از x(t) جواب :١ . ١ شͺل

بͽیرید درنظر را زیر (عادی) دیفرانسیل معادلۀ ،D ⊂ R× Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn پیوستۀ تابع

x′ = f(t, x). (١ . ١)

است. x = x(t) تابع معادله این مجهول

گفته (١ . ١) معادلۀ جواب ،(b ≤ +∞ و a ≥ −∞ (با C1 کلاس از x : (a, b) → Rn تابع .١ . ١ تعریف

ببینید) را ١ . ١ (شͺل هرگاه ͬ شود م

,t)؛ x(t)) ∈ D ،t ∈ (a, b) هر برای (الف)

.x′(t) = f(t, x(t)) ،t ∈ (a, b) هر برای (ب)

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .١ . ٢ مثال

x′ = −x+ t. (١ . ٢)

آنگاه باشد، (١ . ٢) معادلۀ از جواب ͷی x = x(t) اگر

(etx)′ = etx+ etx′ = et(x+ x′) = ett.

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ است، et(t− 1) با برابر ،ett اولیۀ تابع از آنجایی که

etx(t) = et(t− 1) + c,



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۴معادلات

به صورت (١ . ٢) معادلۀ جواب های بنابراین، است. حقیقͬ ثابت ͷی c آن در که

x(t) = t− 1 + ce−t, t ∈ R, (١ . ٣)

.c ∈ R به طوری که ͬ شوند م معین

ͬ گیریم. م درنظر R2 در را معادله  ای حال

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .١ . ٣ مثال

(x, y)′ = (y,−x), (۴ . ١)

نوشت زیر به صورت را آن ͬ توان م که

{
x′ = y
y′ = −x. (۵ . ١)

آنگاه باشد، (۵ . ١) معادلۀ از جوابی (x(t), y(t)) اگر

(x2 + y2)′ = 2xx′ + 2yy′ = 2xy + 2y(−x) = 0. (۶ . ١)

جواب) دامنۀ در t هر (برای به طوری که است موجود r ≥ 0 ثابت پس،

x(t)2 + y(t)2 = r2.

نوشتن با

x(t) = r cos θ(t), y(t) = r sin θ(t),

که ͬ شود م نتیجه x′ = y برابری از است، دیفرانسیل پذیر تابع ͷی θ که

x′(t) = −rθ′(t) sin θ(t) = r sin θ(t).



عادی۵ دیفرانسیل معادلات

(۴ . ١) معادلۀ جواب های بنابراین، .θ(t) = −t+ c که است موجود c ∈ R ثابت پس .θ′(t) = −1 از این رو،

به صورت

(x(t), y(t)) = (r cos(−t+ c), r sin(−t+ c)), t ∈ R, (١ . ٧)

.c ∈ R به طوری که ͬ شوند م معین

که ͬ شود م نتیجه (۵ . ١) از .۴ . ١ مثال

x′′ = (x′)′ = y′ = −x.

ͬ آوریم. م به دست را y′ = x′′ = −x رابطۀ ،y = x′ نوشتن و x′′ = −x معادلۀ از شروع با از طرف دیͽر،

معادل x′′ = −x و (۵ . ١) معادلات از این رو، ͬ آوریم. م به دست دوباره را (۵ . ١) در تساوی دو به عبارت دیͽر،

هستند.

نوشتن با به طور کلͬ،

X = (X1, . . . , Xk) = (x, x′, . . . , x(k−1)),

معادلۀ

x(k) = f(t, x, x′, . . . , x(k−1)),

که نوشت، X ′ = F (t,X) به صورت ͬ توان م را

F (t,X) = (X2, X3, . . . , Xk−1, f(t,X)).

مختصات در مثال، برای گرفت؛ نظر در را دیͽر مختصات در نوشته شده دیفرانسیل معادلات ͬ توان م همچنین

قطبی.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۶معادلات

معادلۀ .۵ . ١ }مثال
r′ = r,
θ′ = 1,

(١ . ٨)

به دست را زیر رابطه های ،y = r sin θ و x = r cos θ از آنجایی که بͽیرید. در نظر (r, θ) قطبی مختصات در را

ͬ آوریم م

x′ = r′ cos θ − rθ′ sin θ = r cos θ − r sin θ = x− y, (١ . ٩)

و

y′ = r′ sin θ + rθ′ cos θ = r sin θ + r cos θ = y + x. (١ . ١٠)

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (١ . ٨) معادلۀ }پس،
x′ = x− y,
y′ = x+ y.

(١ . ١١)

آیند به دست زیر جواب های تا کرد حل جداگانه به طور را (١ . ٨) در معادله هر ͬ توان م }علاوه بر این،
r(t) = cet,
θ(t) = t+ d,

(١ . ١٢)

هستند. دلخواه ثابت های c, d ∈ R آن در که

ͬ پردازیم. م اولیه مقدار با مسئلۀ مفهوم معرفͬ به حال

اولیۀ مقدار با مسئلۀ ،(t0, x0) ∈ D برای .۶ . ١ }تعریف
x′ = f(t, x),
x(t0) = x0,

(١ . ١٣)

شرط در که است (١ . ١) معادلۀ از x : (a, b) → Rn جواب و t0 شامل (a, b) مانند بازه ای تعیین از عبارت

ͬ شود. م نامیده (١ . ١٣) مسئلۀ اولیۀ شرط x(t0) = x0 شرط نماید. صدق x(t0) = x0



عادی٧ دیفرانسیل معادلات

بͽیرید درنظر را زیر اولیۀ مقدار با مسئلۀ .(١ . ٢ مثال (ادامۀ .١ . ٧ }مثال
x′ = −x+ t,
x(0) = 0.

(١۴ . ١)

.c = 1 که ͬ دهد م نتیجه اولیه شرط و ͬ آوریم، م به دست را x(0) = −1 + c رابطۀ ،(١ . ٣) در t = 0 اختیار با

است زیر به صورت (١۴ . ١) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب از این رو،

x(t) = t− 1 + e−t, t ∈ R.

متناظر اولیۀ مقدار با مسئلۀ و (۴ . ١) معادلۀ .(١ . ٣ مثال ادامۀ ) .١ . ٨ }مثال
(x, y)′ = (y,−x),
(x(t0), y(t0)) = (x0, y0),

(١۵ . ١)

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ (١ . ٧) در t = t0 اختیار با بͽیرید. درنظر را (x0, y0) ∈ R2 و t0 ∈ R که

(x0, y0) = (r cos(−t0 + c), r sin(−t0 + c)).

یعنͬ، قطبی، مختصات در اولیه شرط نوشتن با

(x0, y0) = (r cos θ0, r sin θ0), (١۶ . ١)

(۵ . ١) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب از این رو، ͬ آوریم. م به دست را ( 2π صحیح مضرب (تا c = t0 + θ0 رابطۀ

است زیر به صورت

(x(t), y(t)) = (r cos(−t+ t0 + θ0), r sin(−t+ t0 + θ0)), t ∈ R. (١ . ١٧)

روابط به توجه با ͬ آید. م ادامه در (١۵ . ١) مسئلۀ برای (١ . ١٧) جواب از بیشتری هندسͬ توصیف و معادل ͷی

داریم ،(١ . ١٧) و (١۶ . ١)

x(t) = r cos θ0 cos(−t+ t0)− r sin θ0 sin(−t+ t0)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٨معادلات

= x0 cos(t− t0) + y0 sin(t− t0),

،(y = x′ که ͬ کنید م مشاهده سادگͬ به (یا مشابه به طور و

y(t) = −x0 sin(t− t0) + y0 cos(t− t0).

نوشت زیر به صورت را (١ . ١٧) جواب ͬ توان م )از این رو،
x(t)
y(t)

)
= R(t− t0)

(
x0
y0

)
, (١ . ١٨)

که

R(t) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
,

در (۴ . ١) معادلۀ جواب هر است، شده داده نشان ١ . ٣ مثال در که همان گونه واقع، در است. دوران ماتریس ͷی

ͬ ماند. م باقͬ مختصات مبدأ از ثابت فاصلۀ ͷی

است. آمده عادی دیفرانسیل معادلۀ جواب های مشخصۀ زیر در

،(t0, x0) ∈ D برای باشد. Dپیوسته ⊂ R×Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn تابع کنید فرض .١ . ٩ قضیه

و اگر است (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی t0 شامل (a, b) باز بازۀ روی x : (a, b) → Rn پیوستۀ تابع

باشد برقرار زیر رابطۀ t ∈ (a, b) هر برای اگر تنها

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds. (١ . ١٩)

در به ویژه، است. پیوسته توابع از ترکیبی زیرا است، پیوسته t 7→ f(t, x(t)) تابع که ͬ کنیم م توجه ابتدا برهان.

اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جواب ͷی x = x(t) که ͬ کنیم م فرض اکنون، است. انتگرال پذیر نیز کراندار بازۀ هر

داریم ،t ∈ (a, b) هر برای باشد. (١ . ١٣)

x(t)− x0 = x(t)− x(t0) =

∫ t

t0

x′(s)ds =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.
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آنگاه باشد، برقرار t ∈ (a, b) هر برای (١ . ١٩) تساوی اگر از طرف دیͽر، است. برقرار (١ . ١٩) رابطۀ بنابراین،

،t ∈ (a, b) هر برای را زیر رابطۀ ،t به نسبت (١ . ١٩) رابطۀ طرفین از مشتق گیری با .x(t0) = x0 که است واضح

ͬ آوریم م به دست

x′(t) = f(t, x(t)). (١ . ٢٠)

و است، C1 کلاس از x که ͬ شود م نتیجه (١ . ٢٠) رابطۀ از است، پیوسته t 7→ f(t, x(t)) تابع از آنجایی که

است. (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب از این رو،

به وابسته صریح به طور که عادی دیفرانسیل معادلات از خاصͬ حالت بخش، این در شار. مفهوم . ١ . ١ . ٢

ͬ شوند. م شار ایجاد باعث طبیعͬ به طور که ͬ دهیم م نشان و ͬ گیریم، م درنظر را نیستند زمان

نباشد. وابسته t به هرگاه ͬ نامند م خودگردان را (١ . ١) معادلۀ .١ . ١٠ تعریف

به صورت خودگردان معادلۀ ͷی به عبارت دیͽر،

x′ = f(x),

است. پیوسته D ⊂ Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn تابع آن در که است

ͬ پردازیم. م شار مفهوم معرفͬ به حال

هر به ازای و φ0 = Id به طوری که ،t ∈ R برای φt : Rn → Rn تبدیلات از خانواده  ͷی .١ . ١١ تعریف

،t, s ∈ R

φt+s = φt ◦ φs, (١ . ٢١)

ͬ شود. م نامیده شار ͷی
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ضابطۀ با که φt : Rn → Rn تبدیلات خانواده ،y ∈ Rn هر برای .١ . ١٢ مثال

φt(x) = x+ ty, t ∈ R, x ∈ Rn,

است. شار ͷی ͬ شود، م تعریف

ͬ شوند. م شار ایجاد باعث خودگردان معادلات از بسیاری که ͬ دهد م نشان زیر عبارت

اولیۀ مقدار با مسئلۀ هر به طوری که باشد پیوسته تابعͬ f : Rn → Rn اگر .١ . ١٣ قضیه

{
x′ = f(x),
x(0) = x0,

(١ . ٢٢)

با تعریف  شده تبدیلات خانواده آنگاه باشد، داشته t ∈ R برای تعریف شده x(t, x0) یͺتای جواب ͷی

φt(x0) = x(t, x0), (١ . ٢٣)

است. شار ͷی

ضابطۀ با تعریف شده y : R → Rn تابع ،s ∈ R هر برای برهان.

y(t) = x(t+ s, x0),

است برقرار زیر رابطۀ t ∈ R هر برای و y(0) = x(s, x0) که است واضح بͽیرید. درنظر را

y′(t) = x′(t+ s, x0) = f(x(t+ s, x0)) = f(y(t)).

یͺتا جواب ͷی (١ . ٢٢) اولیۀ مقدار با مسئلۀ هر فرض، به بنا است. x′ = f(x) معادلۀ از جوابی نیز y به ویژه،

ازاین رو و دارد،

y(t) = x(t, y(0)) = x(t, x(s, x0)),



عادی١١ دیفرانسیل معادلات

داریم را زیر رابطۀ ،x0 ∈ Rn و t, s ∈ R هر برای معادل، به طور یا

x(t+ s, x0) = x(t, x(s, x0)). (٢۴ . ١)

نوشت زیر به صورت را (٢۴ . ١) تساوی ͬ توان م ،(١ . ٢٣) در φt تبدیلات از استفاده با

φt+s(x0) = (φt ◦ φs)(x0).

که ͬ دهد م نشان این است. برقرار φ0(x0) = x(0, x0) = x0 رابطۀ x(t, x0) تعریف به توجه با ازطرف دیͽر،

است. شار ͷی φt تبدیلات خانوادۀ

مسئلۀ علاوه براین، است. خودگردان (۴ . ١) معادلۀ که ͬ شویم م متذکر .(١ . ٨ و ١ . ٣ مثال های (ادامۀ .١۴ . ١ مثال

(١ . ١٨) یا (١ . ١٧) رابطۀ به وسیلۀ و است شده تعریف R روی که است یͺتا جواب دارای (١۵ . ١) اولیۀ مقدار با

با تعریف شده φt تبدیلات خانوادۀ که ͬ شود م نتیجه ١ . ١٣ قضیۀ از بنابراین، ͬ شود. م معین

φt(x0, y0) = (r cos(−t+ θ0), r sin(−t+ θ0)),

نوشت ͬ توان م ،(١ . ١٨) رابطۀ از استفاده با همچنین است. شار ͷی

φt(x0, y0) = (x(t), y(t)) = (x0, y0)R(t)
∗,

با است معادل (١ . ٢١) تساوی ازاین رو، است. R(t) دوران ماتریس ترانهادۀ R(t)∗ که

R(t+ s)∗ = R(s)∗R(t)∗,

داشت خواهیم t, s ∈ R برای ترانهاده، گرفتن با یا

R(t+ s) = R(t)R(s).

است. برقرار دوران ماتریس های بین تساوی این که ͬ دانیم م
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.θ(0) = d و r(0) = c داشت خواهیم ،(١ . ١٢) رابطۀ در t = 0 اختیار با .(۵ . ١ مثال (ادامۀ .١۵ . ١ مثال

به صورت قطبی) مختصات (در ͬ تواند م (١ . ٨) معادلۀ جواب های بنابراین،

(r(t), θ(t)) = (ret, t+ θ0),

(١ . ١١) خودگردان معادلۀ برای ١ . ١٣ قضیۀ در معین شار φt اگر .(r0, θ0) = (r(0), θ(0)) که شود نوشته

شود نوشته زیر به صورت ͬ تواند م (r(t), θ(t)) نقطۀ (x, y) مختصات در آنگاه باشد،

φt(r0 cos θ0, r0 sin θ0) = (r(t) cos θ(t), r(t) sin θ(t))

= (r0e
t cos(t+ θ0), r0e

t sin(t+ θ0)).

جواب ها یͺتایی و وجود ١ . ٢

نتایج، فرمول بندی از بعد ͬ پردازیم. م عادی دیفرانسیل معادلۀ ͷی جواب های یͺتایی و وجود به بخش این در

شده اند. استفاده کتاب این در دیͽر نتایج و نتایج این  اثبات برای که ͬ کنیم م معرفͬ را مفاهیمͬ و مقدمات

ͬ کنیم. م یادآوری را فشرده مجموعۀ ابتدا پیͺارد‐لیندف.١ قضیۀ فرمول بندی . ١ . ٢ . ١

ͷی یعنͬ ،K از داده شده باز پوشش هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده فشرده K ⊂ Rn مجموعۀ .١۶ . ١ تعریف

داشته وجود متناهͬ زیر پوشش ͷی ،∪α∈IUα ⊃ K به طوری که (Uα)α∈I ⊂ Rm باز مجموعه های از خانواده

.∪Ni=1Uαi ⊃ K به طوری که باشد داشته وجود α1, . . . , αN ∈ I و N ∈ N یعنͬ، باشد،

باشد. کراندار و بسته اگر تنها و اگر است فشرده K ⊂ Rm مجموعۀ که ͬ کنیم م یادآوری

ͬ کنیم. م معرفͬ را لیپشیتز٢ موضعͬ به طور تابع ͷی مفهوم اکنون،

برای هرگاه گویند لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت D ⊂ R× Rn روی f : D → Rn تابع .١ . ١٧ تعریف
1Picard-Lindelof Theorem
2Locally Lipschitz
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،(t, x), (t, y) ∈ K هر برای به طوری که باشد داشته وجود L > 0 ثابت K ⊂ D فشردۀ مجموعۀ هر

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥. (٢۵ . ١)

عادی دیفرانسیل معادلۀ جواب های یͺتایی و وجود روی را زیر نتیجه ͬ توان م مفهوم، این از استفاده با

کرد. فرمول بندی

و پیوسته D ⊂ R × Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn تابع اگر پیͺارد‐لیندلف). (قضیۀ .١ . ١٨ قضیه

مسئلۀ از یͺتا جواب ͷی (t0, x0) ∈ D هر برای آنگاه کند، صدق لیپشیتز شرط در به طور موضعͬ x به نسبت

دارد. وجود t0 شامل باز فاصلۀ برای (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با

آمد. خواهد ١ . ٢ . ٣ بخش در ،١ . ٢ . ٢ بخش در توصیف شده ͬͺکم نتایج از استفاده با ١ . ١٨ قضیۀ برهان

هستند. لیپشیتز موضعͬ به طور C1 توابع همۀ به ویژه،

است. لیپشیتز به طورموضعͬ x به نسبت f آنگاه باشد، C1 کلاس از f اگر .١ . ١٩ قضیه

درنظر I × J ⊂ D به صورت را فشرده مجموعه های از K خانوادۀ است کافͬ که ͬ دهیم م نشان ابتدا برهان.

r > 0 و p ∈ Rn برای و است فشرده بازه ای I ⊂ R که بͽیریم،

J = {x ∈ Rn : ||x− p|| ≤ r}.

است. K عناصر از متناهͬ اجتماع ͷی داخل K ⊂ D فشردۀ مجموعۀ هر که ͬ دهیم م نشان منظور، این برای

ͬ کنیم م اختیار طوری را Kp ∈ K ،p ∈ K هر برای باشد. فشرده مجموعۀ ͷی K ⊂ D کنید فرض ازاین رو،

و N ∈ N که ͬ شود م نتیجه K فشردگͬ از به این ترتیب، و ،K ⊂ ∪p∈KintKp به وضوح، .p ∈ intKp که

نتیجۀ که ،K ⊂ ∪Ni=1Kpi ⊂ D ازاین رو، .K ⊂ ∪Ni=1intKpi به طوری که دارد وجود p1, . . . , pN ∈ K

ͬ دهد. م نتیجه را مطلوب
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ͬ کنیم. م اختیار را (t, x), (t, y) ∈ I×J نقاط و باشد K در فشرده مجموعۀ ͷی I×J کنید فرض اکنون،

ضابطۀ با g : [0, 1] → D تابع

g(s) = f(t, y + s(x− y)),

به علاوه، است. C1 توابع از ترکیبی زیرا است، C1 کلاس از

f(t, x)− f(t, y) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0

g′(s)ds

=

∫ 1

0

∂f

∂x
(t, y + s(x− y))(x− y)ds,

بنابراین، ستون). ͷی به عنوان x− y بردار گرفتن درنظر (با است ژاکوبین ماتریس ∂f
∂x که

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ sup
s∈[0,1]

∥∥∥∥∂f∂x (t, y + s(x− y))

∥∥∥∥ .∥x− y∥

≤ sup
q∈J

∥∥∥∥∂f∂x (t, q)
∥∥∥∥ .∥x− y∥, (٢۶ . ١)

تابع است، C1 کلاس از f چون اکنون است. J داخل y و x بین پاره خط زیرا

(t, q) 7−→
∥∥∥∥∂f∂x (t, q)

∥∥∥∥ ,
ازاین رو، و است، پیوسته

L := max
(t,q)∈I×J

∥∥∥∥∂f∂x (t, q)
∥∥∥∥ < +∞.

داریم ،(t, x), (t, y) ∈ I × J هر برای بنابراین،

∥f(t, x)− f(t, y)∥ ≤ L∥x− y∥.

است. لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت f که ͬ دهد م نشان این

است. آمده زیر در ١ . ١٨ قضیۀ از نتیجه ͷی
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برای آنگاه باشد، D ⊂ R × Rn باز مجموعۀ ͷی روی C1 کلاس از تابعͬ f : D → Rn اگر .١ . ٢٠ قضیه

دارد. وجود t0 شامل باز بازۀ روی (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از یͺتا جواب (t0, x0) ∈ Dهر

ͬ شود. م نتیجه ١ . ١٩ قضیۀ همراه به ١ . ١٨ قضیۀ از بلافاصله نتیجه برهان.

باشند. دیفرانسیل پذیر که ندارد لزومͬ موضعͬ، لیپشیتر توابع هرحال، به

داریم ،x, y ∈ R هر برای .١ . ٢١ مثال

||x| − |y|| ≤ |x− y|.

مجموعۀ هر برای ،(٢۵ . ١) رابطۀ در L = 1 اختیار با ،f(t, x) = |x| ضابطۀ با f : R2 → R تابع ازاین رو،

است. لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت K ⊂ R2 فشردۀ

ͬ دهیم. م ارائه نیست لیپشیتز موضعͬ به طور که تابع ͷی از مثالͬ همچنین

داریم ،f(t, x) = x
2
3 ضابطۀ با f : R2 → R تابع برای .١ . ٢٢ مثال

|f(t, x)− f(t, 0)| = |x 2
3 − 0

2
3 | = 1

|x| 13
|x− 0|.

که D ⊂ R2 مجموعۀ هر روی x به نسبت f که ͬ گیریم م نتیجه ،x → 0 ͬ که وقت 1

|x|
1
3
→ +∞ ازآنجایی که

نیست. لیپشیتز موضعͬ به طور ͬ کند م قطع را R× {0} خط

مقدار با مسئلۀ است ممͺن آنگاه نباشد، لیپشیتز موضعͬ به طور اما پیوسته، f اگر که ͬ دهد م نشان زیر مثال

باشد. نداشته یͺتا جواب (١ . ١٣) اولیۀ

دراین صورت، است. x′ = x
2
3 معادلۀ از جوابی x = x(t) کنید فرض .(١ . ٢٢ مثال (ادامۀ .١ . ٢٣ مثال

داشت خواهیم طرفین، از انتگرال گیری با . x
′

x
2
3

= 1 داریم ͬ گیرد، نم را صفر مقدار جواب که باز بازۀ هر در

است. حقیقͬ ثابت ͷی c آن در که x(t) = (t+c)3

27
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شده اند تعریف R روی جواب ها این از ͷهری که کرد بررسͬ ͬ توان م معادله، در مستقیم جای گذاری با به آسانͬ

اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی x(t) = t3

27 به ویژه، شوند). صفر t = −c در اگر }(حتͬ
x′ = x

2
3 ,

x(0) = 0,

دارد. نیز را x(t) = 0 ثابت جواب که است

ͷی همیشه (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ f پیوستۀ تابع برای که ͬ دهیم م نشان ۴ . ١ بخش در ازطرف دیͽر،

باشد. یͺتا که ندارد لزومͬ اگرچه دارد، جواب

برای اول درجۀ در و است ͬ تر عرض ماهیت با مطالبی حاوی بخش این .ͷمتری فضاهای در انقباضات . ١ . ٢ . ٢

با دیفرانسیل معادلات نظریۀ گرفتن درنظر با نظریه این خاص، به طور است. شده گنجانده نمایش بودن کامل

است. یافته توسعه عملͽری شیوه ای

ͬ کنیم. م یادآوری را اولیه مفاهیم بعضͬ ابتدا

ͬ شود م گفته X در فاصله ͷی d : X × X → R+
0 تابع باشد. مجموعه ͷی X کنید فرض .٢۴ . ١ تعریف

هرگاه

x؛ = y اگر تنها و اگر d(x, y) = 0 (الف)

,d(x؛ y) = d(y, x) ،x, y ∈ X هر برای (ب)

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ،x, y, z ∈ X هر برای (ج)

است. ͷمتری فضای ͷی (X, d) جفت دراین صورت

به صورت ͬ توان م را Rn در فاصله مثال، برای

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = (

n∑
i=1

(xi − yi)
2)

1
2 , (١ . ٢٧)

یا

d((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max{|xi − yi| : i = 1, . . . , n}, (١ . ٢٨)
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کرد. تعریف دیͽر مختلف حالت های تمام بین از

x مرکز و r به شعاع باز گوی .r > 0 و x ∈ X و باشد ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .٢۵ . ١ تعریف

به صورت را

B(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) < r},

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را x مرکز و r به شعاع بسته گوی و

B(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) ≤ r}.

است. آمده به دست نُرم مفهوم از فاصله ها از خاص کلاس ͷی

نامیده X در نُرم ͷی ∥.∥ : X → R+
0 تابع باشد. (R (روی خطͬ فضای ͷی Xکنید فرض .٢۶ . ١ تعریف

هرگاه ͬ شود م

x؛ = 0 اگر تنها و اگر ∥x∥ = 0 (الف)

∥λx∥؛ = |λ|.∥x∥ ،x ∈ X و λ ∈ R هر برای (ب)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر برای (ج)

ͬ گوییم. م نُرم دار فضای ͷی را (X, ∥.∥) جفت ازاین رو،

به صورت ͬ توان م را Rn در نُرم مثال، برای

∥(x1, . . . , xn)∥ = (

n∑
i=1

x2i )
1
2 , (١ . ٢٩)

یا

∥(x1, . . . , xn)∥ = max{|xi| : i = 1, . . . , n}, (١ . ٣٠)

کرد. تعریف دیͽر حالت های از بسیاری بین از
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d : X ×X −→ R+
0 تابع دراین صورت، باشد، نُرم دار فضای ͷی (X, ∥.∥) جفت کنید فرض .١ . ٢٧ قضیه

است. X در فاصله ͷی d(x, y) = ∥x− y∥ ضابطۀ با

داریم ͬ کنیم. م استفاده نُرم اول خاصیت از فاصله، در اول خاصیت برای برهان.

d(x, y) = 0 ⇐⇒ ∥x− y∥ = 0 ⇐⇒ x− y = 0,

.x = y اگر تنها و اگر d(x, y) = 0 ازاین رو،

داریم ͬ کنیم. م استفاده نُرم دوم خاصیت از فاصله دوم خاصیت برای

d(x, y) = ∥x− y∥ = ∥ − (x− y)∥

= | − 1|∥x− y∥ = ∥x− y∥,

.d(y, x) = d(x, y) ازاین رو،

داریم ͬ کنیم. م استفاده نُرم سوم خاصیت از آخر خاصیت برای سرانجام،

d(x, y) = ∥x− y∥ = ∥(x− z) + (z − y)∥

≤ ∥x− z∥+ ∥z − y∥

= d(x, z) + d(z, y).

(١ . ٢٩) در نُرم ها از شد، داده شرح ١ . ٢٧ قضیۀ در که همان گونه (١ . ٢٨) و (١ . ٢٧) در فاصله ها مثال، برای

ͬ آیند. م به دست (١ . ٣٠) و

ͬ کنیم. م معرفͬ را کوشͬ دنبالۀ و همͽرا دنبالۀ مفاهیم حال

که ͬ گوییم م باشد. (X, d) ͷمتری فضای در دنباله  ͷی (xn) = (xn)n∈N کنید فرض .١ . ٢٨ تعریف
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باشیم داشته n→ ∞ وقتͬ که باشد داشته وجود x ∈ X هرگاه است همͽرا دنبالۀ ͷی (xn)n (الف)

,d(xn؛ x) → 0

به طوری که باشد داشته وجود p ∈ N داده شده، ϵ > 0 برای هرگاه است کوشͬ دنبالۀ ͷی (xn)n (ب)

.d(xn, xm) < ϵ باشیم داشته n,m > p هر برای

است. کوشͬ دنبالۀ ͷی همͽرا، دنبالۀ هر که است واضح

باشد. همͽرا X در کوشͬ دنبالۀ هر هرگاه ͬ شود م نامیده کامل (X, d) ͷمتری فضای .١ . ٢٩ تعریف

دیͽری مثال است. کامل ͷمتری فضای ͷی (١ . ٢٨) یا (١ . ٢٧) در تعریف شده فاصلۀ با Rn فضای مثال، برای

است. آمده زیر در

فاصلۀ با I ⊂ Rk مجموعۀ در x : I → Rn کراندار پیوستۀ توابع همۀ از X = C(I) مجموعۀ .١ . ٣٠ قضیه

d(x, y) = sup{∥x(t)− y(t)∥ : t ∈ I}, (١ . ٣١)

است. کامل ͷمتری فضای ͷی

کامل ͷمتری فضای ͷی X دهیم نشان اینکه برای است. فاصله ͷی d که کرد بررسͬ ͬ توان م به آسانͬ برهان.

داریم ،t ∈ I هر برای باشد. X در کوشͬ دنبالۀ ͷی (xp)p ͬ کنیم م فرض است،

∥xp(t)− xq(t)∥ ≤ d(xp, xq), (١ . ٣٢)

Rn در کوشͬ دنباله های تمام (زیرا است همͽرا نتیجه، در است. کوشͬ دنبالۀ ͷی Rn در (xp(t))p بنابراین، و

دارد وجود زیر حد و هستند) همͽرا

x(t) = lim
p→∞

xp(t). (١ . ٣٣)

داریم ،t, s ∈ I هر برای ͬ دهد. م نتیجه را x : I → Rn تابع حد، این

∥x(t)− x(s)∥ ≤ ∥x(t)− xp(t)∥+ ∥xp(t)− xp(s)∥+ ∥xp(s)− x(s)∥. (٣۴ . ١)
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،ϵ > 0 برای که ͬ گیریم م نتیجه است) کوشͬ دنبالۀ ͷی (xp)p که حقیقت این (و (١ . ٣٢) رابطۀ از ازطرف دیͽر،

است برقرار زیر رابطۀ p, q ≥ r و t ∈ I هر برای به طوری که است موجود r ∈ N عدد

∥xp(t)− xq(t)∥ < ϵ. (٣۵ . ١)

ͬ آوریم م به دست p ≥ r و t ∈ I برای ،q → ∞ ،(٣۵ . ١) رابطۀ در اینکه فرض با

∥xp(t)− x(t)∥ ≤ ϵ. (٣۶ . ١)

است برقرار زیر رابطۀ ،t, s ∈ I هر برای که ͬ شود م نتیجه (p = r اختیار (با (٣۴ . ١) رابطۀ از ازاین رو،

∥x(t)− x(s)∥ ≤ 2ϵ+ ∥xr(t)− xr(s)∥. (١ . ٣٧)

رابطۀ ،∥t − s∥ < δ هرگاه به طوری که است موجود δ > 0 ، t ∈ I برای است، پیوسته xr تابع آنجایی که، از

است برقرار زیر

∥xr(t)− xr(s)∥ < ϵ.

است برقرار زیر رابطۀ ،∥t− s∥ < δ هرگاه که ͬ شود م نتیجه (١ . ٣٧) رابطۀ از بنابراین،

∥x(t)− x(s)∥ < 3ϵ,

به طوری که دارد وجود r ∈ N ،ϵ > 0 برای که ͬ شود م نتیجه (٣۶ . ١) رابطۀ از هرحال، به است. پیوسته x تابع و

است برقرار زیر رابطۀ p ≥ r هر برای

∥x(t)∥ ≤ ∥xp(t)− x(t)∥+ ∥xp(t)∥

≤ ϵ+ sup{∥xp(t)∥ : t ∈ I} < +∞,

داریم ،p ≥ r هر برای ،(٣۶ . ١) رابطۀ به توجه با همچنین، براین، علاوه .x ∈ X ازاین  رو، و

d(xp, x) = sup{∥xp(t)− x(t)∥ : t ∈ I} ≤ ϵ,



عادی٢١ دیفرانسیل معادلات

است. کامل ͷمتری فضای ͷی X که ͬ دهد م نشان این .d(xp, x) → 0 ،p→ ∞ ͬ که وقت ازاین رو، و

داشته وجود L > 0 هرگاه ͬ شود م نامیده لیپشیتز I ⊂ Rk مجموعۀ روی x : I → Rn تابع .١ . ٣١ تعریف

باشد برقرار زیر رابطۀ ،t, s ∈ I هر برای به طوری که باشد

∥x(t)− x(s)∥ ≤ L∥t− s∥. (١ . ٣٨)

هستند. پیوسته لیپشیتز توابع همۀ که است واضح

ͷمتری فضای ͷی ،(١ . ٣٨) رابطۀ در L ثابت با Y ⊂ C(I) کراندار لیپشیتز توابع همۀ مجموعۀ .١ . ٣٢ قضیه

است. (١ . ٣١) رابطۀ در d فاصلۀ با کامل

در بنابراین (و Y در کوشͬ دنبالۀ ͷی (xp)p اگر که دهیم نشان که است کافͬ ،١ . ٣٠ قضیۀ به توجه با برهان.

در کوشͬ دنبالۀ ͷی (xp)p ͬ کنیم م فرض بنابراین، ͬ کند. م صدق (١ . ٣٨) رابطۀ در x آن حد آنگاه باشد، (C(I)

داریم ،p ∈ N هر برای باشد. Y

∥xp(t)− xq(t)∥ ≤ L∥t− s∥, t, s ∈ I. (١ . ٣٩)

از بنابراین، و ،xp(t) → x(t) داریم ،p → ∞ وقتͬ ،t ∈ I هر برای ،(١ . ٣٣) رابطۀ به توجه با ازطرف دیͽر،

.x ∈ Y که ͬ گیریم م نتیجه (١ . ٣٩) رابطۀ

ͬ گیریم. م درنظر را ͬ شوند م ظاهر کتاب این اثبات های در چندین بار که را تبدیلات از خاصͬ دستۀ اکنون

وجود λ ∈ (0, 1) هرگاه ͬ شود م نامیده انقباضͬ (X, d) ͷمتری فضای در T : X → X تبدیل .١ . ٣٣ تعریف

باشد برقرار زیر رابطۀ ،x, y ∈ X هر برای به طوری که باشد داشته

d(T (x), T (y)) ≤ λd(x, y).
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T (x) = Ax ضابطۀ با خطͬ تبدیل ͷی T : Rn → Rn و باشد n×nماتریس ͷیA کنید فرض .٣۴ . ١ مثال

بͽیرید درنظر را زیر نُرم از به دست آمده ،(١ . ٢٧) رابطۀ در d فاصلۀ باشد.

∥(x1, . . . , xn)∥ = (

n∑
i=1

x2i )
1
2 .

داریم

d(T (x), T (y)) = ∥Ax−Ay∥ = ∥A(x− y)∥ ≤ ∥A∥d(x, y),

آن در که

∥A∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

. (۴١ . ٠)

است. انقباض ͷی T تبدیل آنگاه ،||A|| < 1 اگر به ویژه،

آنگاه باشد، λn ، . . . ،λ1 قطری درایه های با قطری ماتریس ͷی A اگر مثال، برای

∥A∥ = sup
(x1,...,xn )̸=0

∥(λ1x1, . . . , λnxn)∥
∥(x1, . . . , xn)∥

≤ max{|λi| : i = 1, . . . , n}.

است. انقباض ͷی T و ∥A∥ < 1 آنگاه ،i = 1, . . . , n برای |λi| < 1 اگر ازاین رو،

قضیۀ در انقباضات .T (x0) = x0 هرگاه است T : X → X تبدیل ثابت نقطۀ ͷی x0 ∈ X که ͬ گوییم م

ͬ شود. م تعریف n ∈ N برای Tn+1 = T ◦ Tn توسط بازگشتͬ به طور Tn که ͬ کنند، م صدق زیر ثابت نقطۀ

ثابت نقطۀ ͷی T آنگاه باشد، (X, d) کامل ͷمتری فضای در انقباض ͷی T : X → X اگر .٣۵ . ١ قضیه

است. همͽرا T یͺتای ثابت نقطۀ به (Tn(x))n دنبالۀ x ∈ X هر برای علاوه براین، دارد. یͺتا

،m > n با ، m,n ∈ N هر برای ͬ گیریم. م درنظر n ∈ N برای را xn = Tn(x) دنبالۀ ،x ∈ X برای برهان.

داریم

d(xm, xn) ≤ d(xm, xm−1) + d(xm−1, xm−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)



عادی٢٣ دیفرانسیل معادلات

≤ (λm−1 + λm−2 + · · ·+ λn)d(T (x), x)

= λn
1− λm−n

1− λ
d(T (x), x)

≤ λn

1− λ
d(T (x), x). (۴١ . ١)

حال .x0 ∈ X مثلا́ دارد، حد دنباله است، کامل فضا چون و است، X در کوشͬ دنبالۀ ͷی (xn)n بنابراین،

است برقرار زیر رابطۀ n→ ∞ وقتͬ که ͬ کنیم م توجه

d(T (xn), T (x0)) ≤ λd(xn, x0) → 0,

(T (xn))n دنبالۀ ،T (xn) = xn+1 ازآنجایی که اما است. همͽرا T (x0) به (T (xn))n دنبالۀ ازاین رو، و

است. T تبدیل از ثابت نقطۀ ͷی x0 یعنͬ، ،T (x0) = x0 که ͬ شود م نتیجه حد یͺتایی از است. x0 به همͽرا

بنابراین باشد. ثابت نقطۀ ͷی نیز y0 ∈ X که ͬ کنیم م فرض است، یͺتا ثابت نقطۀ دهیم نشان اینکه برای

d(x0, y0) = d(T (x0), T (y0)) ≤ λd(x0, y0). (۴١ . ٢)

ثابت نقطۀ بودن یͺتا از قضیه در خاصیت آخرین .x0 = y0 که ͬ شود م نتیجه (۴١ . ٢) رابطۀ از ،λ < 1 چون

ͬ شود. م همͽرا T ثابت نقطۀ به (Tn(x))n دنبالۀ x ∈ X هر برای که داده ایم نشان قبلا́ زیرا ͬ شود، م نتیجه

نگاشت از یͺتا ثابت نقطۀ ͷی x0 ∈ X اگر که ͬ شود م نتیجه ببینید) را (۴١ . ١) (رابطۀ ٣۵ . ١ قضیۀ اثبات از

داریم را زیر رابطۀ n ∈ N و x ∈ X هر برای آنگاه باشد، T : X → X انقباضͬ

d(Tn(x), x0) ≤
λn

1− λ
d(T (x), x).

ͬ شود. م همͽرا x0 به نمایی به صورت (Tn(x))n دنبالۀ هر به ویژه،

ͬ کنیم. م معرفͬ را زیر مفهوم ،٣۵ . ١ قضیۀ در خاصیت آخرین به توجه با

وقتͬ x ∈ X هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده جاذب T : X → X تبدیل از x0 ∈ X ثابت نقطۀ .٣۶ . ١ تعریف

.Tn(x) → x0 باشیم داشته n→ ∞
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برای دارد. وجود ثابت نقطۀ قضیۀ ͷی ایجاد امͺان هنوز آن در که ͬ گیریم م درنظر را ͬ تری کل وضعیت اکنون

به صورت را S : X × Y −→ X × Y تبدیل کامل)، لزوماً (نه Y و X ͷمتری فضاهای

S(x, y) = (T (x), A(x, y)), (۴١ . ٣)

X × Y از تار ͷی {x} × Y مجموعۀ هر .A : X × Y −→ Y و T : X −→ X آن در که بͽیرید درنظر

است. {T (x)} × Y تار داخل S تبدیل تحت {x} × Y تار تصویر که کنید توجه ͬ شود. م نامیده

باشد داشته وجود λ ∈ (0, 1) هرگاه ͬ شود م نامیده تار انقباض ͷی (۴١ . ٣) رابطۀ در S تبدیل .١ . ٣٧ تعریف

باشد برقرار زیر رابطۀ y, y ∈ Y و x ∈ X هر برای به طوری که

dY (A(x, y), A(x, y)) ≤ dY (y, y). (۴۴ . ١)

است. آمده تار انقباض برای ثابت نقطۀ قضیۀ زیر در

و T از جاذب ثابت نقطۀ ͷی x0 ∈ X اگر ،S پیوستۀ تار انقباض برای تار) انقباض (قضیۀ .١ . ٣٨ قضیه

است. S از جاذب ثابت نقطۀ ͷی (x0, y0) آنگاه باشد، y 7→ A(x0, y) از ثابت نقطۀ ͷی y0 ∈ Y

تعریف زیر ضابطۀ با را X × Y در d فاصله باشند. Y و X در فاصله ها به ترتیب dY و dX کنید فرض برهان.

ͬ کنیم م

d((x, y), (x, y)) = dX(x, x) + dY (y, y).

که ͬ شود م نتیجه مثلثͬ نامساوی از

d(Sn(x, y), (x0, y0)) ≤ d(Sn(x, y), Sn(x, y0)) + d(Sn(x, y0), S
n(x0, y0)). (۴۵ . ١)

کنید فرض ͬ کنند. م میل صفر به (۴۵ . ١) رابطۀ راست سمت در عبارت دو هر ،n → ∞ ͬ که وقت ͬ دهیم م نشان

که است واضح ͬ کنیم. م تعریف Ax(y) = A(x, y) ضابطۀ با را Ax : X −→ Y تبدیل ،x ∈ X

S(x, y) = (T (x), Ax(y)).
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داریم ،n ∈ N هر برای علاوه براین،

Sn(x, y) = (Tn(x), Ax,n(y)), (۴۶ . ١)

که

Ax,n = ATn−1(x) ◦ · · · ◦AT (x) ◦Ax.

که ͬ گیریم م نتیجه (۴۶ . ١) و (۴۴ . ١) روابط از ،(۴۵ . ١) رابطۀ در نخست عبارت برای

d(Sn(x, y), Sn(x, y0)) = dY (Ax,n(y), Ax,n(y0)) ≤ λndY (y, y0) −→ 0, (۴١ . ٧)

که کنید توجه دوم، عبارت برای .n→ ∞ وقتͬ

d(Sn(x, y0), (x0, y0)) ≤ dX(Tn(x), x0) + dY (Ax,n(y0), y0). (۴١ . ٨)

این به .dX(Tn(x), x0) → 0 داریم ،n → ∞ که وقتͬ است، T از جاذب ثابت نقطۀ ͷی x0 ازآنجایی که

،n → ∞ وقتͬ که کنیم بررسͬ باید اکنون است. S از جاذب ثابت نقطۀ ͷی (x0, y0) که دادیم نشان ترتیب

که کنید توجه منظور، این برای ͬ کند. م میل صفر به (۴١ . ٨) رابطۀ راست سمت در دوم عبارت

dY (Ax,n(y0, y0)) ≤
n−1∑
i=0

dY ((ATn−1(x) ◦ · · · ◦AT i(x)(y0), (ATn−1(x) ◦ · · · ◦AT i+1(x)(y0))

≤
n−1∑
i=0

λn−i−1dY (AT i(x)(y0), y0),

است، Ax0 ثابت نقطۀ ͷی y0 ازآنجایی که .ATn−1(x) ◦ · · · ◦ AT i+1(x) = Id داریم ،i = n− 1 برای که

داریم

ci := dY (AT i(x)(y0), y0) = dY (A(T
i(x), y0), A(x0, y0)). (۴١ . ٩)

رابطۀ از است، T از جاذب ثابت نقطۀ ͷی x0 و است) پیوسته S (چون پیوسته A تبدیل چون ازطرف دیͽر،

به طوری که دارد وجود c > 0 به ویژه، است. همͽرا صفر به ci دنبالۀ ،i → ∞ وقتͬ که ͬ شود م نتیجه (۴١ . ٩)
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داریم ،n ≥ k و k ∈ N برای بنابراین، .0 ≤ ci < c ،i ∈ N هر برای

n∑
i=0

λn−ici =

k−1∑
i=0

λn−ici +

n∑
i=k

λn−ici

≤ c

k−1∑
i=0

λn−i + sup
j≥k

cj

n∑
i=k

λn−i

≤ c
λn−k+1

1− λ
+ sup
j≥k

cj
1

1− λ
.

است برقرار زیر رابطۀ ،k → ∞ که وقتͬ بنابراین،

lim
n→∞

sup

n∑
i=0

λn−ici ≤ sup
j≥k

cj
1

1− λ
−→ 0.

داریم ،n→ ∞ وقتͬ که ͬ دهد م نشان رابطه این

dY (Ax,n(y0), y0) −→ 0,

است. S از جاذب ثابت نقطۀ ͷی (x0, y0) که ͬ شود م نتیجه (۴١ . ٨) ،(۴١ . ٧) ،(۴۵ . ١) روابط از و

استفاده پیͺارد‐لیندلف قضیۀ اثبات برای قبل بخش در ارائه شده نظری نتایج از اکنون قضیه. برهان . ١ . ٢ . ٣

ͬ کنیم. م

x ∈ C(a, b) تابع یافتن شامل (١ . ١٣) اولیۀ مقدار مسئلۀ ،١ . ٩ قضیۀ به توجه با .(١ . ١٨ قضیۀ (برهان برهان.

ͬ کند م صدق زیر انتگرالͬ معادلۀ در t ∈ (a, b) هر برای به طوری که است t0 شامل (a, b) باز بازۀ در

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds. (۵١ . ٠)

ثابت نقطۀ به عنوان x به دنبال است. y : (a, b) −→ Rn کراندار پیوستۀ توابع تمام مجموعۀ C(a, b) اینجا در

هستیم. انقباض ͷی از
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که بͽیرید درنظر طوری را β > 0 و a < t0 < b ثابت های

K := [a, b]×B(x0, β) ⊂ D, (۵١ . ١)

آن در که

B(x0, β) = {y ∈ Rn : ∥y − x0∥ ≤ β}.

برای به طوری که باشد، x : (a, b) −→ Rn پیوستۀ توابع تمام مجموعۀ X ⊂ C(a, b) کنید فرض همچنین،

باشد برقرار زیر رابطۀ t ∈ (a, b)

∥x(t)− x0∥ ≤ β.

کوشͬ دنبالۀ است. کامل ͷمتری فضای ͷی (١ . ٣١) رابطۀ در تعریف شده فاصلۀ با X که ͬ دهیم م نشان ابتدا

ͬ شود. م همͽرا x ∈ C(a, b) تابع به که ͬ شود م نتیجه ١ . ٣٠ قضیۀ از ͬ گیریم، م درنظر را X در (xp)p

رابطۀ p ∈ N و t ∈ (a, b) برای ازآنجایی که که ͬ شویم م متذکر .x ∈ X که دادیم نشان بدین ترتیب،

داشت خواهیم t ∈ (a, b) هر برای است، برقرار ∥xp(t)− x0∥ ≤ β

∥x(t)− x0∥ = lim
p→∞

∥xp(t)− x0∥ ≤ β.

اگر که است واضح ͬ رود. نم بین از کلیت ،C(a, b) در نه و X در ثابت نقاط جستجوی در علاوه براین،

آنگاه کند، صدق (۵١ . ٠) رابطۀ در که باشد پیوسته تابع ͷی x : (a, b) → Rn

∥x(t)− x0∥ ≤
∥∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))ds

∥∥∥∥ ≤ |t− t0|M ≤ (b− a)M,

که

M = max{∥f(t, x)∥ : (t, x) ∈ K} <∞, (۵١ . ٢)

(t, x) 7−→ مانند ،R در مقادیری با پیوسته تابع هر که ͬ کنیم م (یادآوری است فشرده K و پیوسته f زیرا

(۵١ . ٠) رابطۀ در و x ∈ C(a, b) اگر که ͬ دهد م نشان این دارد). ماکسیمم فشرده مجموعۀ هر در ∥f(t, x)∥

است. X به متعلق βها از برخͬ برای آن آنگاه کند، صدق
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بͽیرید درنظر x ∈ X برای را زیر ضابطۀ با تعریف شده T تبدیل حال

T (x)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

و است پیوسته t 7→ T (x)(t) که ͬ شویم م متذکر

∥T (x)(t)− x0∥ ≤
∥∥∥∥∫ t

t0

f(s, x(s))ds

∥∥∥∥ ≤ (b− a)M.

،x, y ∈ X برای علاوه براین، .T (X) ⊂ X ازاین رو و (b−a)M ≤ β داریم ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ b−a برای

داریم

∥T (x)(t)− T (y)(t)∥ ≤
∥∥∥∥∫ t

t0

[f(s, x(s))− f(s, y(s))]ds

∥∥∥∥
≤

∣∣∣∣∫ t

t0

L∥x(s)− y(s)∥ds
∣∣∣∣

≤ (b− a)Ld(x, y),

تعریف شده فاصلۀ d و است (۵١ . ١) رابطۀ در تعریف شده K فشردۀ مجموعۀ برای (٢۵ . ١) رابطۀ در L ثابت که

داریم ،x, y ∈ X هر برای ازاین رو، است. I = (a, b) برای (١ . ٣١) رابطۀ در

d(T (x), T (y)) ≤ (b− a)Ld(x, y).

در انقباض ͷی T و (b − a)M ≤ β علاوه براین، .(b − a)L < 1 داریم ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ b − a برای

دارد. x ∈ X یͺتای ثابت نقطۀ ͷی T که ͬ گیریم م نتیجه ،٣۵ . ١ قضیۀ به توجه با است. X کامل ͷمتری فضای

ͬ کند. م صدق (۵١ . ٠) رابطۀ در که است شده تعریف (a, b) بازۀ در که است یͺتایی پیوستۀ تابع این

بیشتر خواص ١ . ٣

اولیه شرایط به جواب ها وابستگͬ شامل عادی، دیفرانسیل معادلۀ جواب های دیͽر خواص از برخͬ بخش این در

ͬ کنیم. م مطالعه را کند پیدا توسعه بزرگتر بازۀ به نتواند مفروض جواب تا ͬ دهد م رخ که اتفاقاتͬ و
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تابع برای اولیه شرایط به جواب ها چͽونه که ͬ دهیم م شرح ابتدا اولیه. شرایط به لیپشیتز وابستگͬ . ١ . ٣ . ١

دارند. بستگͬ است، لیپشیتز موضعͬ به طور که f پیوستۀ

ͬ کنیم. م شروع ͬͺکم نتیجۀ ͷی با

اگر .c ∈ R و v ≥ 0 باشند، پیوسته توابع u, v : [a, b] → Rn کنید فرض ١ گرونوال). (لم .١ . ٣٩ قضیه

رابطۀ t ∈ [a, b] هر برای

u(t) ≤ c+

∫ t

a

u(s)v(s)ds, (۵١ . ٣)

است برقرار زیر نامساوی t ∈ [a, b] هر برای آنگاه باشد، برقرار

u(t) ≤ c exp

∫ t

a

v(s)ds.

به صورت را V (t) و R(t) توابع برهان.

R(t) =

∫ t

a

u(s)v(s)ds,

و

V (t) =

∫ t

a

v(s)ds,

و R(a) = 0 که است واضح بͽیرید. درنظر

R′(t) = u(t)v(t) ≤ (c+R(t))v(t).

بنابراین

R′(t)− v(t)R(t) ≤ cv(t),

و

d

dt
(e−V (t)R(t)) = e−V (t)(R′(t)− v(t)R(t))

1Gronwall’s Lemma
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≤ cv(t)e−V (t).

داشت خواهیم ،R(a) = 0 ازآنجایی که

e−V (t)R(t) ≤
∫ t

a

cv(τ)e−V (τ)dτ

= −ce−V (τ)
∣∣τ=t
τ=a

= c(1− e−V (t)),

ازاین رو و

R(t) ≤ ceV (t) − c.

نامساوی ،t ∈ [a, b] هر برای که ͬ شود م نتیجه (۵١ . ٣) رابطۀ از بنابراین،

u(t) ≤ c+R(t) ≤ eV (t),

است. مطلوب نامساوی همان این که بود خواهد برقرار

ͬ کنیم. م ثابت اولیه شرایط به را جواب ها لیپشیتز وابستگͬ اکنون

موضعͬ به طور D ⊂ R×Rn باز مجموعۀ روی x به نسبت و پیوسته f : D → Rn کنید فرض .۴١ . ٠ قضیه

برای به طوری که دارد وجود t0 شامل I باز بازۀ و β ،C > 0 ثابت های ،(t0, x1) ∈ D هر برای باشد. لیپشیتز

اولیۀ مقدار با مسئله های از به ترتیب x2(t) و x1(t) جواب های ∥x1 − x2∥ ≤ β با x2 ∈ Rn }هر
x′ = f(t, x),
x(t0) = x1,

{
x′ = f(t, x),
x(t0) = x2,

(۵۴ . ١)

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در t ∈ I هر برای

∥x1(t)− x2(t)∥ ≤ C∥x1 − x2∥. (۵۵ . ١)

جواب های (۵۴ . ١) در داده شده اولیۀ مقدار با مسئله های ،(١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ به توجه با برهان.

باشند). یͺسان جواب ها این که کنیم فرض ͬ توانیم م (که دارند t0 شامل I باز بازۀ روی x2(t) و x1(t) یͺتای
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داریم ،i = 1, 2 و t ∈ I هر برای ،١ . ١٩ قضیۀ به توجه با علاوه براین،

xi(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds. (۵۶ . ١)

است. برقرار نیز t ≤ t0 برای مشابه نتایج ͬ گیریم. م درنظر t ≥ t0 برای فقط را اثبات سادگͬ، برای

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را y : I → Rn تابع

y(t) = x1(t)− x2(t).

که ͬ شود م نتیجه (۵۶ . ١) رابطۀ از ،t ≥ t0 برای

∥y(t)∥ ≤ ∥x1 − x2∥+
∫ t

t0

∥f(s, x1(s))− f(s, x2(s))∥ds

≤ ∥x1 − x2∥+ L

∫ t

t0

∥y(s)∥ds,

اینکه فرض با است). لیپشیتز موضعͬ به طور ،x به نسبت f (چون است ثابت مقدار ͷی L آن در که

u(t) = ∥y(t)∥, v(t) = L, c = ∥x1 − x2∥,

است برقرار زیر رابطۀ t ∈ I ∩ [t0,+∞) برای که ͬ شود م نتیجه (١ . ٣٩ (قضیۀ گرونوال لم از

u(t) ≤ c exp

∫ t

t0

v(s)ds = ∥x1 − x2∥eL(t−t0),

ͬ کند. م برقرار t مقادیر این برای را (۵۵ . ١) نامساوی که

جواب ها ،C1 کلاس از f تابع برای که ͬ دهیم م نشان بخش این در اولیه. شرایط به هموار وابستگͬ . ١ . ٣ . ٢

.(١ . ٣٨ (قضیۀ ͬ کنیم م استفاده تار انقباض قضیۀ از اثبات، برای هستند. اولیه شرایط روی C1 کلاس از نیز

ͬ کنیم. م ثابت را دیفرانسیل پذیر توابع از دنباله ͷی حد روی ͬͺکم نتیجۀ ͷی ابتدا
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همͽرا U ⊂ Rn باز مجموعۀ ͷی روی fn : U → Rn دیفرانسیل پذیر توابع دنبالۀ اگر .۴١ . ١ قضیه

U روی fn دنبالۀ حد آنگاه باشد، همͽرا یͺنواخت به طور مشتقات شان از dfn دنبالۀ و باشد (نقطه به نقطه)

است. U روی dfn دنبالۀ حد مشتقش و است دیفرانسیل پذیر

که باشند، dfn و fn دنبالۀ (نقطه به نقطه) حدهای به ترتیب g : U →Mn و f : U → Rn کنید فرض برهان.

و x بین پاره خط به طوری که x, h ∈ Rn هر برای است. حقیقͬ درایه های با n× n ماتریس های مجموعۀ Mn

داریم ،n ∈ N هر برای و باشد، U داخل x+ h

fn(x+ h)− fn(x) =

∫ 1

0

d

dt
fn(x+ th)dt =

∫ 1

0

dx+thfnhdt. (۵١ . ٧)

به طوری که دارد وجود p ∈ N ، δ > 0 برای است، همͽرا یͺنواخت به طور dfn دنبالۀ ازآنجایی که ازطرف دیͽر،

،m,n > p برای

sup{∥dyfn − dyfm∥ : y ∈ U} < δ.

که ͬ شود م نتیجه (۵١ . ٧) رابطۀ از ،m,n > p برای ازاین رو،

∥(fn(x+ h)− fn(x))− (fm(x+ h)− fm(x)∥ =

∥∥∥∥∫ 1

0

(dx+thfn − dx+thfm)hdt

∥∥∥∥
≤

∫ 1

0

∥dx+thfn − dx+thfm∥dt∥h∥

≤ δ∥h∥.

ͬ آوریم م به دست ،n > p هر برای ،m→ ∞ اینکه فرض با

∥(fn(x+ h)− fn(x))− (f(x+ h)− f(x))∥ ≤ δ∥h∥. (۵١ . ٨)

داخل x+h و x واصل پاره خط به طوری که x, h ∈ Rn هر برای است. دیفرانسیل پذیر f که ͬ دهیم م نشان حال

داریم ϵ ∈ (0, 1) هر برای و باشد، U∥∥∥∥f(x+ ϵh)− f(x)

ϵ
− g(x)h

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥f(x+ ϵh)− f(x)

ϵ
− fn(x+ ϵh)− fn(x)

ϵ

∥∥∥∥
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+

∥∥∥∥fn(x+ ϵh)− fn(x)

ϵ
− dxfnh

∥∥∥∥
+∥dxfnh− g(x)h∥. (۵١ . ٩)

را زیر رابطۀ n > q هر برای به طوری که دارد وجود q ∈ N ،δ > 0 هر برای است، dfn دنبالۀ حد g ازآنجایی که

داریم

sup{∥dyfn − g(y)∥ : y ∈ U} < δ. (۶١ . ٠)

،ͷکوچ به اندازۀکافͬ ϵ هر برای است، دیفرانسیل پذیر fn ازآنجایی  که کنید. اختیار را n > max{p, q} اکنون،

+fn(x∥∥∥∥داریم ϵh)− fn(x)

ϵ
− dxfnh

∥∥∥∥ < δ∥h∥. (۶١ . ١)

که ͬ شود م نتیجه (۶١ . ١) ،(۶١ . ٠) ،(۵١ . ٨) روابط با همراه (۵١ . ٩) رابطۀ +f(x∥∥∥∥از ϵh)− f(x)

ϵ
− g(x)h

∥∥∥∥ ≤ 3δ∥h∥.

یعنͬ، است؛ برقرار dxfh = g(x)h رابطۀ ،h ∈ Rn هر برای و است دیفرانسیل پذیر x در f تابع بنابراین،

.df = g

ͬ کنیم. م ثابت را اولیه شرایط به جواب ها C1 وابستگͬ اکنون

هر برای آنگاه باشد، C1 کلاس از D ⊂ R × Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn تابع اگر .۴١ . ٢ قضیه

ͷی در است، (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی φ(0, x0) که ،(t, x) 7→ φ(t, x) تابع (t0, x0) ∈ D

است. C1 کلاس از (t0, x0) از ͬͽهمسای

ͬ کنیم. م تقسیم مرحله چند به را اثبات برهان.

ͬ کنیم م اختیار طوری را α, β > 0 ثابت های ،(t0, x0) ∈ D برای .ͷمتری فضای ͷی ساخت نخست. مرحلۀ



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣۴معادلات

که

S := [t0 − α, t0 + α]×B(x0, 2β) ⊂ D. (۶١ . ٢)

داریم است، پیوسته f و فشرده S مجموعۀ ازآنجایی که

K := max{∥f(t, x)∥ : (t, x) ∈ S} < +∞

صورت در دارد). ماکسیمم فشرده، مجموعۀ هر روی R در مقادیری با پیوسته تابع ͷی که ͬ کنیم م (یادآوری

پیوستۀ توابع تمام از X مجموعه و ،αK ≤ β که به طوری ͬ کنیم م اختیار کوچͷ تر را α > 0 لزوم،

باز مجموعۀ روی φ : U → B(x0, 2β)

U = (t0 − α, t0 + α)×B(x0, β), (۶١ . ٣)

ͬ گیریم م درنظر را زیر فاصلۀ با مجهز

d(φ,ψ) = sup
{
∥φ(t, x)− ψ(t, x)∥ : (t, x) ∈ U

}
. (۶۴ . ١)

X که ͬ شود م نتیجه ١ . ٣٠ قضیۀ از به راحتͬ ،(١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ اثبات در استدلال ها تکرار با

است. کامل ͷمتری فضای ͷی

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با (t, x) ∈ U هر برای را X در T تبدیل .X در انقباض ͷی ساخت دوم. مرحلۀ

T (φ)(t, x) = x+

∫ t

t0

f(s, φ(s, x))ds.

تابع ،x ∈ B(x0, β) هر برای که است واضح است. پیوسته تابع ͷی T (φ) که ͬ دهیم م نشان ابتدا

x 7→ T (φ)(t, x) تابع که ͬ دهیم م نشان ،t ∈ (t0 − α, t0 + α) هر برای است. پیوسته t 7→ T (φ)(t, x)

داریم ،L ثابت مقدار برای و x, y ∈ B(x0, β) هر برای است. پیوسته نیز
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∥T (φ)(t, x)− T (φ)(t, y)∥ ≤ ∥x− y∥+
∣∣∣∣∫ t

t0

∥f(s, φ(s, x)− f(s, φ(s, y))∥ds
∣∣∣∣

≤ ||x− y||+ L

∣∣∣∣∫ t

t0

∥φ(s, x)− φ(s, y)∥ds
∣∣∣∣ . (۶۵ . ١)

مقدار ͬ توان م ازاین رو، و است، لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت f تابع ،١ . ١٩ قضیۀ به توجه با که است واضح

هر علاوه براین، گرفت. درنظر (۶١ . ٢) رابطۀ در داده شده S فشردۀ مجموعۀ برای (٢۵ . ١) رابطۀ در را L ثابت

فشردۀ مجموعۀ روی φ ∈ X تابع

U = [t0 − α, t0 + α]×B(x0, β),

هر برای به طوری که دارد وجود ϵ > 0 ،δ > 0 برای بنابراین، است. پیوسته φ زیرا است، پیوسته یͺنواخت به طور

باشیم داشته ،∥x− y∥ < ϵ و s ∈ [t0 − α, t0 + α]

∥φ(s, x)− φ(s, y)∥ < δ.

اگر که ͬ شود م نتیجه (۶۵ . ١) رابطۀ از ازاین رو، .ϵ < δ کرد فرض همیشه ͬ توان م کلیت، دادن دست از بدون

است برقرار زیر رابطۀ آنگاه ،∥x− y∥ < ϵ

∥T (φ)(t, x)− T (φ)(t, y)∥ < ϵ+ L|t− t0|δ < δ(1 + Lα).

ازطرف دیͽر، است. پیوسته x 7→ T (φ)(t, x) تابع که ͬ دهد م نشان این

∥T (φ)(t, x)− x0∥ ≤ ∥x− x0∥+
∣∣∣∣∫ t

t0

∥f(s, φ(s, x)∥ds
∣∣∣∣

≤ ∥x− x0∥+ αK < β + β = 2β.

.T (X) ⊂ X ازاین رو،

داریم ،(۶۵ . ١) رابطۀ در L ثابت مقدار همان با است. انقباض ͷی T که ͬ کنیم م بررسͬ حال

∥T (φ)(t, x)− T (ψ)(t, x)∥ ≤
∣∣∣∣∫ t

t0

∥f(s, φ(s, x)− f(s, ψ(s, x))∥ds
∣∣∣∣
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≤ Lαd(φ,ψ), (۶۶ . ١)

بنابراین

d(T (φ), T (ψ)) ≤ Lαd(φ,ψ).

انقباض نگاشت ͷی T ازاین رو، و ،αK ≤ β به علاوه، ،Lα < 1 داریم ،α ͷکوچ به اندازۀکافͬ مقدار برای

برای بدین ترتیب که دارد، φ0 ∈ X یͺتای ثابت نقطۀ ͷی T که ͬ گیریم م نتیجه ،٣۵ . ١ قضیۀ به توجه با است.

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در x ∈ B(x0, β) و t ∈ (t0 − α, t0 + α) هر

φ0(t, x) = x+

∫ t

t0

f(s, φ0(s, x))ds. (۶١ . ٧)

اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جواب ͷی t 7→ φ0(t, x0) تابع که ͬ شود م نتیجه (۶١ . ٧) رابطۀ از ،١ . ٩ قضیۀ به توجه با

C1 کلاس از x برحسب φ0 که دهیم نشان باید اثبات، تکمیل برای است. C1 کلاس از به ویژه، است. (١ . ١٣)

است.

باشد. حقیقͬ درایه های با n×n ماتریس های مجموعۀ Mn کنید فرض دوباره تار. انقباض ساخت سوم. مرحلۀ

(۶١ . ٣) رابطۀ به صورت U آن در که باشد Φ : U → Mn پیوستۀ توابع تمام مجموعۀ Y کنید فرض همچنین

به طوری که است،

sup{∥φ(t, x)∥ : (t, x) ∈ U} < +∞,

ͷمتری فضای ͷی Y که ͬ شود م نتیجه ١ . ٣٠ قضیۀ از است). شده تعریف (۴١ . ٠) رابطۀ با ∥Φ(t, x)∥ (نُرم

است زیر فاصلۀ با کامل

d(Φ,Ψ) := sup{∥Φ(t, x)−Ψ(t, x)∥ : (t, x) ∈ U}.

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را X × Y در A تبدیل حال

A(φ,Φ)(t, x) = Id+

∫ t

t0

∂f

∂x
(s, φ(s, x))Φ(s, x)ds,
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یعنͬ، ͬ گیریم؛ م درنظر را (۴١ . ٣) رابطۀ در S تبدیل همچنین است. همانͬ ماتریس Id ∈Mn آن در که

S(φ,Φ) = (T (φ), A(φ,Φ)).

علاوه براین، است. پیوسته T تبدیل ،(۶۶ . ١) رابطۀ به توجه با است. پیوسته S که ͬ دهیم م نشان ابتدا

∥A(φ,Φ)(t, x)−A(ψ,Ψ)(t, x)∥

=

∥∥∥∥∫ t

t0

∂f

∂x
(s, φ(s, x))Φ(s, x)ds−

∫ t

t0

∂f

∂x
(s, ψ(s, x))Ψ(s, x)ds

∥∥∥∥
≤

∥∥∥∥∫ t

t0

∂f

∂x
(s, φ(s, x))[Φ(s, x)−Ψ(s, x)]ds

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥∫ t

t0

(
∂f

∂x
(φ(s, x))− ∂f

∂x
(s, ψ(s, x)))Ψ(s, x)ds

∥∥∥∥ (۶١ . ٨)

≤ αMd(Φ,Ψ)

+

∣∣∣∣∫ t

t0

∥∥∥∥∂f∂x (s, φ(s, x))− ∂f

∂x
(s, ψ(s, x))

∥∥∥∥ .∥Ψ(s, x)∥ds
∣∣∣∣ ,

آن در که

M := max
{∥∥∥∥∂f∂x (t, x)

∥∥∥∥ : (t, x) ∈ U
}
< +∞.

داشت خواهیم ،(۶١ . ٨) رابطۀ در φ = ψ اختیار با

d(A(φ,Φ), A(φ,Ψ)) ≤ αMd(Φ,Ψ). (۶١ . ٩)

مجموعۀ روی ∂f/∂x ازآنجایی که ازطرف دیͽر، است. پیوسته φ ∈ X هر برای Φ 7→ A(φ,Φ) تابع به ویژه،

s ∈ [t0−α, t0+α] برای به طوری که دارد وجود ϵ > 0 ،δ > 0 هر برای است، پیوسته یͺنواخت Uبه طور فشردۀ

داریم ،∥x− y∥ < ϵ f∂x∂∥∥∥∥و (s, x)− ∂f

∂x
(s, y)

∥∥∥∥ < δ.
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x ∈ B(x0, β) و s ∈ (t0 − α, t0 + α) برای آنگاه ببینید)، را (۶۴ . ١) رابطۀ ) d(φ,ψ) < ϵ اگر ازاین رو،

f∂x∂∥∥∥∥داریم (s, φ(s, x))− ∂f

∂x
(s, ψ(s, x))

∥∥∥∥ < δ.

که ͬ شود م نتیجه Φ = Ψ با (۶١ . ٩) رابطۀ از

∥A(φ,Φ)(t, x)−A(ψ,Ψ)(t, x)∥ ≤ αδ sup{∥Φ(t, x)∥ : (t, x) ∈ U},

داریم را زیر رابطۀ آنگاه d(φ,ψ) < ϵ اگر بنابراین و

d(A(φ,Φ), A(ψ,Ψ)) ≤ αδ sup{∥Φ(t, x)∥ : (t, x) ∈ U}.

.A(X × Y ) ⊂ Y ازاین رو، و است، پیوسته Φ ∈ Y هر برای φ 7→ A(φ,Φ) تابع که ͬ دهد م نشان این

ͷی S که ͬ گیریم م نتیجه (۶١ . ٩) رابطۀ از و ،αM < 1 داریم α ͷکوچ به اندازۀکافͬ مقادیر برای به علاوه،

است. تار انقباض

برای ،(١ . ٣٨ (قضیۀ تار انقباض قضیۀ به توجه با بودن. منظم C1 و یͺنواخت همͽرایی چهارم. مرحلۀ

نقطۀ ͷی Φ0 که ͬ شود، م همͽرا (φ0,Φ0) به Sn(φ,Φ) دنبالۀ ،n → ∞ وقتͬ ،(φ,Φ) ∈ X × Y

،n → ∞ که وقتͬ به عبارت دیͽر، است. Y کامل ͷمتری فضای در Φ 7→ A(φ0,Φ) انقباض از یͺتا ثابت

ͬ شود. م همͽرا U باز مجموعۀ روی (φ0,Φ0) پیوستۀ تابع به یͺنواخت به طور Sn(φ,Φ) توابع دنبالۀ

که دهیم نشان بتوانیم اگر است، پیوسته Φ0 ازآنجایی که

∂φ0

∂x
(t, x) = Φ0(t, x), (١ . ٧٠)

با را Φ1 و φ1 توابع منظور، این برای است. C1 کلاس از ازاین رو، است، C1 کلاس از x برحسب φ0 آنگاه

تعریف زیر ضابطۀ با را توابع از جفت ͷی ،n ∈ N هر برای ͬ گیریم. م درنظر Φ1(t, x) = Id و φ1(t, x) = x

ͬ کنیم م

(φn,Φn) = Sn−1(φ1,Φ1).
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آورد به دست زیر روابط از بازگشتͬ صورت به ͬ توان م را این ها

φn+1(t, x) = x+

∫ t

t0

f(s, φn(s, x))ds, (١ . ٧١)

و

Φn+1(t, x) = Id+

∫ t

t0

∂f

∂x
(s, φn(s, x))Φn(s, x)ds. (١ . ٧٢)

هستند C1 کلاس از زیر ضابطۀ با x برحسب φn توابع n ∈ N هر برای که داد نشان استقرا با ͬ توان م

∂φn+1

∂x
(t, x) =

∂

∂x

(
x+

∫ t

t0

f(s, φn(s, x))ds
)

= Id+

∫ t

t0

∂f

∂x
(s, φn(s, x))

∂φn
∂x

(s, x)ds. (١ . ٧٣)

تابع آنگاه باشد، C1 کلاس از x برحسب φn اگر که است کافͬ نکته این مشاهدۀ این کار، برای

قاعدۀ با همراه (١ . ٧١) رابطۀ از ͬ توان م بنابراین، و است، C1 کلاس از نیز (s, x) 7→ f(s, φn(s, x))

φn+1 که معناست بدان این کرد. استفاده (١ . ٧٣) رابطۀ و φn+1 دیفرانسیل پذیری آوردن به دست برای لایبنیتز

است. C1 کلاس از

است برقرار زیر رابطۀ ،n ∈ N هر برای که ͬ دهیم م نشان اکنون،

∂φn
∂x

(t, x) = Φn(t, x). (٧۴ . ١)

که است واضح
∂φ1

∂x
(t, x) = Id = Φ1(t, x).

روابط از سپس باشد. برقرار معین n برای (٧۴ . ١) رابطۀ که ͬ کنیم م فرض برویم، پیش استقرا با اینکه برای

که ͬ شود م نتیجه (١ . ٧٢) و (١ . ٧٣)

∂φn+1

∂x
(t, x) = Id+

∫ t

t0

∂f

∂x
(s, φn(s, x))Φn(s, x)ds = Φn+1(t, x).
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ͬ دهد. م نتیجه را مطلوب تساوی این

توجه با بͽیرید. درنظر را fn(x) = φn(t, x) توابع دنبالۀ .t ∈ (t0 − α, t0 + α) کنید فرض سرانجام،

به توجه با کردیم، مشاهده این از پیش که همان گونه ازطرف دیͽر، .dxfn = Φn(t, x) داریم ،(٧۴ . ١) رابطۀ به

همͽرا Φ0(t, 0) و φ0(t, 0) به یͺنواخت به طور به ترتیب dfn و fn دنباله های (١ . ٣٨ (قضیۀ تار انقباض قضیۀ

صدق (١ . ٧٠) رابطۀ در و دارد وجود (∂φ0/∂x)(t, x) که ͬ شود م نتیجه ۴١ . ١ قضیۀ از ازاین رو، ͬ شوند. م

ͬ کند. م کامل را قضیه اثبات این ͬ کند. م

که (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب هر که ͬ دهیم م نشان بخش این در وجود. ماکسیمال بازۀ . ١ . ٣ . ٣

توسعه ماکسیمال بازۀ ͷی به یͺتا روش ͷی با ͬ توان م را ͬ شود م ارائه (١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ توسط

داد.

موضعͬ به طور x به نسبت و پیوسته D ⊂ R × Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn تابع اگر .۴١ . ٣ قضیه

(١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از φ : (a, b) → Rn یͺتای جواب ͷی (t0, x0) ∈ D هر برای آنگاه باشد، لیپشیتز

تساوی t ∈ Ix برای و Ix ⊂ (c, d) داریم مسئله همان از x : Ix → Rn جواب هر برای به طوری که دارد وجود

است. برقرار x(t) = φ(t)

t0 شامل که باز بازه های از خانواده هر اجتماع زیرا است، باز بازۀ ͷی J =
∪
x Ix که ͬ شویم م متذکر برهان.

برای ͬ کنیم. م تعریف زیر به صورت را φ : J → Rn تابع اکنون، است. (t0 (شامل باز بازۀ ͷی همچنان باشد

x به وابسته φ(t) یعنͬ است، خوش تعریف φ تابع که ͬ دهیم م نشان .φ(t) = x(t) کنید فرض ،t ∈ Ix هر

(١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب های y : Iy → Rn و x : Ix → Rn کنید فرض منظور، این برای نیست.

.I = Ix∩ Iy ͬ دهیم م نشان .x = y آن در که باشد t0 شامل باز بازۀ بزرگ ترین I کنید فرض همچنین، باشند.

با است. Ix ∩ Iy انتهایی نقاط از متفاوت که داشت خواهد وجود I از s انتهایی نقطۀ ͷی درغیراین صورت،

داشت خواهیم ،Ix ∩ Iy بازۀ در y و x پیوستگͬ به توجه

p := lim
t→s

x(t) = lim
t→s

y(t).
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باز بازۀ کنیم، جایͽزین (s, p) با را (t0, x0) اگر (١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ طبق ازطرف دیͽر،

(s− α, s+ α) ⊂ Ix ∩ Iy,

بزرگ ترین I اینکه با مطلب این ،(s−α, s+α) \ I ̸= ∅ ازآنجایی که .x = y آن در که داشت، خواهد وجود

است واضح .Ix ∩ Iy در x = y و I = Ix ∩ Iy بنابراین، دارد. تناقض ،x = y که است t0 شامل باز بازۀ

ͬ کند. م کامل را قضیه اثبات این است. (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جواب ͷی φ : J → Rn تابع که

کرد. معرفͬ را جواب ͷی (وجود) ماکسیمال بازۀ از زیر مفهوم ͬ توان م ،۴١ . ٣ قضیۀ به توجه با

،x′ = f(t, x) معادلۀ از x : I → Rn جواب ماکسیمال بازۀ ،۴١ . ٣ قضیۀ مفروضات با .۴۴ . ١ تعریف

دارد. وجود I روی x با منطبق جواب ͷی که است (a, b) باز بازۀ بزرگ ترین

نیست. R با برابر همیشه جواب، ͷی ماکسیمال بازۀ که کنید توجه

و x′

x2 = 1 نوشتن با مثال، (برای کرد بررسͬ ͬ توان م آسانͬ به بͽیرید. درنظر را x′ = x2 معادلۀ .۴۵ . ١ مثال

دیͽری و ،R ماکسیمال بازۀ با ،x(t) = 0 ͬͺی دارد: جواب دو معادله که طرفین) از انتگرال گیری

x(t) =
1

c− t
,

مقدار با مسئلۀ جواب x0 = 0 برای دقیق تر، به طور .c ∈ R آن در که ،(c,+∞) یا (−∞, c) ماکسیمال بازۀ با

}اولیۀ
x′ = x2,
x(t0) = x0,

صورت به جواب x0 > 0 برای ،R ماکسیمال بازۀ با است، x(t) = 0 تابع

x(t) =
1

t0 − t+ 1/x0
, (٧۵ . ١)

ͬ شود، م معین (٧۵ . ١) رابطۀ با دوباره جواب x0 < 0 برای سرانجام، و، است (−∞, t0+
1
x0
) ماکسیمال بازۀ با

است. (t0 + 1
x0
,+∞) ماکسیمال بازۀ اکنون اما
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نقطۀ ͷی حداقل که وقتͬ عادی دیفرانسیل معادلۀ جواب های برای اتفاقͬ چه که ͬ دهد م توضیح زیر نتیجۀ

ͬ دهد. م رخ است متناهͬ عدد ͷی ماکسیمال بازۀ از انتهایی

موضعͬ به طور ،x به نسبت و پیوسته D ⊂ R×Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn کنید فرض .۴۶ . ١ قضیه

هر برای آنگاه باشد، داشته را (a, b) ماکسیمال بازۀ x′ = f(t, x) معادلۀ از x(t) جواب اگر باشد. لیپشیتز

هر برای به طوری که دارد وجود ϵ > 0 ،K ⊂ D فشردۀ مجموعۀ

t ∈ (a, a+ ϵ) ∪ (b− ϵ, b), (٧۶ . ١)

دوم بازۀ b = +∞ وقتͬ و است تهͬ نخست بازۀ ،a = −∞ وقتͬ ) است برقرار (t, x(t)) ∈ D \K رابطۀ

است). تهͬ

اثبات است). مشابه به طریق نیز a ابتدایی نقطۀ برای (اثبات ͬ کنیم م ثابت را قضیه ،b انتهایی نقطۀ برای برهان.

،p → ∞ وقتͬ tp ↗ b شرط با (tp)p دنبالۀ K ⊂ D فشردۀ مجموعۀ برای که کنید فرض خلف. به برهان

باشیم داشته p ∈ N هر برای به طوری که دارد وجود

(tp, x(tp)) ∈ K.

نقطه ͷی به p→ ∞ که وقتͬ (tkp , x(tkp)) به طوری که دارد وجود (tkp)p زیردنبالۀ است، Kفشرده ازآنجایی که

(yp)p ⊂ K دنبالۀ هر اگر وتنها اگر است فشرده K ⊂ Rm مجموعۀ که ͬ کنیم م (یادآوری ͬ شود م همͽرا K در

کنید فرض دارد). K در حدی با همͽرا زیردنبالۀ ͷی

(b, x0) = lim
p→∞

(tkp , x(tkp)).

فشردۀ مجموعۀ و x(b) = x0 اولیۀ شرط اکنون،

Kαβ := [b− α, b+ α]×B(x0, β) ⊂ D,
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به طوری که ͬ گیریم م درنظر α, β > 0 ثابت های برای ،(١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ اثبات در را

است زیر به صورت M آن در که ،2Mα ≤ β

M = sup
{
∥f(t, x)∥ : (t, x) ∈ Kαβ

}
.

ͬ گیریم م درنظر را زیر فشردۀ مجموعۀ ،p ∈ N هر برای علاوه براین،

Lp := [tkp − α/2, tkp + α/2]×B(x(tkp), β/2) ⊂ D.

ازاین رو و .Lp ⊂ Kαβ داریم بزرگ، به اندازۀکافͬ p برای

2 sup
{
∥f(t, x)∥ : x ∈ Lp

}
α/2 ≤ 2Mα/2 ≤ β/2.

یͺتای جواب که ͬ یابیم درم پیͺارد‐لیندلف، قضیۀ اثبات به توجه با ازاین رو،

y : (tkp − α/2, tkp + α/2) → Rn,

بزرگ، به اندازۀکافͬ p برای ازآنجایی که دارد. وجود y(tkp) = x(tkp) اولیۀ شرط با x′ = f(t, x) معادلۀ از

این اما ͬ آوریم. م به دست را (a, tkp +α/2) بازۀ به x جواب از توسیع ͷی است، برقرار tkp +α/2 > b رابطۀ

فشردۀ مجموعۀ هر برای بنابراین، است. تضاد در است ماکسیمال بازۀ راست انتهایی نقطۀ b که واقعیت این با

است. برقرار (t, x(t)) ∈ D \K رابطۀ ،t ∈ (b− ϵ, b) هر برای به طوری که دارد وجود ϵ > 0 ،K ⊂ D

است. آمده ۴۶ . ١ قضیۀ از کاربرد ͷی زیر در

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ قطبی مختصات در .۴١ . ٧ }مثال
r′ = −r,
θ′ = 2.

(١ . ٧٧)

ͬ آوریم م به دست ،(١ . ١٠) و (١ . ٩) روابط به توجه با

x′ = −r cos θ − 2r sin θ = −x− 2y,
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و

y′ = −r sin θ + 2r cos θ = −y + 2x.

فشردۀ مجموعۀ هر برای ازاین رو، هستند. برقرار D = R × R2 باز مجموعۀ برای ۴۶ . ١ قضیۀ مفروضات

به طوری که دارد وجود ϵ > 0 است، مختصات مبدأ مرکز به بسته گوی ͷی B که ،K = [c, d] × B ⊂ D

داریم (٧۶ . ١) رابطۀ در t برای یعنͬ، ،(t, x(t), y(t)) ∈ D \K

t /∈ [c, d] یا (x(t), y(t)) /∈ B. (١ . ٧٨)

کاهش زمان افزایش با مختصات مبدأ تا جواب هر فاصله ،(١ . ٧٧) رابطۀ در نخست معادلۀ طبق بر ازطرف دیͽر،

در t > t0 هر برای (x(t0), y(t0)) ∈ B اولیۀ شرط با (x(t), y(t)) جواب هر که معناست بدان این ͬ یابد. م

ماکسیمال بازۀ در بزرگ به اندازۀکافͬ tهای برای که ͬ شود م نتیجه (١ . ٧٨) رابطۀ از ازاین رو، ͬ ماند. م باقͬ B

که ͬ گیریم م نتیجه B در اولیه شرط با جواب هر برای است، اختیاری d ازآنجایی که اما .t /∈ [c, d] داریم جواب

است. +∞ با برابر ماکسیمالش بازۀ از راست پایانͬ نقطۀ

پیوسته میدان های برای جواب ها وجود ۴ . ١

این با دارد. جواب همیشه (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ f پیوستۀ تابع ͷی برای که ͬ دهیم م نشان بخش این در

است). شده داده نشان ١ . ٢٣ مثال در که (همان گونه باشند یͺتا نباید جواب  ها این  حال،

ͬ کنیم. م یادآوری را تابعͬ آنالیز از نتیجه ͷی ابتدا

و باشند، پیوسته توابع ،k ∈ N برای ،φk : (a, b) → Rn کنید فرض (آرزلا‐آسͺولͬ).١ .۴١ . ٨ قضیه

باشد برقرار زیر رابطۀ k ∈ N هر برای که باشد موجود c مانند مثبت عدد (الف)

sup{∥φk(t)∥ : t ∈ (a, b)} < c;

1Arzela-Ascoli
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شرط با t, s ∈ (a, b) و k ∈ N هر برای که باشد موجود δ > 0 شده، داده ϵ > 0 هر برای (ب)

باشیم داشته |t− s| < δ

∥φk(t)− φk(s)∥ < ϵ.

است. همͽرا پیوسته تابعͬ به (a, b) روی یͺنواخت به طور که است موجود (φk)k از زیردنباله  ای دراین صورت

کراندار (φk(t1))k ازآنجایی که ͬ گیریم. م درنظر را است بازه این در چͽال که (tm)m ⊂ [a, b] دنبالۀ برهان.

زیردنبالۀ است، کراندار (φp1k(t2))k ازآنجایی که مشابه، به طور دارد. وجود (φp1k(t1))k همͽرای زیردنبالۀ است،

دنبالۀ از (φpmk (tm))k همͽرای زیردنبالۀ مرحله m از بعد روش، این ادامۀ با دارد. وجود (φp2k(t2))k همͽرای

زیر ضابطۀ با را ψk : (a, b) → Rn توابع k ∈ N برای اکنون ͬ آوریم. م به دست را (φpm−1
k

(tm))k کراندار

ͬ کنیم م تعریف

ψk(t) = φpkk(t).

زیردنباله ͷی نخست، جملۀ m به استثنای زیرا است، همͽرا m ∈ N هر برای (ψk(tm))k دنبالۀ که کنید توجه

است. (φpmk (tm))k همͽرای دنبالۀ از

t, s ∈ (a, b) و k ∈ N هر برای که است موجود δ > 0 شده، داده ϵ > 0 هر برای فرض، به بنا ازطرف دیͽر،

داریم |t− s| < δ شرط با

∥ψk(t)− ψk(s)∥ = ∥φpkk(t)− φpkk(s)∥ < ϵ. (١ . ٧٩)

که ͬ شود م نتیجه (١ . ٧٩) رابطۀ از ،p, q ∈ N و |t− tm| < δ شرط با t, tm ∈ (a, b) برای

∥ψp(t)− ψq(t)∥ ≤ ∥ψp(t)− ψp(tm)∥

+∥ψp(tm)− ψq(tm)∥+ ∥ψq(tm)− ψq(t)∥ (١ . ٨٠)

< 2ϵ+ ∥ψp(tm)− ψq(tm)∥.
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داریم ،p, q ≥ pm هر برای که است موجود pm ∈ N است، همͽرا (ψk(tm))k دنبالۀ ازآنجایی که

∥ψp(tm)− ψq(tm)∥ < ϵ. (١ . ٨١)

دست از بدون داد، پوشش 2δ به طول بازه های از N متناهͬ تعداد با ͬ توان م را (a, b) بازۀ ازآنجایی که به علاوه،

هر برای که ͬ شود م نتیجه (١ . ٨١) و (١ . ٨٠) روابط از ͬ شویم. م متمرکز tN ،. . .،t2 ،t1 نقاط در کلیت دادن

داریم ،p, q ≥ max{p1 . . . , pN} و t ∈ (a, b)

∥ψp(t)− ψq(t)∥ < 3ϵ.

رابطۀ در داده شده d فاصلۀ با C(a, b) کامل ͷمتری فضای در کوشͬ دنبالۀ ͷی (ψp)p که ͬ دهد م نشان این

همͽرا (a, b) روی پیوسته تابع ͷی به یͺنواخت به طور دنباله ازاین رو، ببینید). را ١ . ٣٠ (قضیۀ است (١ . ٣١)

ͬ کند. م کامل را قضیه اثبات این ͬ شود. م

پیوسته راست سمت با عادی دیفرانسیل معادلۀ هر برای جواب ها وجود تعیین برای ۴١ . ٨ قضیۀ از اکنون،

ͬ کنیم. م استفاده

هر برای آنگاه باشد، پیوسته D ⊂ R × Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn اگر (پئانو).١ .۴١ . ٩ قضیه

دارد. وجود t0 شامل باز بازۀ روی (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جواب ͷی دست کم (t0, x0) ∈ D

(۵١ . ١) شرایط که کنید اختیار طوری را β > 0 و a < t0 < b و بͽیرید، درنظر را (۵١ . ٠) معادلۀ برهان.

تابع بازگشتͬ به طور ،α > 0 برای است. (۵١ . ٢) رابطۀ ثابت M آن در که باشد، برقرار (b − a)M ≤ β و

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را xα : (a, b) → Rn پیوستۀ

xα(t) =


x0 −

∫ t0−α
t

f(s, xα(s+ α))ds, t ∈ (a, t0 − α),
x0, t ∈ [t0 − α, t0 + α],

x0 +
∫ t
t0+α

f(s, xα(s− α))ds, t ∈ [t0 + α, b).

(١ . ٨٢)

1Peano



عادی۴٧ دیفرانسیل معادلات

داریم ،t ∈ [t0 + α, t0 + 2α] برای مثال، برای

xα(t) = x0 +

∫ t

t0+α

f(s, xα(s− α))ds = x0 +

∫ t

t0+α

f(s, x0)ds,

داریم ،t ∈ [t0 − 2α, t0 − α] برای و

xα(t) = x0 −
∫ t0−α

t

f(s, xα(s+ α))ds = x0 +

∫ t

t0−α
f(s, x0)ds.

طرفͬ از

∥xα(t)− x0∥ ≤ |
∫ t

t0±α
∥f(s, xα(s∓ α))∥ds| ≤ (b− a)M ≤ β,

داشت خواهیم ازاین رو، و

∥xα(t)∥ ≤ ∥x0∥+ β.

علاوه براین

∥xα(t)− xα(s)∥ ≤
∣∣∣∣∫ t

s

∥f(u, xα(u∓ α))∥du
∣∣∣∣ ≤M |t− s|. (١ . ٨٣)

دنبالۀ ͷی (αm)m ⊂ R+ که ،(xαm
)m توابع از دنباله هر برای ۴١ . ٨ قضیۀ شرط دو که ͬ دهد م نشان این

این با (αm)m از (βm)m زیردنبالۀ بنابراین، هستند. برقرار باشد m→ ∞ که وقتͬ αm ↘ 0 شرط با دلخواه

دارد. وجود است، همͽرا x : (a, b) → Rn پیوستۀ تابع به یͺنواخت به طور (xβm
)m که خاصیت

داریم ،(١ . ٨٣) رابطۀ برطبق است. (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جواب ͷی x که دهیم نشان باید اکنون،

∥xβm
(s− βm)− x(s)∥ ≤ ∥xβm

(s− βm)− xβm
(s)∥+ ∥xβm

(s)− x(s)∥

≤ M |βm|+ ∥xβm
(s)− x(s)∥,

نشان ͬ توان م مشابه، به طور ͬ شود. م همͽرا x به یͺنواخت به طور s 7→ xβm
(s− βm) توابع دنبالۀ ازاین رو، و

(١ . ٨٢) رابطۀ از ازطرف دیͽر، همͽراست. x به یͺنواخت به طور نیز s 7→ xβm
(s + βm) توابع دنبالۀ که داد
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داریم t ∈ [t0, b) برای که ͬ شود م نتیجه

xβm(t) = x0 +

∫ t

t0+βm

f(s, xβm(s− βm))ds,

ͬ آوریم م به دست t ∈ [t0, b) هر برای ،m→ ∞ اینکه فرض با و

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds. (٨۴ . ١)

است برقرار زیر رابطۀ t ∈ (a, t0] برای که ͬ شود م نتیجه (١ . ٨٢) رابطۀ از مشابه، به طور

xβm(t) = x0 −
∫ t0−βm

t

f(s, xβm(s+ βm))ds,

نتیجه ١ . ١٩ قضیۀ از سرانجام، ͬ آوریم. م به دست t ∈ (a, t0] برای را (٨۴ . ١) رابطۀ ،m→ ∞ اینکه فرض با و

است. (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئله از جوابی x که ͬ شود م

فاز تصاویر ۵ . ١

کسب هنوز اما است، دشوار) بسیار (یا ناممͺن اغلب عادی دیفرانسیل معادلۀ ͷی جواب های صریح تعیین اگرچه

با ͬ توان م را این توجه ای، قابل حد تا است. مهم کیفͬ ماهیت نظر از دست کم جواب ها این دربارۀ اطلاعات

درنظر را خودگردان معادلات فقط بخش این در که کنید دقت داد. انجام دیفرانسیل معادلۀ فاز تصویر توصیف

ͬ گیریم. م

معادلۀ باشد. D ⊂ Rn باز مجموعۀ روی پیوسته تابع ͷی f : D → Rn کنید فرض مدارها. . ١ . ۵ . ١

بͽیرید درنظر را زیر خودگردان

x′ = f(x). (٨۵ . ١)

ͬ شود. م نامیده معادله فاز فضای ،D مجموعۀ دراین صورت،
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دراین صورت، باشد. I ماکسیمال بازۀ با (٨۵ . ١) معادلۀ از جواب ͷی x = x(t) کنید فرض .۵١ . ٠ تعریف

ͬ شود. م نامیده معادله از مدار ͷی {x(t) : t ∈ I} ⊂ D مجموعۀ

ͬ گیریم. م درنظر را مدارها از ساده خیلͬ دستۀ ͷی ابتدا در

ͬ شود. م نامیده (٨۵ . ١) معادلۀ از بحرانͬ نقطۀ ͷی f(x0) = 0 با x0 ∈ D نقطۀ .۵١ . ١ تعریف

است. معادله این از مدار ͷی {x0} آنگاه باشد، (٨۵ . ١) معادلۀ از بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 اگر .۵١ . ٢ قضیه

معادلۀ از جواب ͷی x(t) = x0 با تعریف شده x : R → Rn ثابت تابع که دهیم نشان که است کافͬ برهان.

است. (٨۵ . ١)

و ،R ماکسیمال بازۀ با ،x(t) = 0 جواب های x′ = x2 معادلۀ ،۴۵ . ١ مثال طبق بر .۵١ . ٣ مثال

{0} مدار ازاین رو، دارد. (c,+∞) یا (−∞, c) ماکسیمال بازۀ با ،c ∈ R هر برای ،x(t) = 1/(c− t)

مدارهای و صفر) بحرانͬ نقطۀ (از

{1/(c− t) : t ∈ (−∞, c)} = R+,

و

{1/(c− t) : t ∈ (c,+∞)} = R−,

ͬ آوریم. م به دست را

ͬ توان م همیشه غیربحرانͬ، نقطۀ ͷی از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در که ͬ دهیم م نشان اکنون

ͬ شوند. م طͬ ثابت سرعت با که هستند موازی خط های پاره مدارها، که کرد معرفͬ را مختصاتͬ

D ⊂ Rn باز مجموعۀ روی C1 کلاس از تابع ͷی f : D → Rn کنید فرض شار). جعبه (قضیۀ .۵۴ . ١ قضیه

معادلۀ که دارد وجود p از ͬͽهمسای در y = g(x) مختصات تغییر ،f(p) ̸= 0 با p ∈ D نقطۀ برای باشد.

ͬ کند. م تبدیل v ∈ Rn \ {0} برای y′ = v معادلۀ به را x′ = f(x)
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ماکسیمالش بازۀ در x(0) = x0 اولیۀ شرط با x′ = f(x) معادلۀ از جواب ͷی φt(x0) کنید فرض برهان.

ͬ کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون هستند. ناصفر f(p) مؤلفه های از برخͬ ،f(p) ̸= 0 ازآنجایی که باشد.

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را y = (y1, . . . , yn) جدید مختصات و باشد، ناصفر اول مؤلفۀ که

x = F (y) = φy1(p+ y),

ͬͽهمسای ͷی در F تابع ،۴١ . ٢ قضیۀ به توجه با .y = (0, y2, y3, . . . , yn) و p = (p1, . . . , pn) آن در که

ستون ͬ کنیم. م محاسبه را d0F ژاکوبی ماتریس اکنون .F (0) = p علاوه براین، است. C1 کلاس از صفر از

ͬ شود م معین زیر به صورت d0F اول

∂

∂y1
φy1(p+ y)

∣∣
y=0

= f(φy1(p+ y))
∣∣
y=0

= f(F (0)) = f(p).

هستند زیر به صورت ،i = 2, . . . , n برای ͬ مانده باق ستون های ،φ0 = Id ازآنجایی که

∂

∂yi
φy1(p+ y) =

∂

∂yi
φy1(p1, p2 + y2, p3 + y3, . . . , pn + yn)

∣∣
y=0

= ei,

ازاین رو است. Rn متعارف پایۀ (e1, . . . , en) که

d0F = (f(p)e2 · · · en),

است). ناصفر f(p) نخست مؤلفۀ فرض، به توجه با (زیرا است قطر در ناصفر درایه های با پائین مثلثͬ ماتریس ͷی

فرض اکنون، است. صفر از ͬͽهمسای ͷی در مختصات تغییر F که است واضح و است نامنفرد d0F ازاین رو،

کنید

(x1(t), . . . , xn(t)) = φt(p+ q),

به صورت جدید مختصات  در و q = (0, q2, q3, . . . , qn) آن در که باشد، x′ = f(x) معادلۀ از جواب ͷی

ازآنجایی که ͬ شود. م نوشته y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))

φt(p+ q) = F (y(t)) = φy1(t)(p1, p2 + y2(t), . . . , pn + yn(t)),



عادی۵١ دیفرانسیل معادلات

که ͬ گیریم م نتیجه

y(t) = (t, q2, q3, . . . , qn).

.y′ = (1, 0, . . . , 0) داشت خواهیم سرانجام، مشتق گیری، با

ببینید). را ١ . ٢ (شͺل ͬ گیریم م درنظر را مدارها از دیͽری انواع حال

ͬ شود م گفته نیست بحرانͬ نقطۀ ͷی که
{
x(t) : t ∈ (a, b)

}
مدار .۵۵ . ١ تعریف

باشیم داشته t, t+ T ∈ (a, b) هر برای که باشد داشته وجود T > 0 ͷی هرگاه است، تناوبی١ (الف)

+x(t؛ T ) = x(t)

t→ a+ هرگاه x(t) → p به طوری که باشد داشته وجود p بحرانͬ نقطۀ ͷی هرگاه است، ٢ͷهموکلینی (ب)

.t→ b− هرگاه و

هرگاه x(t) → p به طوری که باشد داشته وجود p ̸= q با q و p بحرانͬ نقاط هرگاه است، ٣ͷهتروکلینی (ج)

.t→ b− هرگاه x(t) → q و t→ a+

فشرده مجموعۀ ͷی داخل مدارهای همۀ ͬ تر کل حالت در و ۵۵ . ١ تعریف در مدارها همۀ که ͬ دهیم م نشان

دارند. R ماکسیمال بازۀ

باشد. R با برابر ماکسیمالش بازۀ هرگاه ͬ شود م گفته سراسری ،x = x(t) جواب .۵۶ . ١ تعریف

است. سراسری دارد، قرار D از فشرده زیرمجموعۀ ͷی داخل مدارش که (٨۵ . ١) معادلۀ جواب هر .۵١ . ٧ قضیه

به صورت ͬ توان م را (٨۵ . ١) معادلۀ باشد. F (t, x) = f(x) ضابطۀ با F : R×D → Rn کنید فرض برهان.

نوشت زیر

x′ = F (t, x).

1Periodic
2Homoclinic
3Heteroclinic



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۵٢معادلات

1 2

3

. ͷهتروکلینی مدار (٣ هموکلینیͷ؛ مدار (٢ تناوبی؛ مدار (١ :١ . ٢ شͺل

فشردۀ مجموعۀ ،K ⊂ D فشردۀ مجموعۀ درون
{
x(t) : t ∈ (a, b)

}
مدار برای

دارد وجود ϵ > 0 ͷی که ͬ گیریم م نتیجه ۴۶ . ١ قضیۀ از ͬ گیریم. م درنظر را [−m,m] × K ⊂ R × D

داریم t ∈ (a, a+ ϵ) ∪ (b− ϵ, b) هر برای به طوری که

(t, x(t)) /∈ [−m,m]×K.

با است). K داخل مدار (چون t /∈ [−m,m] ،t مقادیر برخͬ برای به طوری که دارد وجود ϵ > 0 ازاین رو،

.b = +∞ و a = −∞ که ͬ گیریم م نتیجه ،m→ ∞ اینکه فرض

است. آمده زیر در ۵١ . ٧ قضیۀ از نتیجه ͷی

جواب های از همیشه ͷهتروکلینی مدارهای و ،ͷهموکلینی مدارهای تناوبی، مدارهای بحرانͬ، نقاط .۵١ . ٨ قضیه

ͬ آیند. م به دست سراسری

D مجموعۀ مدارهای دهندۀ نشان خودگردان عادی دیفرانسیل معادلۀ ͷی فاز تصویر فاز. تصاویر . ٢ . ۵ . ١

با است ممͺن زیرا ندهید؛ نشان را محورها جهت که است معمول ͬ دهد. م نشان نیز را حرکت جهت که است

شود. گرفته اشتباه حرکت جهت



عادی۵٣ دیفرانسیل معادلات

0

.x′ = x2 معادلۀ فاز تصویر :١ . ٣ شͺل

این ها هستند. R− و R+ ،{0} ،x′ = x2 معادلۀ مدارهای که دادیم نشان قبلا́ .(۵١ . ٣ مثال (ادامۀ .۵١ . ٩ مثال

برای که باشید داشته توجه دادیم. نشان نیز را حرکت جهت ما که ͬ شوند، م ١ . ٣ شͺل در فاز تصویر ایجاد باعث

نیست. معادله صریح حل به نیازی فاز تصویر تعیین

هر برای به علاوه، است. مختصات مبدأ آن بحرانͬ نقطۀ تنها بͽیرید. درنظر را x′ = |x| معادلۀ .۶١ . ٠ مثال

در فاز تصویر این، دوباره، هستند. صعودی مبدأ، به جز جواب ها، همۀ ازاین رو، و ،x′ = |x| > 0 داریم x ̸= 0

سرعت حال، به هر هستند. یͺسان x′ = |x| و x′ = x2 معادلات فاز تصاویر یعنͬ ͬ دهد، م نتیجه را ١ . ٣ شͺل

نیستند. یͺسان معادله دو در مدارها طول در

دیͽر، عبارت به یا یͺسان فاز تصویر ͬ توانند م مختلف معادلات که ͬ دهند م نشان ۶١ . ٠ و ۵١ . ٩ مثال های

ͬ دهند. نم به دست کمͬ اطلاعات هیچ فاز تصاویر که ͬ کنیم م تأکید باشند. داشته یͺسان کیفͬ رفتار

معادلۀ .۶١ . ١ مثال

(x, y)′ = (y,−x), (٨۶ . ١)

اگر ،(۶ . ١) به توجه با علاوه براین، است. (0, 0) آن بحرانͬ نقطۀ تنها ببینید). را ١ . ٣ (مثال  بͽیرید درنظر را

مدارها همۀ ، مختصات مبدأ از به غیر بنابراین، و ،(x2 + y2)′ = 0 آنگاه باشد، آن از جواب ͷی (x, y)

در مثال، برای بͽیرید. درنظر را مدار هر از نقطه  ͷی که است کافͬ حرکت، جهت تعیین برای هستند. دایره

که کنید توجه است. شده داده نشان ۴ . ١ شͺل در آن فاز تصویر .(x, y)′ = (0,−x) داریم (x, y) = (x, 0)

نیست. ضروری (١ . ٧) در جواب ها صریح شͺل از استفاده

دیͽر مختصات دستگاه ͷی در را معادله که است مفید گاهͬ ͬ شود، م داده شرح زیر مثال در که همان طور

بنویسیم.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۵۴معادلات

.(x, y)′ = (y,−x) معادلۀ فاز تصویر :۴ . ١ شͺل

و x = r cos θ ازآنجایی که ͬ نویسیم. م قطبی مختصات در را (٨۶ . ١) معادلۀ .(۶١ . ١ مثال (ادامۀ .۶١ . ٢ مثال

داریم ،y = r sin θ

r′ = (
√
x2 + y2)′ =

(x2 + y2)′

2
√
x2 + y2

=
xx′ + yy′

r
,

و

θ′ = (arctan
y

x
)′ =

( yx )
′

1 + ( yx )
2
=
y′x− x′y

r2
.

ͬ کند م اختیار قطبی مختصات در را زیر شͺل (٨۶ . ١) معادلۀ }ازاین رو،
r′ = 0,
θ′ = −1.

مبدأ) در (مرکز دایره هایی پیمایش ͬ مانند؛ م باقͬ مبدأ از ثابت فاصلۀ ͷی در جواب ها همۀ ،r′ = 0 ازآنجایی که

است. شده داده نشان ۴ . ١ شͺل در که است همان فاز تصویر بنابراین، .θ′ = −1 زاویه ای سرعت با

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۶١ . ٣ مثال

(x, y)′ = (y, x). (١ . ٨٧)



عادی۵۵ دیفرانسیل معادلات

.(x, y)′ = (y, x) معادلۀ فاز تصویر :۵ . ١ شͺل

آنگاه باشد، آن از جوابی (x, y) اگر علاوه براین، است. مبدأ بحرانͬ نقطۀ تنها

(x2 − y2)′ = 2xx′ − 2yy′ = 2xy − 2yx = 0.

ثابت برای ،x2 − y2 = c ضابطۀ با تعریف شده ͬ های هذلول از ͬͺی در مدار هر که ͬ دهد م نشان رابطه این

برای دارد. وجود ،x = −y و x = y یعنͬ ͬ کند، م نصف را ربع ها که مستقیم خطوط از ͬͺی در یا ،c ̸= 0

،y < 0 برای و x′ > 0 ،y > 0 برای که کنید مشاهده است کافͬ مثال به عنوان مدار هر در حرکت جهت تعیین

است. شده داده نشان ۵ . ١ شͺل در فاز تصویر .x′ < 0

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۶۴ . ١ }مثال
x′ = y(x2 + 1),
y′ = x(x2 + 1).

(١ . ٨٨)

داریم جواب ها امتداد در و است بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ ،۶١ . ٣ مثال همانند

(x2 − y2)′ = 2xx′ − 2yy′



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۵۶معادلات

= 2xy(x2 + 1)− 2yx(x2 + 1) = 0.

معادلۀ فاز تصویر هستند، منطبق x و y علامت های با به ترتیب x(x2+1) و y(x2+1) علامت های ازآنجایی که

ببینید). را ۵ . ١ (شͺل است (١ . ٨٧) معادلۀ فاز تصویر همانند (١ . ٨٨)

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۶۵ . ١ }مثال
x′ = y(x2 − 1),
y′ = x(x2 − 1).

(١ . ٨٩)

دستگاه حل از بحرانͬ نقاط

y(x2 − 1) = x(x2 − 1) = 0,

در علاوه براین، .y ∈ R آن در که (−1, y) ،(1, y) ،(0, 0) از جواب هاعبارتند دراین صورت که ͬ آیند، م به دست

داریم جواب ها امتداد

(x2 − y2)′ = 2xx′ − 2yy′ = 2xy(x2 − 1)− 2yx(x2 − 1) = 0,

ͬͺی در یا ،c ̸= 0 ثابت برای ،x2 − y2 = c با تعریف شده ͬ های هذلول از ͬͺی داخل دوباره مدار هر ازاین رو، و

است، شده داده نشان ۶ . ١ شͺل در (١ . ٨٩) معادلۀ فاز تصویر دارد. قرار x = −y و x = y راست خطوط از

یعنͬ، ′y؛ = x(x2 − 1) علامت از مثال، برای آورد، به دست ͬ توان م را حرکت جهت که

y′ > 0 برای x ∈ (−1, 0) ∪ (1,+∞),

و

y′ < 0 برای x ∈ (−∞,−1) ∪ (0, 1).

عمودی نوار که مداری هر که ͬ شود م نتیجه فاز تصویر از به ویژه،

L = {(x, y) ∈ R2 : −1 ≤ x ≤ 1},

است. غیرکراندار دیͽر مدار هر ͬ که درحال است، کراندار و ͬ گیرد م قرار L در کند قطع را



عادی۵٧ دیفرانسیل معادلات

1–1

.(١ . ٨٩) معادلۀ فاز تصویر :۶ . ١ شͺل

ͬ کند. م استفاده مختلط متغیرهای از زیر مثال

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۶۶ . ١ مثال

{
x′ = x2 − y2,
y′ = 2xy.

(١ . ٩٠)

آن در که است z′ = z2 با معادل (١ . ٩٠) معادلۀ که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ ،z = x + iy فرض با

داریم ،z2 بر معادله طرفین تقسیم با .z′ = x′ + iy′

z′

z2
= (−1

z
)′ = 1,

هستند زیر به صورت آن جواب های  که

z(t) = − 1

t+ c
, (١ . ٩١)

را (١ . ٩١) رابطۀ در z(t) موهومͬ و حقیقͬ قسمت های ،y(t) و x(t) آوردن به دست برای .c ∈ C آن در که



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۵٨معادلات

.(١ . ٩٠) معادلۀ فاز تصویر :١ . ٧ شͺل

داریم را زیر رابطۀ آنگاه ،a, b ∈ R با c = a+ ib اگر یعنͬ، ͬ گیریم. م درنظر

(x(t), y(t)) =
(−a− t, b)

(a+ t)2 + b2
.

کرد. استفاده است، شده داده نشان (١ . ٧) شͺل در که فاز تصویر بررسͬ برای ͬ توان م فرمول ها این از

ͷی که ͬ گیریم م درنظر را دیفرانسیل معادلات از خاصͬ حالت بخش این در پایستار. معادلات . ٣ . ۵ . ١

ͬ کنیم. م معرفͬ را پایستار معادلۀ مفهوم ابتدا ͬ کند. م حفظ را داده شده تابع

جواب های امتداد در و نیست ثابت بازی مجموعۀ هیچ روی که C1 کلاس از E : D → R تابع .۶١ . ٧ تعریف

معادله انتگرال ͬ که وقت ͬ شود. م نامیده معادله این اول) انتگرال (یا انتگرال ͷی است ثابت x′ = f(x) معادلۀ

ͬ گویند. م پایستار معادلۀ را آن باشد داشته وجود

برای اگر تنها و اگر است ثابت x′ = f(x) معادلۀ جواب های امتداد در C1 کلاس از E تابع که کنید توجه

باشیم داشته x = x(t) جواب هر

d

dt
E(x(t)) = 0.

گرفت. درنظر را نیستند C1 کلاس از که انتگرال هایی Dو زیرمجموعه های در انتگرال هایی ͬ توان م ͬ تر، کل به طور



عادی۵٩ دیفرانسیل معادلات

انتگرال E(x, y) = x2 + y2 ضابطۀ با E : R2 → R تابع که ͬ شود م نتیجه (۶ . ١) رابطۀ از .۶١ . ٨ مثال

است. پایستار معادلۀ ازاین رو، و است، (۴ . ١) معادلۀ

نیست. ثابت بازی مجموعه هیچ روی که باشد C1 کلاس از تابع ͷی E : D → R کنید فرض .۶١ . ٩ مثال

معادلۀ }دراین صورت،
x′ = ∂E/∂y,
y′ = −∂E/∂x, (١ . ٩٢)

جوابی (x, y) اگر واقع، در است. انتگرال ͷی E تابع و است پایستار ͬ شود، م تعریف D×D ⊂ R2n روی که

آنگاه باشد، (١ . ٩٢) معادلۀ از

d

dt
E(x, y) =

∂E

∂x
x′ +

∂E

y
y′

= −y′x′ + x′y′ = 0, (١ . ٩٣)

اختیار با (١ . ٩٢) از (۴ . ١) معادلۀ درحقیقت، است. انتگرال ͷی E ͬ دهد م نشان که

E =
x2 + y2

2
,

است. آمده به دست

ضابطۀ با را (١ . ٩٢) معادلۀ اکنون، .١ . ٧٠ مثال

E(x, y) = xy(x+ y − 1), (٩۴ . ١)

نوشت زیر شͺل به را آن ͬ توان م که ͬ گیریم م }درنظر
x′ = x2 + 2xy − x,
y′ = −2xy − y2 + y.

(٩۵ . ١)

رابطۀ در E تابع تراز مجموعه های باید (٩۵ . ١) معادلۀ فاز تصویر آوردن به دست برای ،(١ . ٩٣) رابطۀ به توجه با

داده ایم. نشان نیز را حرکت جهت که شده اند، ترسیم ١ . ٨ شͺل در این ها کنیم. تعیین را (٩۴ . ١)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۶٠معادلات

.(1/3, 1/3) ،(0, 1) ،(1, 0) ،(0, 0) از عبارتند (٩۵ . ١) معادلۀ بحرانͬ نقاط که داد نشان ͬ توان م به راحتͬ

نقطۀ از ͬͽهمسای ͷی در ،(0, 1) و (1, 0) ،(0, 0) رئوس با مثلث درون مدارهای که ͬ دهیم م نشان اکنون،

خواهیم ،Y = y− 1/3 و X = x− 1/3 نوشتن با هستند. تناوبی مدارهای حقیقت در ،(1/3, 1/3) بحرانͬ

داشت

E(x, y) = (X +
1

3
)(Y +

1

3
)(X + Y − 1

3
) = − 1

27
+

1

3
(X2 +XY + Y 2) + (X + Y )XY.

دوم درجۀ شͺل ازآنجایی که

X2 +XY + Y 2 =

(
X
Y

)∗ (
1 1

2
1
2 2

)(
X
Y

)
, (٩۶ . ١)

(قضیۀ مورس١ لم از است)، 3/2 و 1/2 ویژۀ مقادیر دارای (٩۶ . ١) رابطۀ در 2× 2 (ماتریس است مثبت معین

به طوری که دارد وجود (0, 0) از ͬͽهمسای ͷی در (X,Y ) = g(X,Y ) مختصات تغییر که ͬ شود م نتیجه (١۶ . ٩

E(x, y) = − 1

27
+

1

3
(X

2
+XY + Y

2
).

همین هستند، (0, 0) از ͬͽهمسای ͷی در (X,Y ) متغیرهای از بسته خم های E تراز مجموعه های ازآنجایی که

ͬ دهد. م رخ (1/3, 1/3) ͬͽهمسای در اکنون، ،(x, y) متغیرهای برحسب اتفاق

معادلۀ .١ . ٧١ }مثال
x′ = y,
y = f(x),

(١ . ٩٧)

آن در که

f(x) = x(x− 1)(x− 3), (١ . ٩٨)

ͬ گیریم م درنظر را زیر تابع اکنون، .(3, 0) ،(1, 0) ،(0, 0) از عبارتند بحرانͬ نقاط بͽیرید. درنظر را

E(x, y) =
1

2
y2 −

∫ x

0

f(s)ds =
1

2
y2 − 1

4
x4 +

4

3
x3 − 3

2
x2.

1Morse’s lemma



عادی۶١ دیفرانسیل معادلات

.(٩۵ . ١) معادلۀ فاز تصویر :١ . ٨ شͺل

آنگاه باشد، (١ . ٩٧) معادلۀ از جواب ͷی (x, y) = (x(t), y(t)) اگر

d

dt
E(x, y) = yy′ − f(x)x′ = yf(x)− f(x)y = 0, (١ . ٩٩)

را E تابع تراز مجموعه های باید فاز، تصویر آوردن به دست برای است. انتگرال ͷی E تابع که ͬ دهد م نشان که

ͬ کنند. م تعیین را فاز تصویر که هستند ١ . ٩ شͺل در ترسیم شده خم های این ها که داد نشان ͬ توان م کنیم. تعیین

ͬ کند. م وصل خودش به را مبدأ که دارد وجود ͷهموکلینی مدار ͷی به ویژه،

زیر به صورت را (١ . ٩٧) معادلۀ ابتدا ͬ کنیم. م عمل زیر به صورت E تابع تراز مجموعه های تعیین برای

ͬ نویسیم م

x′′ = y′ = f(x).

مثال، به عنوان ͬ کند. م حرکت اصطͺاک بدون که است ͷی جرم با ذره ای به f(x) نیروی ا˚عمال به مربوط این

آوردن به دست برای حقیقت، در باشد. f(x) ارتفاع در ذره گرفتن قرار از ناشͬ گرانشͬ نیروی ͬ تواند م f(x)

کلیت است، گرانشͬ نیروی واقعاً f(x) اینکه فرض در بنابراین و چیست، واقعاً f(x) که نیست مهم فاز، تصویر

جنبشͬ انرژی مجموع که است E(x, y) کل انرژی بقای به مربوط (١ . ٩٩) تساوی متن، این در ͬ رود. نم بین از



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۶٢معادلات

.(١ . ٩٨) رابطۀ در شده معین f با (١ . ٩٧) معادلۀ فاز تصویر :١ . ٩ شͺل

است زیر پتانسیل انرژی با y2/2

V (x) = −
∫ x

0

f(s)ds = −1

4
x4 +

4

3
x3 − 3

2
x2.

به صورت ͬ توان م را V ′ آن، به توجه با که است شده داده نشان ١ . ١٠ شͺل در که است نموداری دارای V تابع

آورد به دست زیر

V ′(x) = −x(x− 1)(x− 3).

توپی که ͬ آید برم چنین ١ . ١٠ شͺل از مثال، به عنوان آورد. به دست انرژی ذخیرۀ از را فاز تصویر ͬ توان م اکنون،

از پس و ͬ کند م نزول به شروع ͬ شود، م رها (0, (8 −
√
10)/3) بازۀ از x نقطۀ ͷی در y = 0 سرعت با که

حرکت به شروع جهت، همان در سپس، ͬ رسد. م سرعت حداکثر به جایی که ͬ کند، م عبور x = 1 نقطۀ از مدتͬ

y = 0 سرعت به دوباره که ،V ′(x) = V (x) با x′ ∈ (0, (8 −
√
10)/3) نقطۀ به تا ͬ کند، م بالا سمت به

این است. نوسان در عقب و جلو به y و x نقاط بین توپ و ͬ شود م تکرار نامحدود به طور رفتار نوع این ͬ رسد. م

سرعت با توپی ازطرف دیͽر، است. ͷهموکلینی مدار داخل در ،١ . ٩ شͺل در تناوبی مدارهای از ͬͺی به مربوط

است) منفͬ (0, 1) در V تابع ١ . ١٠ شͺل (در ͬ شود م رها y2/2+V (x) = 0 با x ∈ (0, 1) نقطۀ در y > 0

بدون انرژی پایستگͬ به دلیل اکنون اگرچه ͬ کند، م حرکت V (x′) = V (x) با x′ نقطۀ ͷی تا مسیر ͷی امتداد در



عادی۶٣ دیفرانسیل معادلات

(8 +
√
10)/3 و (−8−

√
10)/3 ،0 افقͬ محور با تقاطع نقاط . ١ . ٧١ مثال در V تابع نمودار :١ . ١٠ شͺل

هستند.

ͬ دهد، م ادامه y2+V (x) = V (x′′) با x′′ ∈ (1,+∞) نقطۀ تا خود حرکت به عوض، در است. صفر سرعت

سپس ͬ شود). م نتیجه انرژی پایستاری و ١ . ١٠ شͺل از نقطه این (وجود ͬ رسد م صفر سرعت به نهایت در که

ͷنزدی مبدأ به نامحدود به طور و ͬ کند م عبور اولیه نقطۀ از به ویژه ͬ کند، م عقب سمت به حرکت به شروع توپ

چون برسد، آنجا به هرگز اینکه بدون ͬ شود، م

y2 + V (x) = 0 = E(0, 0).

نوع همان است، شده رها y2/2+ V (x) = 0 با x ∈ (0, 1) نقطۀ در y < 0 سرعت با که توپی مشابه، به طور

به مربوط این برسد. آنجا به هرگز اینکه بدون ͬ شود، م ͷنزدی مبدأ به نامحدود به طور یعنͬ ͬ دهد. م نشان را رفتار

کرد. توصیف مشابه به روش ͬ توان م را ͬ مانده باق مدارهای است. ١ . ١٠ شͺل در ͷهموکلینی مدار

ضابطۀ با را (١ . ٩٧) معادلۀ .١ . ٧٢ مثال

f(x) = x(x− 1)(x− 2), (١ . ١٠٠)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۶۴معادلات

.(١ . ١٠٠) رابطۀ در معین شده f با (١ . ٩٧) معادلۀ فاز تصویر :١ . ١١ شͺل

تابع علاوه براین، .(0, 2) ،(0, 1) ،(0, 0) از عبارتند بحرانͬ نقاط بͽیرید. درنظر

E(x, y) =
1

2
y2 −

∫ x

0

f(s)ds

=
1

2
y2 − 1

4
x4 + x3 − x2, (١ . ١٠١)

ͷهتروکلینی مدار دو به ویژه، است. شده داده نشان ١ . ١١ شͺل در آن فاز تصویر است. (١ . ٩٧) معادلۀ انتگرال ͷی

ͬ کند. م متصل هم به را (0, 2) و (0, 0) بحرانͬ نقاط که دارد وجود

این در ͬ کنیم. م عمل ١ . ٧١ مثال در مشابه روشͬ با ،(١ . ١٠١) در E تابع تراز مجموعه های تعیین به منظور

ͬ شود م معین زیر به صورت پتانسیل انرژی حالت،

V (x) = −
∫ x

0

f(s)ds = −1

4
x4 + x3 − x2,

استفاده فاز تصویر توصیف برای انرژی پایستاری از اکنون است. شده داده نشان ١ . ١٢ شͺل در آن نمودار و

نوسانͬ حرکت ͷی ͬ شود، م رها x ∈ (0, 2) نقطۀ در y = 0 سرعت با که توپی برای خاص، حالت در ͬ کنیم. م

داریم واقع، در ͬ آوریم. م به دست 2− x و x بین

V (x) = −1

4
x4 + x3 − x2 = −1

4
x2(x− 3)2,



عادی۶۵ دیفرانسیل معادلات

هستند. 2 و 0 افقͬ محور با تقاطع نقاط . ١ . ٧١ مثال در V تابع نمودار :١ . ١٢ شͺل

توپی ازطرف دیͽر، است. ١ . ١١ شͺل در تناوبی مدارهای از ͬͺی به مربوط این .V (2−x) = V (x) ازاین رو، و

نقطه آن به اینکه بدون است، شده رها y2/2 + V (x) = 0 انرژی با x ∈ (0, 2) نقطۀ در y > 0 سرعت با که

زمان برای حرکت گرفتن درنظر با همچنین .E(2, 0) = 0 زیرا ͬ شود، م ͷنزدی 2 نقطۀ به نامحدود به طور برسد،

نیم صفحۀ در ͷهتروکلینی مدار ͬ آوریم. م به دست ١ . ١١ شͺل در بالایی نیم صفحۀ در را ͷهتروکلینی مدار منفͬ،

رها y2/2 + V (x) = 0 انرژی با x ∈ (0, 2) نقطۀ در y < 0 سرعت با که است توپی مسیر به مربوط پائینͬ،

کرد. توصیف مشابه به روشͬ ͬ توان م را ١ . ١١ شͺل در ͬ مانده باق مدارهای است. شده

خمینه ها روی معادلات ۶ . ١

دارد. اختصاص (هموار) خمینه ها روی عادی دیفرانسیل معادلات مطالعۀ برای مختصر معرفͬ ͷی به بخش این

توسط تعریف شده عادی دیفرانسیل معادلات برداری، میدان های و خمینه ها به مربوط مفاهیم یادآوری از پس

ͬ دهیم. م ارائه مثال چندین و ͬ گیریم م درنظر را خمینه ها روی برداری میدان های



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۶۶معادلات

مفهوم ابتدا ͬ کنیم. م یادآوری را خمینه ها مورد در اساسͬ مفاهیم از برخͬ بخش این در اولیه. مفاهیم . ١ . ۶ . ١

ͬ کنیم. م معرفͬ را دیفرانسیل پذیر ساختار

هرگاه ͬ پذیرد م را n بˀعد و Ck کلاس از دیفرانسیل پذیر ساختار M مجموعۀ ͬ شود م گفته .١ . ٧٣ تعریف

داشته وجود i ∈ I برای ،Ui ⊂ Rn باز مجموعه های روی تعریف شده φi : Ui → M ͷبه ی ͷی نگاشت های

که به طوری باشند

∪؛
i∈Iφi(Ui) =M (الف)

مجموعه های φ−1
j (V ) و φ−1

i (V ) اولیۀ تصاویر ،V = φi(Ui)∩φj(Uj) ̸= ∅ با i, j ∈ I هر برای (ب)

است. Ck کلاس از φ−1
j ◦ φi نگاشت و هستند، Rn روی باز

اگرچه باشد، ماکسیمال ١ . ٧٣ تعریف در موجود شرایط به نسبت (Ui, φi)i∈I خانوادۀ که است لازم گاهͬ

مختصات دستگاه یا نمودار ،φi : Ui → M نگاشت هر کرد. آماده ماکسیمال ͷی برای را آن ͬ توان م همیشه

گفته باز A ⊂M مجموعۀ یعنͬ، ͬ کند؛ م القا M روی توپولوژی ͷی دیفرانسیل پذیر ساختار هر ͬ شود. م نامیده

باشد. باز مجموعۀ φ−1
i A ⊂ Rn ،i ∈ I هر برای هرگاه ͬ شود م

ͬ کنیم. م معرفͬ را خمینه مفهوم اکنون

هرگاه ͬ شود م گفته n بˀعد و Ck کلاس از خمینه ͷی M مجموعۀ .٧۴ . ١ تعریف

بپذیرد؛ را n بعد و Ck کلاس از دیفرانسیل پذیر ساختار ͷی M (الف)

با هاسدروف ͬͺتوپولوژی فضای ͷی M مجموعۀ شود، مجهز مربوط القایی توپولوژی به که  ͬ هنگام (ب)

است. شمارش قابل پایۀ

ͬ های ͽهمسای دارای متمایز نقاط هرگاه ͬ شود م گفته هاسدروف ،ͬͺتوپولوژی فضای ͷی به که ͬ آوریم م به یاد

عناصر از اجتماعͬ به عنوان بتوان را باز مجموعۀ هر هرگاه ͬ شود م گفته شمارش پذیر پایه آن و باشند، مجزا باز

نوشت. باز مجموعه های از شمارش پذیر خانوادۀ ͷی



عادی۶٧ دیفرانسیل معادلات

ضابطۀ با φ : R → R تنهای نمودار از متشͺل دیفرانسیل پذیر ساختار با که وقتͬ R حقیقͬ خط .٧۵ . ١ مثال

است. 1 بˀعد از خمینه ͷی شود، مجهز φ(x) = x

دایرۀ .٧۶ . ١ مثال

S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1},

نگاشت های توسط دیفرانسیل پذیر ساختار ͷی است. 1 بˀعد از خمینه ͷی

φi : (−1, 1) → S1, i = 1, 2, 3, 4,

ضابطه های با که

φ1(x) = (x,
√
1− x2),

φ2(x) = (x,−
√
1− x2),

φ3(x) = (
√
1− x2, x),

φ4(x) = (−
√
1− x2, x).

(١ . ١٠٢)

که داد نشان ͬ توان م مشابه روش ͷی با ͬ شود. م داده ͬ شوند، م تعریف

Sn =
{
x ∈ Rn+1 : ||x|| = 1

}
,

آن در که

||(x1, . . . , xn+1)|| =
( n+1∑
i=1

x2i
) 1

2 ,

است. n بˀعد از خمینه ͷی

دیفرانسیل پذیر ساختار ͷی است. n بˀعد از خمینه ͷی Tn = S1 × · · · × S1 n−تایی چنبرۀ .١ . ٧٧ مثال

ͬ شود م تعریف زیر ضابطۀ با ψ : (−1, 1)n → Tn نگاشت های توسط

ψ(x1, . . . , xn) = (ψ1(x1), . . . , ψn(xn)),

است. (١ . ١٠٢) رابطۀ در φ4 ،φ3 ،φ2 ،φ1 توابع از ͷی هر ψi هر آن در که



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ۶٨معادلات

ازاین رو، باشد. U ⊂ Rn باز مجموعۀ ͷی روی Ck کلاس از تابع ͷی φ : U → Rm کنید فرض .١ . ٧٨ مثال

نمودار

M =
{
(x, φ(x)) : x ∈ U

}
⊂ Rn × Rm,

ضابطۀ ψبا : U → Rn×Rm نگاشت توسط دیفرانسیل پذیر ساختار ͷی nاست. بˀعد Ckو کلاس از خمینه ͷی

ͬ شود. م تعریف ψ(x) = (x, φ(x))

نقطۀ به باشد. U ⊂ Rn باز مجموعۀ روی C1 کلاس از تابع ͷی E : U → Rm کنید فرض .١ . ٧٩ مثال

dxF : Rn → Rm به طوری که x ∈ U برای c = E(x) هرگاه ͬ شود، م گفته E بحرانͬ مقدار ͷی c ∈ Rm

آنگاه نباشد، E بحرانͬ مقدار c ∈ Rm اگر اینکه دادن نشان برای معکوس تابع قضیۀ از ͬ توان م نباشد. پوشا

تراز مجموعۀ

E−1c =
{
x ∈ U : E(x) = c

}
,

کرد. استفاده است، n−m بˀعد از خمینه ͷی

مقدار که c ∈ R هر برای آنگاه باشد، x′ = f(x) پایستار معادلۀ انتگرال ͷی E : U → R اگر مثال، برای

است. n− 1 بˀعد از خمینه ͷی E−1c تراز مجموعۀ نیست، E بحرانͬ

را خمینه ها بین دیفرانسیل پذیر نگاشت مفهوم ابتدا مماس، بردار مفهوم معرفͬ برای برداری. میدان های . ٢ . ۶ . ١

ͬ کنیم. م یادآوری

ͬ شود م گفته دیفرانسیل پذیر x ∈ M نقطۀ در N و M خمینه های بین f : M → N نگاشت .١ . ٨٠ تعریف

که به طوری باشند داشته وجود ψ : V → N و φ : U →M نمودارهای اگر

f(φ(U))؛ ⊂ ψ(V ) و x ∈ φ(U) (الف)

است. دیفرانسیل پذیر φ−1(x) در ψ−1 ◦ f ◦ φ (ب)

ψ−1 ◦ f ◦ φ نگاشت های همۀ هرگاه است W ⊂M باز مجموعۀ روی Ck کلاس از f که ͬ گوییم م همچنین

باشند. φ−1(W ) روی Ck کلاس از



عادی۶٩ دیفرانسیل معادلات

تابع باشد. n بˀعد از خمینه ͷی M کنید فرض ͬ کنیم. م معرفͬ خم  ͷی برای را مماس بردار مفهوم حال

توابع همۀ مجموعۀ D کنید فرض همچنین، ͬ شود. م نامیده خم  ͷی α : (−ϵ, ϵ) → M دیفرانسیل پذیر

هستند. دیفرانسیل پذیر x ∈M شدۀ داده نقطۀ در که باشند f :M → R

F : D → R مثل تابع ͷی ،t = 0 در α(0) = x با α : (−ϵ, ϵ) →M خم  برای مماس بردار .١ . ٨١ تعریف

است زیر ضابطۀ با

F (f) =
d(f ◦ α)
dt

∣∣
t=0

.

است. x در مماس بردار F که ͬ گوییم م همچنین

است، n بˀعد از برداری فضای ͷی x در مماس بردارهای همه از TxM مجموعۀ که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ

است زیر مجموعۀ ،M مماس کلاف ͬ شود. م نامیده x در M مماس فضای که

TM =
{
(x, v) : x ∈M, v ∈ TxM

}
.

زیر به صورت ͬ توان م را دیفرانسیل پذیر ساختار ͷی است. 2n بˀعد از خمینه ͷی TM که داد نشان ͬ توان م

باشد. U در مختصات (x1, . . . , xn) و باشد M برای نمودار ͷی φ : U → M کنید فرض آورد. به دست

ضابطۀ با تعریف شده i = 1, . . . , n برای αi : (−ϵ, ϵ) →M خم  های

αi(t) = φ(tei),

با t = 0 در αi خم  برای مماس بردار است. Rn از استاندارد پایۀ (e1, . . . , en) آن در که ͬ گیریم م درنظر را

Tφ(0)M مماس فضای پایۀ (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn) که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ ͬ شود. م داده نشان ∂/∂xi

ضابطۀ با ψ : U × Rn → TM نگاشت اکنون، است.

ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =
(
φ(x1, . . . , xn),

n∑
i=1

yi
∂

∂xi

)
,
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ساختار ͷی شͺل این از نگاشت هایی که داد نشان ͬ توان م ͬ گیریم. م درنظر φ : U → M نمودار برای را

ͬ کنند. م تعریف TM در 2n بˀعد از دیفرانسیل پذیر

ͬ کنیم. م معرفͬ را برداری میدان  مفهوم حال

هر برای به طوری که است X : M → TM نگاشت ͷی M خمینه روی برداری میدان ͷی .١ . ٨٢ تعریف

.X(x) ∈ TxM ،x ∈M

دیفرانسیل پذیر برداری میدان  ͷی از ͬ توان م خمینه ها، بین دیفرانسیل پذیری مفهوم از استفاده با همچنین

کرد. صحبت

،X : M → TM پیوسته برداری میدان برای باشد. خمینه ͷی M کنید فرض دیفرانسیل. معادلات . ٣ . ۶ . ١

بͽیرید درنظر را زیر عادی دیفرانسیل معادلۀ

x′ = X(x). (١ . ١٠٣)

گرفت. درنظر را زمان به وابسته برداری میدان های ͬ توان م به طورکلͬ،

هر برای هرگاه ͬ شود م گفته (١ . ١٠٣) معادلۀ جواب C1 کلاس از x : (a, b) → M خم  .١ . ٨٣ تعریف

است. s = 0 در s 7→ x(t+ s) خم  برای مماس بردار x′(t) که ،x′(t) = X(x(t)) ،t ∈ (a, b)

کرد. تعریف (١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ از را زیر خمینۀ نوع ͬ توان م نمودارها از استفاده با

ͷی (t0, x0) ∈ R×M هر برای آنگاه باشد، M روی دیفرانسیل پذیر برداری میدان  ͷی X اگر .٨۴ . ١ قضیه

اولیۀ مقدار با مسئلۀ از یͺتا جواب

{
x′ = X(x),
x(t0) = x0,

دارد. وجود t0 شامل باز بازۀ روی



عادی٧١ دیفرانسیل معادلات

توسعه دلخواه خمینه های به ͬ توان م را Rn در دیفرانسیل معادلات نظریۀ موضعͬ ͬ های ویژگ همۀ به طورکلͬ،

و پئانو) قضیۀ (مثل جواب ها وجود مورد در دیͽر نتایج همۀ شامل این پیͺارد‐لیندلف، قضیۀ بر علاوه داد.

ببینید). را ۴١ . ١ و ۴١ . ٠ (قضایای ͬ شود م اولیه شرایط به جواب ها وابستگͬ

دارند. اساسͬ تفاوت خمینه ها روی دیفرانسیل معادلات مورد در غیرموضعͬ ͬ های ویژگ بعضͬ ازطرف دیͽر،

است. ۴۶ . ١ قضیۀ از نتیجه ͷی زیر نتیجۀ به ویژه،

معادلۀ جواب های همۀ آنگاه باشد، فشرده خمینۀ روی دیفرانسیل پذیر برداری میدان ͷی X اگر .٨۵ . ١ قضیه

شده اند. تعریف t ∈ R برای جواب ها همۀ یعنͬ، هستند؛ سراسری x′ = X(x)

فشرده، خمینۀ روی دیفرانسیل پذیر برداری میدان ͷی برای که ͬ دهد م نشان این ،١ . ١٣ قضیۀ با مشابه روشͬ با

است. برقرار زیر قضیۀ دقیق تر، به بیان ͬ شوند. م شار ایجاد باعث x′ = X(x) معادلۀ جواب های

با مسئلۀ از جواب ͷی x(t, x0) و M فشرده خمینۀ روی دیفرانسیل پذیر برداری میدان ͷی X اگر .٨۶ . ١ قضیه

اولیۀ مقدار

{
x′ = X(x),
x(t0) = x0,

است. شار ͷی φt(x0) = x(t, x0) ضابطۀ با φt :M →M تبدیلات خانواده آنگاه باشد،

است. آمده زیر در خمینه ها روی دیفرانسیل معادلات از مثال هایی

مماس یا صفر ،X(x) بردار هر ،X :M → TM برداری میدان ͷی برای .M = S1 کنید فرض .١ . ٨٧ مثال

p دقیقاً X اگر است. x′ = X(x) معادلۀ از مدار ͷی S1 تمام آنگاه نگیرد، را صفر مقدار اگر است. دایره بر

دارد. وجود مدار 2p آنگاه باشد، داشته صفر

برای که بͽیرید درنظر طوری را X : M → TM برداری میدان و M = S2 ⊂ R3 کنید فرض .١ . ٨٨ مثال

نقاط x′ = X(x) معادلۀ ازاین رو، باشد. افقͬ و ناصفر X(x) بردار جنوب، و شمال قطب از غیر x ∈ S2
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افقͬ صفحات با کره تقاطع (از هستند افقͬ دوایر دیͽر مدارهای تمام و دارد جنوب و شمال قطب در بحرانͬ

ͬ آیند). م به دست

پایانͬ نقاط با [0, 1] بازۀ به عنوان ͬ توان م را S1 ازآنجایی که .T 2 = S1 × S1 کنید فرض .١ . ٨٩ مثال

زمان هر در x, y ∈ Q نقطۀ دو با [0, 1]× [0, 1] مربع به عنوان ͬ توان م را T 2 چنبرۀ کرد، مشاهده مشخص شده

به صورت معادله ای چنبره در دیفرانسیل معادلۀ ͷی ازاین رو، کرد. مشاهده x− y ∈ Z2 که

{
x′ = f(x, y),
y′ = g(x, y),

(١٠۴ . ١)

به طوری که f, g : R2 → R آن در که ،R2 در

f(x+ k, y + l) = f(x, y) , g(x+ k, y + l) = g(x, y)

.k, l ∈ Z و x, y ∈ R هر برای

باعث (١٠۴ . ١) معادلۀ جواب های آنگاه ͬ اند، حقیق ثابت های β و α که ،g = β و f = α اگر مثال، برای

ͬ شوند م زیر شار ایجاد

φt(x, y) = (x+ αt, y + βt) mod 1.

هر تصویر آنگاه ،β/α ∈ Q و α ̸= 0 اگر است. قائم تناوبی مدار ͷی جواب هر تصویر آنگاه ،α = 0 اگر

چͽال جواب هر تصویر آنگاه ،β/α /∈ Q و α ̸= 0 اگر سرانجام، است. β/α شیب با تناوبی مدار ͷی جواب

است. چنبره در

اینکه، به ویژه است. کتاب محدودۀ از خارج به وضوح خمینه ها روی دیفرانسیل معادلات نظریۀ دقیق مطالعۀ

X برداری میدان هر مثال، برای ͬ گذارد. م تاثیر دیفرانسیل معادلۀ جواب های رفتار بر ͬͺتوپولوژی موانع از برخͬ

به را خواننده بیشتر جزئیات برای دارد. بحرانͬ نقاط x′ = X(x) معادلۀ ازاین رو، و دارد صفرهایی S2 روی

ͬ دهیم. م ارجاع [١١ ،٣]



عادی٧٣ دیفرانسیل معادلات

تمرین ها ١ . ٧

جواب ͷی نیز − sin t آنگاه باشد، جواب ͷی cos t اگر که دهید نشان ،x′ = f(x) معادلۀ برای . ١ . ١ تمرین

است.

:x′′ = f(x) معادلۀ برای . ١ . ٢ تمرین

است؛ جواب ͷی نیز 1/(1− t) آنگاه باشد، جواب ͷی 1/(1 + t) اگر که دهید نشان (الف)

باشد. جواب ͷی 1/(1 + t) که کنید پیدا طوری را f (ب)

باشد. t2/(1 + t) به صورت جواب ͷی دارای که کنید پیدا را خودگرانͬ معادلۀ . ١ . ٣ تمرین

نوشتن با ،R2 در (x, y)′ = (y, x) معادلۀ برای . ۴ . ١ تمرین

x(t) = r cosh θ(t) و y(t) = r sinh θ(t),

است. حقیقͬ ثابت ͷی c آن در که ،θ(t) = t+ c که دهید نشان ،r ∈ R با

برای که دهید نشان باشد. پیوسته تابع ͷی g : R → R و لیپشیتز تابع f : R → R کنید فرض . ۵ . ١ تمرین

}معادلۀ
x′ = f(x),
y′ = g(x)y,

دارد. یͺتا جواب (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ

باشد. پیوسته f : (a, b) → R \ {0} تابع کنید فرض . ۶ . ١ تمرین

ضابطۀ با تعریف شده g : (a, b) → R تابع که دهید نشان (الف)

g(x) =

∫ x

x0

1

f(y)
dy,

است. معکوس پذیر x0 ∈ R هر برای

دارد. یͺتا جواب (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ که دهید نشان (ب)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٧۴معادلات

کنید. محاسبه را t 7→ g(x(t)) تابع مشتق ،x(t) جواب برای راهنمایی:

باشد. Rn در داخلͬ ضرب < ., . > و C1 کلاس از تابع ͷی f : Rn → Rn کنید فرض . ١ . ٧ تمرین

با مسئلۀ جواب هر آنگاه ،< f(x), x >≤ 0 باشیم داشته ،x ∈ Rn هر برای اگر که دهید نشان (الف)

است. تعریف شده t > t0 همۀ برای (١ . ١٣) اولیۀ مقدار

باشیم داشته x ∈ Rn \ {0} هر برای که باشد دیفرانسیل پذیر تابع ͷی g : Rn → R اگر دهید نشان (ب)

g(x) ≥ ∥x∥2 و < f(x),▽g(x) >< 0,

همۀ برای (١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب هر آنگاه است)، g گرادیان ▽g و ||x||2 =< x, x > (که

است. شده تعریف t > t0

معادلۀ . ١ . ٨ }تمرین
x′ = −ay,
y′ = ax,

بنویسید. قطبی مختصات در را

معادلۀ . ١ . ٩ }تمرین
x′ = ϵx− y − x(x2 + y2),
y′ = x+ ϵy − y(x2 + y2),

بنویسید. قطبی مختصات در را

رابطۀ ،t ∈ [a, b] هر برای که باشند w > 0 با پیوسته توابع u, v, w : [a, b] → R کنید فرض . ١ . ١٠ تمرین

باشد برقرار زیر

u(t) ≤ v(t) +

∫ t

a

w(s)u(s)ds.

داشت خواهیم را زیر رابطۀ ،t ∈ [a, b] هر برای که دهید نشان

u(t) ≤ v(t) +

∫ t

a

w(s)v(s) exp(

∫ t

s

w(u)du)ds.



عادی٧۵ دیفرانسیل معادلات

،m ∈ N برای به طوری که باشد X کامل ͷمتری فضای ͷی از تبدیلͬ T : X → X کنید فرض . ١ . ١١ تمرین

دهید نشان باشد. انقباضͬ Tm

دارد؛ x0 ∈ X یͺتای ثابت نقطۀ T (الف)

ͬ شود. م همͽرا x0 به ͬ کند، م میل n→ ∞ ͬ که وقت Tn(x) دنبالۀ x ∈ X هر برای (ب)

ماتریس های از Mn فضای در نُرم ͷی (۴١ . ٠) با تعریف شده A 7→ ∥A∥ تابع که دهید نشان . ١ . ١٢ تمرین

ببینید). را ٢۶ . ١ (تعریف است حقیقͬ درایه های با n× n

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در A,B ∈Mn هر برای (۴١ . ٠) با تعریف شده ∥.∥ نُرم که دهید نشان . ١ . ١٣ تمرین

∥AB∥ ≤ ∥A∥.∥B∥.

مجموعۀ ͷی در x : I → Rn لیپشیتز توابع همۀ از ببینید) را ١ . ٣٠ قضیۀ ) Z ⊂ C(I) مجموعۀ . ١۴ . ١ تمرین

درنظر را (0 ∈ I (وقتͬ x(0) = 0 که ،(١ . ٣٨) رابطۀ در شده داده ثابت همان با ،I ⊂ Rk شدۀ داده کراندار

است زیر فاصلۀ با کامل ͷمتری فضای ͷی Z که دهید نشان بͽیرید.

d(x, y) = sup
{∥x(t)− y(t)∥

∥t∥
: t ∈ I \ {0}

}
.

شار از ͬ توان م را f چͽونه کنید بیان باشد. x′ = f(x) معادلۀ با تعریف شده شار φt کنید فرض . ١۵ . ١ تمرین

آورد. به دست

،x′ = f(x) معادلۀ آنگاه C1باشد، کلاس از کراندار تابع ͷی f : Rn → Rn اگر که دهید نشان . ١۶ . ١ تمرین

معکوس با پیوسته دوسویی تابعͬ یعنͬ، ) باشد همسانریخت ͷی φt تابع هر که ͬ کند م تعریف گونه ای به را شار

پیوسته).

که لیپشیتز تابع ͷی f : R× Rn → Rn کنید فرض ،T > 0 برای . ١ . ١٧ تمرین

f(t, x) = f(t+ T, x) برای (t, x) ∈ R× Rn.

ماکسیمال بازۀ (١ . ١٣) اولیۀ مقدار مسئلۀ از x(t, t0, x0) جواب (t0, x0) ∈ R× Rn هر برای که دهید نشان
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و دارد R

x(t, t0, x0) = x(t+ T, t0 + T, x0) برای t ∈ R.

کنید. رسم را R2 در (x, y)′ = (y, x3 − x) معادلۀ یعنͬ، ،x′′ = x3 − x معادلۀ فاز تصویر . ١ . ١٨ تمرین

کنید. رسم را زیر معادله های فاز تصویر . ١ . ١٩ تمرین

(١)
{
x′ = y(y2 − x2),
y′ = −x(y2 − x2);

(٢)
{
x′ = −y + x(1− x2 − y2),
y′ = x+ y(1− x2 − y2);

(٣)
{
x′ = x(10− x2 − y2),
y′ = y(1− x2 − y2).

کنید. پیدا را ١ . ١٩ تمرین در معادلات تناوبی مدارهای همۀ . ١ . ٢٠ تمرین

آورید به دست را زیر معادله های فاز تصویر ،λ ∈ R هر برای . ١ . ٢١ تمرین

(١) x′′ = λx(x− 1);

(٢) x′′ = x(x− λ);

(٣)
{
x′ = −y + x(λ− x2 − y2),
y′ = x+ y(λ− x2 − y2).

کنید پیدا زیر معادلۀ برای انتگرال ͷی . ١ . ٢٢ }تمرین
x′ = x+ 3y2,
y′ = −2x− y.

زیر معادلۀ . ١ . ٢٣ }تمرین
r′ = 0,
θ′ = (r2 − 1)(r2 cos2 θ + r sin θ + 1).



عادی٧٧ دیفرانسیل معادلات

بͽیرید درنظر را قطبی مختصات در

کنید. رسم را فاز تصویر (الف)

کنید. پیدا را سراسری جواب های همۀ (ب)

خیر. یا است پایستار معادلۀ آیا (ج)

رابطۀ در a ̸= 0 ثابت برای تناوبی مدارهای از T (r) دوره های مبدأ از ͬͽهمسای ͷی در که دهید نشان (د)

ͬ کند م صدق زیر

T (r) = 2π + ar2 + ◦(r2),

.(g(x) = ◦(xk) ͬ نویسیم م x→ 0 وقتͬ g(x)/xk → 0 به طوری که g : R → R تابع (برای

جواب ها.

.f(x) = 2x3 (ب) ١ . ٢

یعنͬ، ،[(x′ + x)/(2− x′)]′ = 1 ١ . ٣

(x, y)′ = (y, 2(y − 1)(y − 2)/(2 + x)).

.(r, θ)′ = (a, 0) ١ . ٨

.(r, θ)′ = (ϵr − r3, 1) ١ . ٩

.f(x) = (∂/∂t)φt(x)|t=0 ١۵ . ١

ندارد. وجود مدارتناوبی هیچ (الف) ١ . ٢٠

.{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} (ب)

ندارد. وجود مدارتناوبی هیچ (ج)

.E(x, y) = x2 + xy + y3 ١ . ٢٢

هستند. سراسری جواب ها همۀ (الف) ١ . ٢٣



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٧٨معادلات

است. پایستار آن (ج)



عادی٧٩ دیفرانسیل معادلات

.



٢ فصل

مزدوج ها و خطͬ معادلات

ابتدا دارد. اختصاص آن ها اختلال و خطͬ عادی دیفرانسیل معادلات کیفͬ ͬ های  ویژگ بررسͬ به فصل این

به ویژه، ͬ کنیم. م معرفͬ را است خطͬ معادلۀ جواب های دربارۀ کامل اطلاعات حاوی که اساسͬ، جواب مفهوم

فاز تصاویر از کاملͬ شرح سپس ͬ کنیم. م توصیف را تناوبی ضرایب و ثابت ضرایب با معادلات اساسͬ جواب های

اختلال های جواب های برای را پارامترها تغییر فرمول همچنین ͬ دهیم. م ٢ و ١ بعد در ثابت ضرایب با معادلات

ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلۀ دو جواب های بین مزدوج مفهوم سرانجام، ͬ دهیم. م ارائه خطͬ معادلۀ ͷی

ضرایب برحسب خطͬ مزدوج های و ͬͺتوپولوژی دیفرانسیل پذیری، خصوصیات مورد در و ͬ کنیم، م معرفͬ را ثابت

ͬ دهیم. م ارجاع [١٧ ،١۵ ،۴] به را خواننده اضافͬ موضوعات برای ͬ کنیم. م بحث معادلات

خودگردان غیر خطͬ معادلات ٢ . ١

به صورت Rn روی را معادلات بخش این در

x′ = A(t)x, (٢ . ١)

Mnمجموعۀ که ͬ کنیم م (یادآوری ͬ کند م تغییر t ∈ R با پیوسته A(t)به طور ∈Mn ماتریس که ͬ گیریم م درنظر

ͬ شود. م نامیده خطͬ معادلۀ (٢ . ١) معادلۀ است). حقیقͬ درایه های با n× n ماتریس های



مزدوج ها٨١ و خطͬ معادلات

x به نسبت موضعͬ به طور و پیوسته f(t, x) = A(t)x که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ جواب ها. فضای . ١ . ١ . ٢

یعنͬ ،(١ . ١٣) اولیۀ مقدار با مسئلۀ که ͬ شود م نتیجه (١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ از است. لیپشیتز

{
x′ = A(t)x,
x(t0) = x0,

(٢ . ٢)

دارد. t0 شامل باز بازۀ روی یͺتا جواب

دارند. R ماکسیمال بازۀ (٢ . ١) معادلۀ جواب های همۀ .٢ . ١ قضیه

جوابی x = x(t) اگر است. مشابه کاملا́ t ≤ t0 برای استدلال ͬ گیریم. م درنظر را t ≥ t0 حالت ابتدا برهان.

داریم ،t0 شامل باز بازۀ برای آنگاه باشد، (٢ . ١) معادلۀ از

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

A(s)x(s)ds,

داریم بازه، آن در t ≥ t0 برای ازاین رو، و

∥x(t)∥ < ∥x(t0)∥+
∫ t

t0

∥A(s)∥.∥x(s)∥ds.

است برقرار زیر رابطۀ t مقادیر همان برای که ͬ شود م نتیجه (١ . ٣٩ (قضیۀ گرونوال لم از

∥x(t)∥ ≤ ∥x(t0)∥ exp
∫ t

t0

∥A(s)∥ds.

متناهͬ ،t و t0 هر برای و است خوش تعریف
∫ t
t0
∥A(s)∥ds انتگرال است، پیوسته t 7→ A(t) تابع ازآنجایی که

است. R ،x جواب ماکسیمال بازۀ که ͬ شود م نتیجه ۴۶ . ١ قضیۀ از ازاین رو، است.

همۀ کرد: بازنویسͬ زیر به صورت را ٢ . ١ قضیۀ ͬ توان م ،۵۶ . ١ تعریف در سراسری جواب مفهوم استفاده از با

هستند. سراسری (٢ . ١) معادلۀ جواب های

است. خطͬ فضای ͷی (٢ . ١) معادلۀ جواب های همۀ مجموعۀ ͬ دهد م نشان زیر نتیجۀ



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٨٢معادلات

c1x1+c2x2 ،c1, c2 ∈ R هر برای آنگاه باشند، (٢ . ١) معادلۀ جواب های x1, x2 : R → Rn اگر .٢ . ٢ قضیه

است. (٢ . ١) معادلۀ از جوابی

داریم برهان.

(c1x1 + c2x2)
′ = c1x

′
1 + c2x

′
2

= c1A(t)x1 + c2A(t)x2

= A(t)(c1x1 + c2x2),

است. (٢ . ١) معادلۀ از جوابی c1x1 + c2x2 ازاین رو، و

معادلۀ .٢ . ٣ مثال

(
x
y

)′

=

(
0 1
−1 0

)(
x
y

)
, (٢ . ٣)

داریم بͽیرید. درنظر را ͬ شوند م معین c ∈ R و r ≥ 0 با (١ . ٧) توسط جواب ها که

(
x(t)
y(t)

)
=

(
r cos c cos t+ r sin c sin t
−r cos c sin t+ r sin c cos t

)
= r cos c

(
cos t
− sin t

)
+ r sin c

(
sin t
cos t

)
.

بردارهای توسط تولیدشده ،٢ بˀعد از خطͬ فضای ͷی (٢ . ٣) معادلۀ جواب های همۀ مجموعۀ که ͬ دهد م نشان این

است زیر خطͬ) (مستقل

(cos t,− sin t) و (sin t, cos t).

داریم. را زیر نتیجۀ به طورکلͬ،

است. n بˀعد از خطͬ فضای ͷی (٢ . ١) معادلۀ جواب های تمام مجموعۀ .۴ . ٢ قضیه



مزدوج ها٨٣ و خطͬ معادلات

از جوابی xi = xi(t) کنید فرض ،i = 1, . . . , n برای باشد. Rn از پایه ͷی en ،. . . ،e1 کنید فرض برهان.

به صورت ͬ توان م را (٢ . ٢) مسئلۀ جواب دلخواه، x0 ∈ Rn برای باشد. x0 = ei با (٢ . ٢) اولیۀ مقدار با مسئلۀ

تابع که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ ،x0 =
∑n
i=1 ciei نوشتن با آورد. به دست زیر

x(t) =

n∑
i=1

cixi(t),

توابع توسط (٢ . ١) معادلۀ جواب های فضای به ویژه، است. x(t0) = x0 با (٢ . ١) معادلۀ از جوابی

که ͬ کنیم م فرض ͬ اند، خط مستقل جواب ها این  دهیم نشان اینکه برای ͬ شود. م تولید xn(t) ،. . . ،x1(t)

باشد برقرار زیر رابطۀ t ∈ R هر و c1, . . . , cn ∈ R ثابت های برای

n∑
i=1

cixi(t) = 0.

(چون c1 = c2 = · · · = cn = 0 ازاین رو و ͬ آوریم، م به دست را
∑n
i=1 ciei = 0 رابطۀ ،t = t0 اختیار با

هستند. خطͬ مستقل xn(t) ،. . . ،x1(t) توابع ازاین رو، است). پایه en ،. . . ،e1

معرفͬ را زیر مفهوم که است مفید (٢ . ١) معادلۀ جواب های همۀ توصیف برای اساسͬ. جواب های . ٢ . ١ . ٢

کنیم.

تشͺیل را (٢ . ١) معادلۀ جواب های فضای از پایه ͷی ستون هایش Mnکه در مقادیری X(t)با تابع .۵ . ٢ تعریف

ͬ شود. م نامیده معادله از اساسͬ جواب ͷی ͬ دهد م

صدق زیر رابطۀ در t ∈ R هر برای که است X : R →Mn تابع ͷی اساسͬ جواب هر که ͬ شویم م متذکر

ͬ کند م

X ′(t) = A(t)X(t), (۴ . ٢)

ͬ شود. م محاسبه جمله به جمله X(t) مشتق
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X(t)c حاصل ضرب ،c ∈ Rn بردار هر برای باشد. (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) کنید فرض حال

و باشند X(t) ستون های xn(t) ،. . . ،x1(t) اگر دقیق تر، به طور است. X(t) ستون های از خطͬ ترکیب ͷی

داریم آنگاه ،c = (c1, . . . , cn)

X(t)c =

n∑
i=1

cixi(t).

X(t)جواب که هستند، c ∈ Rn به صورتX(t)cبا توابعͬ دقیقاً (٢ . ١) معادلۀ جواب های که ͬ دهد م نشان این

است. اساسͬ

جواب های تنها x′ = f(x) معادلۀ که باشد C1به گونه ای کلاس از تابعͬ f : Rn → Rn کنید فرض .۶ . ٢ مثال

ͬ گیریم م درنظر را زیر ماتریس های ،φ0(x) = x با φt(x) جواب برای باشد. داشته سراسری

A(t) = dφt(x)f.

معادلۀ

y′ = A(t)y,

برابری از ͬ شود. م نامیده φt(x) جواب امتداد در x′ = f(x) خطͬ وردشͬ معادلۀ

∂

∂t
φt(x) = f(φt(x)),

داریم را زیر رابطۀ آنگاه باشد، منظم به اندازۀکافͬ (t, x) 7→ φt(x) نگاشت اگر که ͬ شود م نتیجه

∂

∂t
dxφt = dφt(x)fdxφt = A(t)dxφt.

ͬ کند م صدق زیر تساوی در X(t) = dxφt تابع که ͬ دهد م نشان این

X ′(t) = A(t)X(t),

داریم ،c ∈ Rn هر برای همچنین ازاین رو، و

(X(t)c)′ = A(t)(X(t)c).



مزدوج ها٨۵ و خطͬ معادلات

ازآنجایی که

X(0) = dxφ0 = dxId = Id,

در x′ = f(x) خطͬ وردشͬ معادلۀ اساسͬ جواب X(t) ازاین رو، و هستند، خطͬ مستقل X(t) ستون های

است. φt(x) جواب امتداد

ͬ کنیم. م بیان را ͬͺکم نتیجۀ ͷی حال

هستند. خطͬ مستقل ستون هایش t ∈ R هر برای آنگاه باشد، (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ X(t)جواب اگر .٢ . ٧ قضیه

که ͬ دهیم م نشان ،t0 ∈ R برای باشند. X(t) اساسͬ جواب ستون های xn(t) ،. . . ،x1(t) کنید فرض برهان.

کنید فرض c1, . . . , cn ∈ R ثابت های برای هستند. خطͬ مستقل xn(t0) ،. . . ،x1(t0) بردارهای
n∑
i=1

cixi(t0) = 0.

جواب پس

x(t) =

n∑
i=1

cixi(t), (۵ . ٢)

t ∈ هر برای که ͬ شود م نتیجه جواب ها یͺتایی از و ͬ کند، م صدق x(t0) = 0 شرط در (٢ . ١) معادلۀ از

) ͬ دهند م تشͺیل جواب ها فضای از پایه ای xn(t) ،. . . ،x1(t) توابع ازآنجایی که است. x(t) = 0 ،R

بردارهای ازاین رو، .c1 = · · · = cn = 0 که ͬ شود م نتیجه (۵ . ٢) از است)، اساسͬ جواب X(t) زیرا

هستند. خطͬ مستقل xn(t0) ،. . . ،x1(t0)

دارد. را زیر نتیجۀ ٢ . ٧ قضیۀ

ͬ شود م معین زیر به صورت (٢ . ٢) اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب .٢ . ٨ قضیه

x(t) = X(t)X(t0)
−1x0, t ∈ R, (۶ . ٢)

است. (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ جوابی X(t) که



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٨۶معادلات

(۶ . ٢) در x(t) تابع ازاین رو، و است، معکوس پذیر X(t0) ماتریس که ͬ شود م نتیجه ٢ . ٧ قضیۀ از برهان.

به علاوه است. خوش تعریف

x(t0) = X(t0)X(t0)
−1x0 = x0,

که ͬ شود م نتیجه (۴ . ٢) رابطۀ از و

x′(t) = X ′(t)X(t0)
−1x0 = A(t)X(t)X(t0)

−1x0 = A(t)x(t).

است. (٢ . ٢) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی x(t) که ͬ دهد م نشان این

ͬ شوند. م مربوط به هم زیر به صورت اساسͬ جواب دو هر

C ∈ Mn معکوس پذیر ماتریس آنگاه باشند، (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ جواب های Y (t) و X(t) اگر .٢ . ٩ قضیه

.Y (t) = X(t)C ،t ∈ R هر برای به طوری که دارد وجود

ستون های از خطͬ ترکیب ͷی Y (t) ستون هر هستند، اساسͬ جواب های Y (t) و X(t) ازآنجایی که برهان.

خواهیم ،t ∈ R هر برای به طوری که دارند وجود C,D ∈ Mn ماتریس های ازاین رو، برعکس. و است X(t)

داشت

Y (t) = X(t)C و X(t) = Y (t)D.

ازاین رو

Y (t) = X(t)C = Y (t)DC. (٢ . ٧)

Y (t) بنابراین، هستند. خطͬ مستقل t ∈ R هر برای Y (t) ماتریس ستون های ،٢ . ٧ قضیۀ توسط ازطرف دیͽر،

است. معکوس پذیر C ماتریس به ویژه، .DC = Id که ͬ شود م نتیجه (٢ . ٧) رابطۀ از و است معکوس پذیر

،t ∈ R هر برای آنگاه باشد، خطͬ معادلۀ اساسͬ جواب X(t) اگر که ͬ شود م نتیجه ٢ . ٧ قضیۀ از همچنین

داریم. دترمینان برای فرمول ͷی حقیقت، در .detX(t) ̸= 0



مزدوج ها٨٧ و خطͬ معادلات

رابطۀ t, t0 ∈ R هر برای آنگاه باشد، (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) اگر لیوویل).١ (فرمول .٢ . ١٠ قضیه

بود خواهد برقرار زیر

detX(t) = detX(t0) exp

∫ t

t0

tr A(s)ds.

که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ برهان.

d

dt
detX(t) =

n∑
i=1

detDi(t), (٢ . ٨)

نوشتن با است. آمده به دست X(t) iام سطر مشتق گیری از که است n × n ماتریس Di(t) آن در که

،t ∈ R هر برای که ͬ شود م نتیجه (۴ . ٢) رابطۀ از ،A(t) = (aij(t)) و X(t) = (xij(t))

x′ij(t) =

n∑
k=1

aik(t)xkj(t), i, j = 1, . . . , n.

است زیر به صورت Di(t) iام سطر به ویژه،

(x′i1(t), . . . , x
′
in(t)) =

( n∑
k=1

aik(t)xk1(t), . . . ,

n∑
k=1

aikxkn(t)
)

=

n∑
k=1

aik(t)(xk1(t), . . . , xkn(t)).

که ͬ شود م نتیجه دترمینان خواص و (٢ . ٨) از است، X(t) سطر های از خطͬ ترکیب ͷی آخر مجموع ازآنجایی که

d

dt
detX(t) =

n∑
i=1

aii(t) detX(t)

= tr A(t) detX(t).

نتیجه در است. u′ = tr A(t)u معادلۀ از جوابی u(t) = detX(t) تابع دیͽر، عبارت به

u(t) = u(t0) exp

∫ t

t0

tr A(s)ds.

است. برقرار مطلوب نتیجۀ بنابراین
1Liouville’s formula
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ثابت ضرایب با معادلات ٢ . ٢

به صورت Rn در خطͬ معادلات از خاصͬ حالت بخش، این در

x′ = Ax, (٢ . ٩)

f(t, x) = Ax تابع که ͬ کنیم م توجه ͬ گیریم. م درنظر را است حقیقͬ درایه های با n×nماتریس ͷیA آن در که

است. لیپشیتز x به نسبت موضعͬ به طور و پیوسته ازاین رو، و است، C1 کلاس از

ͬ کنیم. م یادآوری را ماتریس ͷی نمای مفهوم ابتدا ،(٢ . ٩) معادلۀ حل برای ماتریس. ͷی نمای . ١ . ٢ . ٢

ͬ شود م تعریف زیر ضابطۀ با A ∈Mn ماتریس نمای .٢ . ١١ تعریف

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak, (٢ . ١٠)

.e0 = Id قرارداد به بنا آن در که

است. همͽرا A ماتریس هر برای (٢ . ١٠) توانͬ سری .٢ . ١٢ قضیه

ازاین رو و است، برقرار ∥Ak∥ ≤ ∥A∥k رابطۀ k ∈ N هر برای که داد نشان ͬ توان م آسانͬ به برهان.

∞∑
k=0

1

k!
∥Ak∥ ≤

∞∑
k=0

1

k!
∥A∥k = e∥A∥ < +∞. (٢ . ١١)

است. نیز همͽرا ازاین رو، و است همͽرا مطلق به طور (٢ . ١٠) سری دیͽر، عبارت به

خواهیم را زیر رابطۀ ازاین رو و است، برقرار Ak = Id رابطۀ k ∈ N هر برای آنگاه ،A = Id اگر .٢ . ١٣ مثال

داشت

eId =

∞∑
k=0

1

k!
Id = eId.



مزدوج ها٨٩ و خطͬ معادلات

زیر به صورت eA آنگاه باشند، λn ،. . . ،λ1 قطری درایه های با n× n قطری ماتریس ͷی A اگر .١۴ . ٢ مثال

بود خواهد

eA =

∞∑
k=0

1

k!
Ak =

∞∑
k=0

1

k!

λk1 0

0 λkn


=

∑∞
k=0

1
k!λ

k
1 0

0
∑∞
k=0

1
k!λ

k
n


=

eλ1 0

0 eλn

 .

ماتریس .١۵ . ٢ مثال

A =

(
0 Id

−Id 0

)
,

داریم بͽیرید. درنظر را است همانͬ ماتریس Id ∈Mn آن در که

A0 = Id, A1 = A, A2 = −Id, A3 = −A, A4 = Id,

بنابراین .Ak+4 = Ak داریم ،k ∈ N هر برای ازاین رو، و

eAt = (
t0

0!
+
t4

4!
+ · · · )Id+ (

t1

1!
+
t5

5!
+ · · · )A

−(
t2

2!
+
t6

6!
+ · · · )Id− (

t3

3!
+
t7

7!
+ · · · )A

=
eit + e−it

2
Id+

eit − e−it

2i
A

= cos tId+ sin tA.

جبرخطͬ از اساسͬ نتیجۀ ͷی ابتدا ماتریس، ͷی نمای محاسبۀ برای سریع حدی تا روش ͷی توصیف به منظور

ͬ آوریم. م یاد به را



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٩٠معادلات

C در درایه هایی با S معکوس پذیر n× n ماتریس ،A ∈Mn هر برای جردن) متعارف (صورت .١۶ . ٢ قضیه

به طوری که است موجود

S−1AS =

R1 0

0 Rk

 , (٢ . ١٢)

به طوری که nj ≤ n با است، nj × nj ماتریس ͷی Rj بلوک هر که

Rj =


λj 1 0

. . .
. . . 1

0 λj

 , (٢ . ١٣)

است. A ویژۀ مقدار λj که

کرد. محاسبه زیر به صورت ͬ توان م را ماتریس ͷی نمای ،١۶ . ٢ قضیۀ در جردن متعارف صورت از استفاده با

خواهد برقرار زیر رابطۀ آنگاه باشد، (٢ . ١٢) در جردن متعارف صورت با مربعͬ ماتریس ͷی A اگر .٢ . ١٧ قضیه

بود

eA = SeS
−1ASS−1 = S

eR1 0

0 eRk

S−1. (١۴ . ٢)

داریم بنابراین، است. برقرار (S−1AS)k = S−1AkS رابطۀ ،k ∈ N هر برای برهان.

eS
−1AS =

∞∑
k=0

1

k!
(S−1AS)k = S−1(

∞∑
k=0

1

k!
Ak)S = S−1eAS.

بلوک هر نمای مجزای محاسبه با بلوکͬ صورت در ماتریس ͷی نمای که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ ازطرف دیͽر،

که معنا این به ͬ آید. م به دست

eS
−1AS =

eR1 0

0 eRk

 .

است. برقرار مطلوب نتیجۀ بنابراین،



مزدوج ها٩١ و خطͬ معادلات

زیر به صورت صریح به طور ͬ توان م را eA نمای باشد، (٢ . ١٣) مانند Rj منفرد بلوک از متشͺل A وقتͬ

کرد. محاسبه

آن در که باشد، A = λId+N به صورت A ∈Mn ماتریس اگر .٢ . ١٨ قضیه

N =


0 1 0

. . .
1

0 0

 , (١۵ . ٢)

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ آنگاه

eA = eλ
(
Id+N +

1

2!
N2 + . . .+

1

(n− 1)!
Nn−1

)
. (١۶ . ٢)

که داد نشان ͬ توان م ͬ شوند، م جابجا N و λId ماتریس ازآنجایی که برهان.

eA = eλIdeN ,

خواهیم ،Nn = 0 چون ازطرف دیͽر، .eλId = eλId داریم ،١۴ . ٢ مثال به توجه با ببینید). را ۴ . ٢ (تمرین

داشت

eN =

n−1∑
k=0

1

k!
Nk =

n−1∑
k=0

1

k!
Nk,

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ ازاین رو، و

eA = eλId

n−1∑
k=0

1

k!
Nk = eλ

n−1∑
k=0

1

k!
Nk.

ͬ دهد. م نتیجه را (١۶ . ٢) رابطۀ این

ͬ دهیم. م شرح را ماتریس ͷی نمای و x′ = Ax خطͬ معادلۀ بین رابطۀ بخش این در معادلات. حل . ٢ . ٢ . ٢

ͬ کنیم. م شروع ͬͺکم نتیجۀ ͷی با

ͬ شود. م محاسبه eAt از درایه به درایه مشتق گیری با که ،(eAt)′ = AeAt داریم ،t ∈ R هر برای .٢ . ١٩ قضیه



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٩٢معادلات

داریم برهان.

eAt =

∞∑
k=0

1

k!
tkAk.

ازآنجایی که
∞∑
k=0

1

k!
∥tkAk∥ ≤

∞∑
k=0

1

k!
∥tA∥k = e∥tA∥ < +∞,

ͬ توان م t ∈ R هر برای ازاین رو، است. +∞ همͽرایی شعاع با t برحسب توانͬ سری ͷی eAt ماتریس درایۀ هر

آورد به دست را زیر رابطۀ سری، از جمله به جمله مشتق گیری با

(eAt)′ =

∞∑
k=0

1

k!
ktk−1Ak

= A

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
tk−1Ak−1 = AeAt.

ͬ کنیم. م پیدا را (٢ . ٩) معادلۀ جواب های همۀ حال

توسط ،x(t0) = x0 اولیۀ شرط با x′ = Ax معادلۀ جواب .(t0, x0) ∈ R × Rn کنید فرض .٢ . ٢٠ قضیه

ͬ شود م معین زیر ضابطۀ

x(t) = eA(t−t0)x0, t ∈ R. (٢ . ١٧)

بازۀ ٢ . ١ قضیۀ به توجه با و است، یͺتا مطلوب جواب ،(١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ به توجه با برهان.

داریم ،(٢ . ١٧) در x(t) تابع برای که کنیم مشاهده است کافͬ اثبات تکمیل برای است. R آن ماکسیمال

x(t0) = eA0x0 = e0x0 = Idx0 = x0,

داریم ،٢ . ١٩ قضیۀ به توجه با و

x′(t) = AeA(t−t0)x0 = Ax(t).



مزدوج ها٩٣ و خطͬ معادلات

a = 0

a > 0

a < 0

.x′ = ax معادلۀ فاز تصویر :٢ . ١ شͺل

است. مطلوب جواب x(t) که ͬ دهد م نشان این

شرح را R2 و R در ثابت ضرایب با خطͬ معادلات همۀ فاز تصاویر بخش این در فاز. ٢ . ٢ . ٣ .تصاویر

ͬ دهد. م اسͺالر معادلات برای کاملͬ توصیف ͷی زیر مثال  ͬ دهیم. م

٢ . ١ شͺل در که آنها فاز تصاویر بͽیرید. درنظر را است a ∈ R که ،x′ = ax اسͺالر معادلۀ .٢ . ٢١ مثال

دارند. وجود بحرانͬ نقاط تنها ،a = 0 وقتͬ یعنͬ، دارد. بستگͬ a ثابت علامت به فقط است شده داده نشان

شده داده نشان جهت R− و R+ ͬ مانده باق مدارهای و است، بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ a ̸= 0 وقتͬ ازطرف دیͽر،

دارند. را ٢ . ١ شͺل در

توضیح جردن متعارف صورت براساس را آنها فاز تصاویر و ͬ گیریم م درنظر را R2 در خطͬ معادلات اکنون

ͬ دهیم. م

ͬ گیریم م درنظر زیر به صورت λ1, λ2 ∈ R برای را جردن متعارف صورت Aبا ∈M2 ماتریس ابتدا .٢ . ٢٢ مثال

(
λ1 0
0 λ2

)
,

است). شͺل این آن کانونͬ متعارف صورت فقط بلͺه است، شͺل این از A که ͬ کنیم نم فرض که ͬ کنیم م (تأکید

معادلۀ جواب های باشند. λ2 و λ1 ویژۀ مقادیر با متناظر به ترتیب A ویژۀ بردارهای v1, v2 ∈ R2 کنید فرض



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٩۴معادلات

v2 v1

.λ1 < λ2 < 0 حالت :٢ . ٢ شͺل

نوشت زیر به صورت c1, c2 ∈ R با ͬ توان م را x′ = Ax

x(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2, t ∈ R. (٢ . ١٨)

ͬ گیریم. م درنظر را حالت چندین حال

داریم ،t→ ∞ ͬ که وقت ،c2 ̸= 0 برای .λ1 < λ2 < 0 حالت

x(t)

c2eλ2t
→ v2 (٢ . ١٩)

شͺل مانند مورد این فاز تصویر .(t → +∞ (وقتͬ دارد را v2 جهت مجانبی به طور x(t) جواب ازاین رو، و

ͬ شود. م نامیده پایدار گره مبدأ و است، ٢ . ٢

و است، برقرار t → −∞ وقتͬ (٢ . ١٩) خاصیت ،c2 ̸= 0 برای به همین ترتیب، .λ1 > λ2 > 0 حالت

٢ . ٣ شͺل مانند مورد این فاز تصویر .(t→ −∞ (وقتͬ دارد را v2 جهت مجانبی به طور x(t) جواب ازاین رو،

است. ناپایدار گره ͷی مختصات مبدأ و است،

شͺل مانند فاز تصویر دارد. وجود v1 جهت در انقباض و v2 جهت در انبساط اکنون .λ1 < 0 < λ2 حالت

است. زینͬ نقطۀ ͷی مبدأ و است، ۴ . ٢



مزدوج ها٩۵ و خطͬ معادلات

v2 v1

.λ1 > λ2 > 0 حالت :٢ . ٣ شͺل

نوشت زیر به صورت c1, c2 ∈ R با ͬ توان م را (٢ . ١٨) جواب .λ2 > 0 و λ1 = 0 حالت

x(t) = c1v1 + c2e
λ2tv2, t ∈ R. (٢ . ٢٠)

جهت با مبدأ از که مستقیمͬ خط ازطرف دیͽر، ͬ پیماید. م را v2 جهت با پرتو ͷی جواب c2 ̸= 0 برای ازاین رو،

است. ۵ . ٢ شͺل مانند مورد این فاز تصویر است. شده تشͺیل بحرانͬ نقاط از کاملا́ ͬ گذرد م v1

همان فاز تصویر مشابه، به طور ͬ شود. م معین (٢ . ٢٠) به توجه با دوباره جواب، .λ2 < 0 و λ1 = 0 حالت

است. شده داده نشان ۶ . ٢ شͺل در که است

نوشت زیر به صورت x0 ∈ R2 با ͬ توان م اکنون را (٢ . ١٨) جواب .λ1 = λ2 = λ < 0 حالت

x(t) = eλtx0, t ∈ R.

خاصͬ جهت هیچ دارد، وجود مجانبی که جایی در ͬ افتد م اتفاق ٢ . ٢ شͺل در آنچه برخلاف که ͬ کنیم م توجه

نامیده پایدار گره مبدأ، و است، شده داده نشان ٢ . ٧ شͺل در که است همان فاز تصویر بنابراین، ندارد. وجود

ͬ شود. م

مبدأ، و است، شده داده نشان ٢ . ٨ شͺل در که است همان فاز تصویر مشابه، به طور .λ1 = λ2 > 0 حالت



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٩۶معادلات

v2 v1

.λ1 < 0 < λ2 حالت :۴ . ٢ شͺل

v2

v1

.λ2 > 0 و λ1 = 0 حالت :۵ . ٢ شͺل



مزدوج ها٩٧ و خطͬ معادلات

v2

v1

.λ2 < 0 و λ1 = 0 حالت :۶ . ٢ شͺل

.λ1 = λ2 = 0 حالت :٢ . ٧ شͺل



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٩٨معادلات

.λ1 = λ2 > 0 حالت :٢ . ٨ شͺل

است. ناپایدار گره ͷی

دارد. وجود بحرانͬ نقاط تنها حالت این در .λ1 = λ2 = 0 حالت

ͬ گیریم. م درنظر را حقیقͬ ویژۀ مقدار با غیرقطری جردن متعارف صورت های حالت اکنون

ͬ گیریم م درنظر λ ∈ R برای را زیر جردن متعارف صورت با A ∈M2 ماتریس های .٢ . ٢٣ )مثال
λ 1
0 λ

)
.

نوشت زیر به صورت c1, c2 ∈ R با ͬ توان م را x′ = Ax معادلۀ جواب های که کرد بررسͬ ͬ توان م به آسانͬ

x(t) = [(c1 + c2t)v1 + c2v2]e
λt, t ∈ R, (٢ . ٢١)

که هستند بردارهایی v1, v2 ∈ R2 \ {0} که

Av1 = λv1 و Av2 = λv1 + v2. (٢ . ٢٢)

داریم ، t→ −∞ و t→ +∞ وقتͬ ،c2 ̸= 0 یا c1 ̸= 0 که جا هر

x(t)

(c1 + c2t)eλt
→ v1.



مزدوج ها٩٩ و خطͬ معادلات

v2

v1

.λ < 0 حالت :٢ . ٩ شͺل

ͬ گیریم. م درنظر را حالت سه اکنون

نامیده پایدار گره مبدأ، و است، شده داده نشان ٢ . ٩ شͺل در که است همان فاز تصویر .λ < 0 حالت

ͬ شود. م

نامیده ناپایدار گره مبدأ، و است، شده داده نشان ٢ . ١٠ شͺل در که است همان فاز تصویر .λ > 0 حالت

ͬ شود. م

نوشت زیر به صورت c1, c2 ∈ R با اکنون ͬ توان م را (٢ . ٢١) جواب .λ = 0 حالت

x(t) = (c1v1 + c2v2) + c2tv1, t ∈ R,

جهت با مبدأ از که مستقیمͬ خط به ویژه، هستند. (٢ . ٢٢) رابطۀ در صادق بردارهای v1, v2 ∈ R2 \ {0} که

است. شده داده نشان ٢ . ١١ شͺل در فاز تصویر است. شده تشͺیل بحرانͬ نقاط از کاملا́ ͬ گذرد، م v1



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٠٠معادلات

v2

v1

.λ > 0 حالت :٢ . ١٠ شͺل

نوشت زیر به صورت c1, c2 ∈ R با اکنون ͬ توان م را (٢ . ٢١) جواب .λ = 0 حالت

x(t) = (c1v1 + c2v2) + c2tv1, t ∈ R,

جهت با مبدأ از که مستقیمͬ خط به ویژه، هستند. (٢ . ٢٢) رابطۀ در صادق بردارهای v1, v2 ∈ R2 \ {0} که

سرانجام، است. شده داده نشان ٢ . ١١ شͺل در فاز تصویر است. شده تشͺیل بحرانͬ نقاط از کاملا́ ͬ گذرد، م v1

مقادیر حقیقͬ، درایه های با ماتریس های برای که ͬ آوریم م یاد به ͬ گیریم. م درنظر را غیرحقیقͬ ویژۀ مقادیر حالت

مقادیر این با متناظر ویژۀ بردارهای به علاوه، ͬ شوند. م ظاهر مزدوج مختلط اعداد جفت در همیشه غیرحقیقͬ ویژۀ

کنیم. استفاده مختلط متغیرهای از که است طبیعͬ ازاین رو، و هستند، C2 \ R2 در لزوماً ویژه

.b ̸= 0 آن در که a − ib و a + ib ویژۀ مقادیر با 2 × 2 ماتریس ͷی A ∈ M2 کنید فرض .٢۴ . ٢ مثال

ͬ شوند م معین زیر به صورت C2 در x′ = Ax معادلۀ جواب های

x(t) = c1e
(a+ib)tv1 + c2e

(a−ib)tv2, t ∈ R,



مزدوج ها١٠١ و خطͬ معادلات

v2

v1

.λ = 0 حالت :٢ . ١١ شͺل

.c1, c2 ∈ C و هستند a − ib و a + ib با متناظر ویژۀ بردارهای ترتیب به v1, v2 ∈ C2 \ {0} آن در که

Av1 = (a+ib)v1 از واقع، در کرد. اختیار v1 برابر را v2 ͬ توان م دارد، حقیقͬ ماتریسAدرایه های ازآنجایی که

که ͬ شود م نتیجه

Av1 = Av1 = (a+ ib)v1 = (a− ib)v1,

ͬ آوریم م به دست ،c2 = c1 اختیار با ازاین رو، است. a− ib ویژۀ مقدار با متناظر ویژۀ بردار v1 ازاین رو، و

x(t) = eat[c1 cos(bt) + c1i sin(bt)]v1 + eat[c1 cos(bt)− c1i sin(bt)]v1

= 2eat cos(bt)Re(c1v1)− 2eat sin(bt)Im(c1v1). (٢ . ٢٣)

هستند R2 در زیر بردارهای که ͬ شویم م متذکر

u1 = 2Re(c1v1) و v2 = −2Im(c1v1).

ͬ گیریم. م درنظر را حالت سه اکنون

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (٢ . ٢٣) جواب حالت این در .a = 0 حالت

x(t) = cos(bt)u1 + sin(bt)u2.
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.a = 0 حالت :٢ . ١٢ شͺل

.a > 0 حالت :٢ . ١٣ شͺل

دست به آن از حرکت جهت تغییر با یا است شده داده نشان ٢ . ١٢ شͺل در که است همان فاز تصویر ازاین رو،

ͬ گویند. م مرکز را مبدأ است). b علامت تغییر به مربوط (این ͬ آید م

است. پایدار کانون مبدأ، و است، شده داده نشان ٢ . ١٣ شͺل در که است همان فاز تصویر .a > 0 حالت

است. ناپایدار کانون مبدأ، و است، شده داده نشان ١۴ . ٢ شͺل در که است همان فاز تصویر .a < 0 حالت
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.a < 0 حالت :١۴ . ٢ شͺل

پارامترها تغییر فرمول ٢ . ٣

همچنان ͬ کنیم. م ارائه را (٢ . ٢) خطͬ معادلات اختلالات از کلاس ͷی جواب های برای نتیجه ͷی بخش، این در

ͬ کنند. م تغییر t ∈ R با پیوسته به طور A(t) ∈Mn ماتریس که ͬ کنیم م فرض

برای باشد. پیوسته تابع ͷی b : R → Rn کنید فرض پارامترها).١ تغییر (فرمول .٢۵ . ٢ قضیه

اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب ،(t0, x0) ∈ R× Rn{
x′ = A(t)x+ b(t),
x(t0) = x0,

(٢۴ . ٢)

ͬ شود م معین زیر ضابطۀ با و دارد R ماکسیمال بازۀ

x(t) = X(t)X(t0)
−1x0 +

∫ t

t0

X(t)X(s)−1b(s)ds, (٢۵ . ٢)

ͬ شود. م محاسبه مؤلفه به مؤلفه انتگرال، و است، (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) که

تابع که ͬ دانیم م برهان.

f(t, x) = A(t)x+ b(t),

1Variation of parameters formula
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،(١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ از استفاده با ازاین رو، است. لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت و پیوسته

پیوسته s 7→ X(t)X(s)−1b(s) تابع ازآنجایی که به علاوه، دارد. یͺتا جواب (٢۴ . ٢) اولیۀ مقدار با مسئلۀ

(٢۵ . ٢) رابطۀ در انتگرال هستند). B مؤلفه های از پیوسته توابع ،B ماتریس معکوس مؤلفه های (چون است

هر برای x(t) تابع که ͬ شود م نتیجه ۴۶ . ١ قضیۀ از ازاین رو، است. متناهͬ t و t0 هر برای و است خوش تعریف

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ (۴ . ٢) از استفاده با و ،x(t0) = x0 به علاوه، است. شده تعریف t ∈ R

x′(t) = X ′(t)X(t0)
−1x0 +

∫ t

t0

X ′(t)X(s)−1b(s)ds+X(t)X(t)−1b(t)

= A(t)X(t)X(t0)
−1x0 +A(t)

∫ t

t0

X(t)X(s)−1b(s)ds+ b(t)

= A(t)x(t) + b(t).

است. برقرار مطلوب نتیجۀ بنابراین

معادلات

x′ = A(t)x و x′ = A(t)x+ b(t),

در را پارامترها تغییر فرمول همچنین ͬ شوند. م نامیده غیرهمͽن معادلۀ و همͽن معادلۀ عنوان به به ترتیب اغلب

ͬ آوریم. م به دست (٢ . ٩) خودگردان خطͬ معادلۀ اختلالات خاصِ حالت

برای باشد. پیوسته تابع ͷی b : R → Rn کنید فرض پارامترها). تغییر (فرمول .٢۶ . ٢ قضیه

اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب ،(t0, x0) ∈ R× Rn

{
x′ = Ax+ b(t),
x(t0) = x0,

(٢۶ . ٢)

ͬ شود م معین زیر ضابطۀ با و دارد R ماکسیمال بازۀ

x(t) = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s)b(s)ds. (٢ . ٢٧)
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ازاین رو، دارد. R ماکسیمال بازۀ با یͺتا جوابی (٢۶ . ٢) اولیۀ مقدار مسئلۀ ،٢۵ . ٢ قضیۀ از استفاده با برهان.

رابطۀ (٢ . ٢٧) در x(t) تابع برای که کنیم مشاهده است کافͬ

x(t0) = eA0x0 = Idx0 = x0,

داریم را زیر رابطۀ همچنین

x′(t) = AeA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

AeA(t−s)b(s)ds+ eA(t−t)b(t)

= A(eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s)b(s)ds) + b(t)

= Ax(t) + b(t).

ͬ کند. م کامل را قضیه اثبات این

اگر که است واقعیت این دلیل به این، نیست. ٢۵ . ٢ قضیۀ از فوری نتیجۀ ͷی ٢۶ . ٢ قضیۀ که ͬ شویم م متذکر

نباشد، برابر X(t− s) با است ممͺن X(t)X(s)−1 به طورکلͬ آنگاه باشد، (٢ . ١) معادلۀ اساسͬ جواب X(t)

ببینید). را ٢ . ٣ (تمرین است برقرار ثابت ضرایب با معادلات برای خاصیت این که چند هر

ͬ کنیم. م بیان را ͬͺکم نتیجۀ ͷی حال

ثابت های آنگاه باشد، داشته منفͬ حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر تنها A ∈ Mn ماتریس اگر .٢ . ٢٧ قضیه

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارند وجود c, d > 0

∥eAt∥ ≤ ce−dt, t ≥ 0. (٢ . ٢٨)

که ͬ شود م نتیجه (١۶ . ٢) و (١۴ . ٢) از هستند، منفͬ A ماتریس ویژۀ مقادیر حقیقͬ قسمت ازآنجایی که برهان.

برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارند وجود pij چندجمله ای و cij , dij > 0 ثابت های eAt از aij(t) مؤلفۀ هر برای

است

|aij(t)| ≤ cije
−dijt|pij(t)|, t ≥ 0.
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داریم را زیر رابطۀ نباشد، صفر با متحد pij که وقتͬ

lim
n→+∞

sup
1

t
log(e−dijt|pij(t)|) = −dij ,

است برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارد وجود cij > 0 داده شده، ϵ > 0 برای ازاین رو، و

e−dijt|pij(t)| ≤ cije
−(dij−ϵ)t, t ≥ 0.

ͬ گیریم م نتیجه رابطه این از

|aij(t)| ≤ cijcije
−(dij−ϵ)t, t ≥ 0.

به صورت ͷکوچ به اندازۀکافͬ ϵ اختیار با

d := min{dij − ϵ : i, j = 1, . . . , n} > 0,

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ

|aij(t)| ≤ ce−dt, t ≥ 0, (٢ . ٢٩)

آن در که

c = max{cijcij : 1, j = 1, . . . , n}.

C ≥ 1 ثابت ،∥.∥′ و ∥.∥ داده شدۀ نُرم دو برای یعنͬ، هستند، معادل ،Rm در نُرم ها همۀ که ͬ کنیم م یادآوری

است برقرار زیر رابطۀ x ∈ Rm هر برای به طوری که دارد وجود

C−1∥x∥ ≤ ∥x∥
′
≤ C∥x∥.

که ͬ شود م نتیجه (٢ . ٢٩) رابطۀ از m = n2 اختیار با گرفت، درنظر یͺسان Rn2 با ͬ توان م را Mn ازآنجایی که

است. برقرار c ثابت برای (٢ . ٢٨) رابطۀ
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است. زیر به شرح x′ = Ax+ b(t) صورت به معادلات از خاص کلاس ͷی برای ٢۶ . ٢ قضیۀ از کاربردی

منفͬ ͬͽهم A ماتریس ویژه مقادیر حقیقͬ قسمت که ͬ کنیم م فرض ،٢۶ . ٢ قضیۀ مفروضات تحت .٢ . ٢٨ مثال

از x = x(t) جواب که ͬ شود م نتیجه ٢۶ . ٢ قضیۀ از ،(٢ . ٢٨) رابطۀ از استفاده با است. کراندار b تابع و باشند

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در t ≥ 0 برای t0 = 0 با (٢۶ . ٢) اولیۀ مقدار با مسئلۀ

∥x(t)∥ ≤ ce−dt∥x0∥+
∫ t

0

ce−d(t−s)Kds,

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ t ≥ 0 برای ازاین رو، .K = sups>0 ∥b(s)∥ آن در که

∥x(t)∥ ≤ ce−dt∥x0∥+
c

d
(1− e−dt)K.

است. کراندار R+ در جواب به ویژه،

تناوبی ضرایب با معادلات ۴ . ٢

Rn در دقیق تر، به طور ͬ گیریم. م درنظر را تناوبی ضرایب با خطͬ معادلات از خاص حالت ͷی بخش این در

معادلات

x′ = A(t)x, (٢ . ٣٠)

که ͬ کنیم م فرض و ͬ کنند، م تغییر t ∈ R با پیوسته به طور A(t) ∈Mn ماتریس های آن در که ͬ گیریم م درنظر را

باشد برقرار زیر رابطۀ t ∈ R هر برای به طوری که باشد موجود T > 0

A(t+ T ) = A(t). (٢ . ٣١)

زیر رابطۀ t ∈ R هر برای هرگاه ͬ شود م گفته T−تناوبی ،F : R → Rm تابع ،T > 0 برای .٢ . ٢٩ تعریف

باشد برقرار

F (t+ T ) = F (t).
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باشد. T−تناوبی ،T > 0 برای هرگاه ͬ شود م گفته تناوبی F تابع

هستند. T−تناوبی ،T > 0 هر برای ثابت توابع ،٢ . ٢٩ تعریف به توجه با

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٢ . ٣٠ مثال

x′ = a(t)x,

ͬ شوند م معین زیر ضابطۀ با جواب ها است. تناوبی پیوستۀ تابعͬ a : R → R آن در که

x(t) = exp(

∫ t

t0

a(s)ds)x(t0), t ∈ R.

است. صفر با برابر تابع تناوبی جواب تنها و ،x(t) = et−t0x(t0) داریم ،a(t) = 1 وقتͬ مثال، برای

داریم ،a(t) = cos t وقتͬ ازطرف دیͽر،

x(t) = esin t−sin t0x(t0),

است. غیرثابت 2π−تناوبی تابع ͷی جواب x(t0) ̸= 0 برای و

ماتریس های مجموعۀ همچنان ͬ دهیم. م شرح را تناوبی ضرایب با خطͬ معادلات اساسͬ جواب های حال

ͬ دهیم. م نشان Mn با را n× n

معادلۀ از اساسͬ جواب هر آنگاه باشد، T−تناوبی پیوستۀ تابعͬ A : R → Mn اگر (فلوکه).١ .٢ . ٣١ قضیه

است زیر به صورت  (٢ . ٣٠)

X(t) = P (t)eBt, (٢ . ٣٢)

و هستند n× n ماتریس های ،t ∈ R هر برای P (t) و B که

P (t+ T ) = P (t), t ∈ R. (٢ . ٣٣)
1Floquet
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t ∈ R برای آنگاه باشد، (٢ . ٣٠) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) اگر که ͬ شود م نتیجه (۴ . ٢) رابطۀ از برهان.

نوشت ͬ توان م

X ′(t+ T ) = A(t+ T )X(t+ T ) = A(t)X(t+ T ). (٣۴ . ٢)

n×n ماتریسͬ ٢ . ٩ قضیۀ طبق نتیجه در است، (٢ . ٣٠) معادلۀ اساسͬ جواب نیز Y (t) = X(t+T ) ازاین رو،

،t ∈ R برای به طوری که است موجود C مانند معکوس پذیر

X(t+ T ) = X(t)C. (٣۵ . ٢)

.eBT = C به طوری که است موجود B مانند n × n ماتریس است، معکوس پذیر C ازآنجایی که ازطرف دیͽر،

S−1CS به طوری که باشد معکوس پذیر n×nماتریس ͷی S کنید فرض آورد. به دست زیر به صورت را آن ͬ توان م

C (چون λj ̸= 0 با ،Rj = λjId + Nj ماتریس هر برای باشد. داشته را (٢ . ١٢) جردن متعارف صورت

ͬ کنیم م تعریف را زیر رابطۀ ،(١۵ . ٢) مانند nj × nj ماتریسͬ Nj و است) معکوس پذیر

logRj = log[λj(Id+
Nj
λj

)]

= (log λj)Id+

nj−1∑
m=1

(−1)m+1Nm
j

mλmj
,

(برای .elogRj = Rj ،j هر برای که داد نشان ͬ توان م است. آمده به دست مختلط لͽاریتم شاخۀ از log λj که

ماتریس که ͬ دهد م نتیجه این ببینید). را [١۶] مثال

B =
1

T
S

logR1 0

0 logRk

S−1, (٣۶ . ٢)

ͬ کنیم م تعریف t ∈ R هر برای را زیر n× n ماتریس اکنون ͬ کند. م صدق eBt = C در

P (t) = X(t)e−Bt.
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است برقرار زیر رابطۀ که ͬ شود م نتیجه ببینید) نیز را ٢ . ٣ (تمرین (٣۵ . ٢) رابطۀ از

P (t+ T ) = X(t+ T )e−B(t+T )

= X(t)eBT e−B(t+T )

= X(t)e−Bt = P (t).

ͬ کند. م کامل را قضیه اثبات این

برای آنگاه ،eBT = C اگر که است واضح نیست. یͺتا وقت هیچ (٢ . ٣٢) در B ماتریس که ͬ کنیم م توجه

داریم را زیر رابطۀ m ∈ Z هر

exp[(B +m(2πi/T )Id)T ] = C.

همۀ ٢ . ٧ قضیۀ به توجه با چون است، معکوس پذیر t ∈ R هر برای P (t) ماتریس که ͬ کنیم م مشاهده همچنین

هستند. معکوس پذیر X(t) ماتریس های

ͬ کنیم. م معرفͬ را زیر مفاهیم و ͬ گیریم م درنظر T−تناوبی را A(t) پیوستۀ تابع همچنان ما

:(٢ . ٣٠) معادلۀ از X(t) اساسͬ جواب برای .٢ . ٣٢ تعریف

برقرار X(t+T ) = X(t)C رابطۀ t ∈ R هر برای به طوری که C ∈Mn معکوس پذیر ماتریس ͷی (الف)

ͬ شود. م نامیده (٢ . ٣٠) معادلۀ مداری ماتریس باشد،

ͬ شوند. م نامیده (٢ . ٣٠) معادلۀ مشخصۀ مضارب C مداری ماتریس ویژۀ مقادیر (ب)

ͬ شود. م نامیده (٢ . ٣٠) معادلۀ مشخصۀ نمای است، مشخصه مضرب eλT به طوری که λ ∈ C عدد (ج)

آنها تعریف برای که هستند مداری ماتریس از مستقل مشخصه نماهای و مشخصه مضارب دوی هر واقع، در

است. زیر قضیۀ از فوری نتیجۀ ͷی این است. شده استفاده
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اساسͬ جواب های Y (t) و X(t) اگر باشد. T−تناوبی پیوستۀ تابعͬ A : R →Mn کنید فرض .٢ . ٣٣ قضیه

وجود C معکوس پذیر n × n ماتریس آنگاه باشند، D و C به ترتیب مداری ماتریس های برای (٢ . ٣٠) معادلۀ

است برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارد

S−1CS = D. (٢ . ٣٧)

ͬ کنند م صدق زیر روابط در t ∈ R هر برای D و C مداری ماتریس های برهان.

X(t+ T ) = X(t)C و Y (t+ T ) = Y (t)D. (٢ . ٣٨)

با ازاین رو، هستند. اساسͬ جواب های نیز Y (t + T ) و X(t + T ) که ͬ شود م نتیجه (٣۴ . ٢) از ازطرف دیͽر،

است برقرار زیر رابطۀ t ∈ R هر برای به طوری که دارد وجود S معکوس پذیر n× n ماتریس ،٢ . ٩ قضیۀ به توجه

Y (t+ T ) = X(t+ T )S.

داشت خواهیم را زیر رابطۀ بنابراین،

Y (t+ T ) = X(t)CS = Y (t)S−1CS. (٢ . ٣٩)

ͬ شود. م نتیجه (٢ . ٣٧) رابطۀ (٢ . ٣٨) در دوم برابری با (٢ . ٣٩) مقایسۀ با

شروع ثابت ضرایب خاص حالت با ͬ دهیم، م ارائه را تناوبی ضرایب با خطͬ معادلات از مثال هایی اکنون

ͬ کنیم. م

ͬ توان م ،t ∈ R هر برای A(t) = A به طوری که باشد داشته وجود A ∈ Mn ماتریس ͷی وقتͬ .٣۴ . ٢ مثال

و B ماتریس های که ͬ شود م نتیجه (٢ . ٣١ (قضیۀ فلوکه قضیۀ از کرد. اختیار را (٢ . ٣١) رابطۀ در T > 0 ثابت

داریم را زیر رابطۀ t ∈ R هر برای به طوری که دارند وجود P (t)

eAt = P (t)eBt. (۴٢ . ٠)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١١٢معادلات

داریم را زیر رابطۀ ͬ شوند، م جابجا AT و At ازآنجایی که

eA(t+T ) = eAt.eAT

ماتریس S کنید فرض حال است. (٢ . ٣٠) معادلۀ مداری ماتریس C = eAT ازاین رو و ببینید)، را ٢ . ٣ (تمرین

،(٣۶ . ٢) به توجه با دارد. را (٢ . ١٢) جردن متعارف صورت S−1AS به طوری که باشد معکوس پذیر n× n

B =
1

T
S log(S−1eATS)S−1

=
1

T
S log e(S

−1AS)TS−1

=
1

T
S

log eR1T 0

0 log eRkT

S−1

=
1

T
S

R1T 0

0 RkT

S−1

= S

R1 0

0 Rk

S−1 = A,

است. برقرار P (t) = Id رابطۀ t ∈ R هر برای که ͬ شود م نتیجه (۴٢ . ٠) از و

مضارب ازاین رو، است. C = eA مداری ماتریس دارای ،x′ = Ax معادلۀ ،T = 1 اختیار با مثال، برای

از صحیح مضرب ͷی تفاوت با و هستند، A ویژۀ مقادیر λn ،. . . ،λ1 که هستند eλi ∈ C اعداد مشخصه،

هستند. λn ،. . . ،λ1 مشخصه نماهای ،2πi

بͽیرید درنظر را زیر 2π−تناوبی ضرایب با خطͬ معادلۀ .٣۵ . ٢ )مثال
x
y

)′

=

(
1 2 + sin t
0 − cos t/(2 + sin t)

)(
x
y

)
.

ͬ شوند م معین زیر به صورت جواب ها که داد نشان ͬ توان م )به آسانͬ
x(t)
y(t)

)
=

(
−c+ det

c/(2 + sin t)

)
=

(
−1 et

1/(2 + sin t) 0

)(
c
d

)
,



مزدوج ها١١٣ و خطͬ معادلات

است زیر به صورت اساسͬ جواب ازاین رو، هستند. c, d ∈ R که

X(t) =

(
−1 et

1/(2 + sin t) 0

)
,

ͬ دهد م نتیجه را زیر مداری ماتریس که

C = X(0)−1X(2π)

=

(
0 2
1 2

)(
−1 e2π

1/2 0

)
=

(
1 0
0 e2π

)
.

هستند. e2π و 1 مشخصه مضارب بنابراین،

را تناوبی ضرایب با خطͬ معادلۀ جواب های مجانبی رفتار مشخصه نماهای که ͬ دهد م نشان زیر نتیجۀ

ͬ کنند. م مشخص

معادلۀ مشخصه نمای λ دراین صورت، باشد. T−تناوبی پیوستۀ تابع A : R →Mn کنید فرض .٣۶ . ٢ قضیه

باشد. (٢ . ٣٠) معادلۀ از جوابی eλtp(t) تابع ،p ناصفر T−تناوبی تابع ازای به اگر تنها و اگر است (٢ . ٣٠)

قضیۀ از باشد. (٢ . ٣٠) معادلۀ از جوابی p ناصفر T−تناوبی تابع برای eλtp(t) که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

است برقرار زیر رابطۀ t ∈ R برای به طوری که دارد وجود x0 ∈ Rn که ͬ شود م نتیجه (٢ . ٣١ (قضیۀ فلوکه

eλtp(t) = P (t)eBtx0.

ͬ شود م نتیجه زیر رابطۀ (٢ . ٣٣) از به علاوه،

eλ(t+T )p(t) = P (t)eB(t+T )x0,

یعنͬ

eλtP (t)eBtx0 = P (t)eBteBTx0.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١١۴معادلات

داشت خواهیم بنابراین،

P (t)eBt(eBT − eλT Id)x0 = 0.

است، eBT مداری ماتریس ویژۀ مقدار ͷی eλT عدد است، معکوس پذیر t ∈ R هر برای P (t)eBt ازآنجایی که

است. مشخصه نمای λ و

و ٢ . ١٧ قضیۀ از است. eBT ویژۀ مقدار eλT دراین صورت باشد. مشخصه نمای λ که ͬ کنیم م فرض اکنون

است. یͺسان تکرار تعداد با eBT ویژۀ مقدار eµT آنگاه باشد، B ویژۀ مقدار µ اگر که ͬ شود م نتیجه فوراً ٢ . ١٨

طوری x0 ∈ Rn \ {0} ازاین رو، است. B ویژۀ مقدار λ عدد ،2πi مضرب ͷی تفاوت با که ͬ دهد م نتیجه این

داشت خواهیم t ∈ R برای و است، Bx0 = λx0 که دارد وجود

eBtx0 = eλtx0.

ͬ آوریم م به دست را زیر جواب ،P (t) ضرب با

P (t)eBtx0 = eλtP (t)x0 = eλtp(t),

که ͬ شود م نتیجه (٢ . ٢٢) رابطۀ از و ͬ شود، نم صفر p تابع که است واضح است. p(t) = P (t)x0 که

p(t+ T ) = P (t+ T )x0 = P (t)x0 = p(t).

ͬ کند. م تکمیل را قضیه اثبات این

مشخص را جواب ها مجانبی رفتار A(t) ماتریس های ویژۀ مقادیر به طورکلͬ که ͬ دهد م نشان زیر مثال 

ͬ کنند. نم

با R2 در x′ = A(t)x معادلۀ (مارکوس‐یامابه).١ .٢ . ٣٧ مثال

A(t) =
1

2

(
−2 + 3 cos2 t 2− 3 sin t cos t

−2− 3 sin t cos t −2 + 3 sin2 t

)
1Markus-Yamabe



مزدوج ها١١۵ و خطͬ معادلات

به صورت t ∈ R هر برای A(t) ماتریس ویژۀ مقادیر که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ بͽیرید. درنظر را

به صورت آن اساسͬ جواب ازطرف دیͽر، دارند. منفͬ حقیقͬ قسمت آنها به ویژه، هستند. (−1 ± i
√
7)/4

است زیر

X(t) =

(
et/2 cos t e−t sin t
−et/2 e−t cos t

)
, (۴٢ . ١)

(۴٢ . ١) رابطۀ از ،٣۶ . ٢ قضیۀ توسط به هرحال، ͬ کنند. م رشد نمایی به طور که دارند وجود جواب هایی بنابراین و

هستند. −1 و 1/2 مشخصه نماهای که ͬ شود م نتیجه

کنیم. پیدا T−تناوبی جواب های وجود برای معیاری که ͬ دهد م اجازه همچنین ٣۶ . ٢ قضیۀ

(٢ . ٣٠) معادلۀ مشخصه مضرب 1 اگر باشد. T−تناوبی پیوستۀ تابع A : R →Mn کنید فرض .٢ . ٣٨ قضیه

دارد. وجود ناصفر T−تناوبی جواب آنگاه باشد،

تابع ،٣۶ . ٢ قضیۀ به توجه با .eλT = 1 به طوری که باشد مشخصه نمای ͷی λ ∈ C کنید فرض برهان.

داریم ،λ ∈ R هر برای است. (٢ . ٣٠) از جوابی x(t) = eλtp(t) به طوری که دارد وجود p ناصفر T−تناوبی

x(t+ T ) = eλ(t+T )p(t+ T ) = eλT eλtp(t) = x(t),

است. T−تناوبی ،x تابع و

کردن حل  بدون مشخصه نماهای و مشخصه مضارب دربارۀ اطلاعاتͬ ͬ توان م چطور که ͬ دهیم م توضیح حال

آورد. به دست معادله صریح

،(٢ . ٣٠) معادلۀ مشخصۀ مضارب اگر باشد. T−تناوبی پیوستۀ تابع A : R →Mn کنید فرض .٢ . ٣٩ قضیه

آنگاه باشند، j = 1, . . . , n برای ρj = eλjT

n∏
j=1

ρj = exp

∫ T

0

tr A(s)ds, (۴٢ . ٢)
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و

n∑
j=1

λj =
1

T

∫ T

0

tr A(s)ds ( mod 2πi/T ). (۴٢ . ٣)

فرمول و (٣۵ . ٢) رابطۀ از باشد. C مداری ماتریس با (٢ . ٣٠) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) کنید فرض برهان.

که ͬ شود م نتیجه (٢ . ١٠ (قضیۀ لیوویل

detC =
detX(t+ T )

detX(t)
= exp

∫ t+T

t

tr A(s)ds = exp

∫ T

0

tr A(s)ds, (۴۴ . ٢)

فوراً (۴٢ . ٢) برابری هستند، C ویژۀ مقادیر مشخصه مضارب ازآنجایی که است. A تناوبی نتیجۀ آخر، تساوی که

که ͬ شویم م متذکر ابتدا ،(۴٢ . ٣) تساوی برای ͬ شود. م نتیجه (۴۴ . ٢) از

n∏
j=1

ρj =

n∏
j=1

eλjT = exp(T

n∑
j=1

λj).

که ͬ شود م نتیجه (۴٢ . ٢) از ازاین رو،

exp(T

n∑
j=1

λj) = exp

∫ T

0

tr A(s)ds.

است. برقرار مطلوب نتیجۀ بنابراین

علامت برحسب بیͺران جواب های وجود باشد. T−تناوبی پیوستۀ تابع A(t) کنید فرض .۴٢ . ٠ مثال

s = Re

n∑
j=1

λj ,

که ͬ شود م نتیجه ٣۶ . ٢ قضیۀ از و Reλj > 0 به طوری که دارد وجود jای آنگاه ،s > 0 اگر ͬ کنیم. م بررسͬ را

از و ،Reλj < 0 به طوری که دارد وجود jای آنگاه ،s < 0 اگر ازطرف دیͽر، دارد. وجود R+ در بیͺران جواب

دارد. وجود R− در بیͺران جواب که ͬ شود م نتیجه ٣۶ . ٢ قضیۀ

بͽیرید درنظر را زیر خطͬ معادلۀ .۴٢ . ١ }مثال
x′ = x+ y,
y′ = x+ (cos2 t)y.

(۴۵ . ٢)



مزدوج ها١١٧ و خطͬ معادلات

ماتریس که ͬ شویم م متذکر

A(t) =

(
1 1
1 cos2 t

)
,

ازآنجایی که است. تناوبی −π∫ π

0

tr A(s)ds =

∫ π

0

(1 + cos2 s)ds > 0,

که ͬ شود م نتیجه (۴٢ . ٣) از

Re(λ1 + λ2) =
1

π

∫ π

0

(1 + cos2 s)ds > 0,

R+ در که دارد وجود (۴۵ . ٢) معادلۀ از جوابی ،۴٢ . ٠ مثال به بنا ازاین رو، هستند. مشخصه نماهای λ2 و λ1 که

است. بیͺران

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۴٢ . ٢ مثال

x′′ + p(t)x = 0,

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را معادله ،x′ = y اینکه فرض با است. T−تناوبی پیوستۀ تابعͬ p : R → R )که
x
y

)′

=

(
0 1

−p(t) 0

)(
x
y

)
. (۴۶ . ٢)

ماتریس که ͬ شویم م متذکر

A(t) =

(
0 1

−p(t) 0

)
,

که ͬ شود م نتیجه ٢ . ٣٩ قضیۀ از است، برقرار tr A(t) = 0 رابطه t ∈ R هر برای ازآنجایی که است. T−تناوبی

ρ1ρ2 = exp

∫ T

0

tr A(s)ds = 1,

قضیۀ از ،e−λT = ρ2 و eλT = ρ1 به طوری که λ ∈ C اختیار با هستند. مشخصه مضارب ρ2 و ρ1 آن در که

توابع p2 و p1 که دارند، وجود (۴۶ . ٢) معادلۀ از e−λtp2(t) و eλtp1(t) جواب های که ͬ شود م نتیجه ٣۶ . ٢

هستند. غیرصفر T−تناوبی
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0

.(۴٢ . ٧) در معادلات فاز تصویر :١۵ . ٢ شͺل

خطͬ معادلات بین مزدوج ها ۵ . ٢

مقایسه هم با را ثابت ضرایب با خطͬ دیفرانسیل معادلۀ دو جواب های چطور که ͬ دهیم م توضیح بخش این در

ͬ پردازیم. م مزدوج مفهوم معرفͬ به ابتدا منظور، این برای کنیم.

دهیم. نشان را علاقه مندیم آنها به که را مسائلͬ تا ͬ کنیم م شروع مثال ͷی با ما مزدوج. مفهوم . ١ . ۵ . ٢

بͽیرید درنظر را زیر اسͺالر معادلات .۴٢ . ٣ مثال

x′ = x و y′ = 2y. (۴٢ . ٧)

ͬ شوند م معین زیر به صورت به ترتیب جواب ها

x(t) = etx(0) و y(t) = e2ty(0),

است. شده داده نشان ١۵ . ٢ شͺل در (۴٢ . ٧) در معادله دو هر فاز تصویر دارند. را R ماکسیمال بازۀ و

سرعت حال، این با کرد. متمایز هم از را (۴٢ . ٧) در معادله دو ͬ توان نم کیفͬ نظر از که معناست بدان این

است. جالب کمͬ نظر از جواب ها مقایسۀ همچنین ازاین رو، نیست. یͺسان معادله دو هر در جواب ها امتداد در

را زیر رابطۀ t, x ∈ R هر برای که کنیم پیدا طوری را h : R → R دوخطͬ تبدیل ͬ خواهیم م دقیق تر، به طور

باشیم داشته

h(etx) = e2th(x). (۴٢ . ٨)

φt, ψt : R → R تبدیلات t ∈ R هر برای یعنͬ، داد. شرح تعویض پذیر نمودار توسط ͬ توان م را (۴٢ . ٨) تساوی
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ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطه های با را

φt(x) = etx و ψt(x) = e2tx.

(۴٢ . ٨) تساوی ببینید). را ١ . ١١ (تعریف هستند شارها ψt و φt تبدیلات خانوادۀ که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را

h ◦ φt = ψt ◦ h,

است زیر تعویض پذیر نمودار با متناظر که

R R

R R

φt

h h

ψt

.

به دوسویی به صورت (۴٢ . ٧) در نخست معادلۀ از x(t) = etx(0) جواب باشد، برقرار (۴٢ . ٨) تساوی وقتͬ

نخست معادلۀ بحرانͬ نقطۀ تنها ازآنجایی که به ویژه، ͬ شود. م تبدیل دوم معادلۀ از y(t) = e2th(x(0)) جواب

کرد) نخواهد تبدیل جواب ها به را جواب ها دوسویی به طور h (یا شود تبدیل دوم معادلۀ بحرانͬ نقطۀ تنها به باید

.h(0) = 0 باشیم داشته باید

آورد به دست را زیر رابطۀ t به نسبت (۴٢ . ٨) از مشتق گیری با ͬ توان م است، دیفرانسیل پذیر h اینکه فرض با

h′(etx)etx = 2e2th(x).

ͬ آوریم م به دست x ∈ R \ {0} برای را زیر رابطۀ t = 0 اختیار با

h′(x)

h(x)
=

2

x
,

با است). دوسویی h و h(0) = 0 زیرا است، برقرار h(x) ̸= 0 رابطۀ x ̸= 0 برای که ͬ شویم م (متذکر

ͬ آوریم م به دست طرفین، از انتگرال گیری

log |h(x)| = log(x2) + c,
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همان این است. حقیقͬ ثابت c آن در که

h(x) = ax2,

درنظر زیر به صورت را h باشد دوسویی h اینکه برای .x < 0 یا x > 0 با ،a ∈ R \ {0} آن در که است

ͬ گیریم م

h(x) =


ax2 اگر x > 0,
0 اگر x = 0,
bx2 اگر x < 0,

(۴٢ . ٩)

h′(0) = 0 با R در h که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ .ab < 0 به طوری که هستند ثابت a, b ∈ R آن در که

نیست. دیفرانسیل پذیر مبدأ، در h معکوس هرحال، به است. دیفرانسیل پذیر

آمده ۴٢ . ٣ مثال در آنچه با مشابه شیوه ای به دقیق تر، به طور ͬ گیریم. م درنظر را دلخواه خطͬ معادلات اکنون

ͬ گیریم م در نظر Rn در را زیر خطͬ معادلات است،

x′ = Ax و y′ = By, (۵٢ . ٠)

هستند زیر به صورت به ترتیب جواب ها هستند. n× n ماتریس های B و A آن در که

x(t) = eAtx(0) و y(t) = eBty(0),

دارند. را R ماکسیمال بازۀ و

ͬ شوند: م گفته (۵٢ . ٠) معادلات جواب های .۴۴ . ٢ تعریف

تابعͬ (یعنͬ، باشد داشته وجود h : Rn → Rn مانند همسانریخت ͷی هرگاه ͬͺتوپولوژی مزدوج (الف)

زیر رابطۀ x ∈ Rn و t ∈ R هر برای به طوری که است) پیوسته نیز آن معکوس و پوشا و ͷبه ی ͷی پیوسته،

باشد برقرار

h(eAtx) = eBth(x). (۵٢ . ١)
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پوشا و ͷبه ی ͷی تبدیلͬ (یعنͬ، باشد داشته وجود h مانند دیفیومورفیسم ͷی هرگاه دیفرانسیلͬ مزدوج (ب)

برقرار x ∈ Rn و t ∈ R هر برای (۵٢ . ١) برابری به طوری که هستند) مشتق پذیر دو هر آن معکوس و خود که

باشد.

(۵٢ . ١) برابری به طوری که باشد داشته وجود h مانند معکوس پذیر خطͬ تبدیل ͷی هرگاه خطͬ مزدوج (ج)

باشد. برقرار x ∈ Rn و t ∈ R هر برای

معادلات جواب های بین خطͬ و دیفرانسیل پذیر ،ͬͺتوپولوژی مزدوج به ترتیب h که ͬ گوییم م دراین صورت،

است. (۵٢ . ٠)

با را φt, ψt : Rn → Rn تبدیلات ،t ∈ R هر برای است، آمده ۴٢ . ٣ مثال در که آنچه با مشابه شیوه ای به

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطه های

φt(x) = eAtx و ψt(x) = eBtx.

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (۵٢ . ١) تساوی دراین صورت

h ◦ φt = ψt ◦ h,

است زیر تعویض پذیر نمودار با متناظر که

Rn Rn

Rn Rn

φt

h h

ψt

.

هستند(چون دیفرانسیلͬ مزدوج آنها آنگاه باشند، خطͬ مزدوج (۵٢ . ٠) در معادلات جواب های اگر که است واضح

مزدوج آنها آنگاه باشند، دیفرانسیلͬ مزدوج جواب ها اگر و است)، دیفیومورفیسم ͷی معکوس پذیر خطͬ تبدیل هر

است). همسانریخت ͷی دیفیومورفیسم هر (چون هستند ͬͺتوپولوژی

نشان ابتدا ͬ دهیم. م شرح را مزدوج مختلف مفاهیم بین روابط بخش این در خطͬ. مزدوج های . ٢ . ۵ . ٢

هستند. معادل (۵٢ . ٠) معادلات برای دیفرانسیلͬ مزدوج و خطͬ مزدوج مفاهیم که ͬ دهیم م
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باشند. خطͬ مزدوج اگر تنها و اگر هستند دیفرانسیلͬ مزدوج (۵٢ . ٠) معادلات جواب های .۴۵ . ٢ قضیه

هستند. دیفرانسیلͬ مزدوج آنها آنگاه باشند، خطͬ مزدوج جواب ها اگر کردیم، مشاهده قبلا́ که همان طور برهان.

،x به نسبت (۵٢ . ١) تساوی از مشتق گیری با باشد. دیفرانسیلͬ مزدوج h : Rn → Rn کنید فرض اکنون

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ

deAtxhe
At = eBtdxh,

ͬ شود م نتیجه زیر تساوی x = 0 اختیار با است. x نقطۀ در h ژاکوبین ماتریس dxh که

CeAt = eBtC, (۵٢ . ٢)

از مشتق گیری با که است واضح است. معکوس پذیر n × n ماتریس ͷی C که ͬ شویم م متذکر .C = d.h که

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ ،h−1(h(x)) = x تساوی

dh(0)h
−1C = Id,

ضابطۀ با g : Rn → Rn معکوس پذیر خطͬ تبدیل برای است. معکوس پذیر C ماتریس که ͬ دهد م نشان که

است برقرار زیر رابطۀ x ∈ Rn و t ∈ R هر برای که ͬ شود م نتیجه (۵٢ . ٢) از ،g(x) = Cx

g(eAtx) = eBtg(x).

است. خطͬ مزدوج g به عبارت دیͽر،

مزدوج های است کافͬ ͬ شود، م مربوط خطͬ معادلات برای مزدوج ها مطالعۀ به آنچه در ،۴۵ . ٢ قضیۀ به توجه با

بͽیریم. درنظر را ͬͺتوپولوژی مزدوج های و خطͬ

مزدوج های که h : R → R پوشا دیفرانسیل پذیر تبدیلات که دادیم نشان قبلا́ .(۴٢ . ٣ مثال (ادامۀ .۴۶ . ٢ مثال

ازآنجایی که ͬ کنند. م اختیار را ab < 0 با (۴٢ . ٩) شͺل هستند، (۴٢ . ٧) معادلات جواب های بین ͬͺتوپولوژی
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مزدوج  هیچ که ͬ شود م نتیجه ۴۵ . ٢ قضیۀ از و ندارد وجود خطͬ مزدوج هیچ نیستند، خطͬ توابع این از ͷی هیچ

در h تابع معکوس دادیم، نشان ۴٢ . ٣ مثال در قبلا́ که همان گونه که است واضح ندارد. وجود نیز دیفرانسیلͬ

نیست. دیفرانسیل پذیر (۴٢ . ٩)

ͬ کنیم. م بیان (۵٢ . ٠) در B و A ماتریس های برحسب خطͬ مزدوج وجود برای معیار ͷی حال

C معکوس پذیر n× n ماتریس اگر تنها و اگر هستند خطͬ مزدوج (۵٢ . ٠) معادلات جواب های .۴٢ . ٧ قضیه

باشد برقرار زیر رابطۀ به طوری که داشته وجود

A = C−1BC. (۵٢ . ٣)

معکوس پذیر خطͬ تبدیل برای (۵٢ . ١) تساوی یعنͬ، هستند، خطͬ مزدوج جواب ها که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

است برقرار (۵٢ . ٢) تساوی دراین صورت، است. معکوس پذیر ماتریس C ازاین رو که است، برقرار h(x) = Cx

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ t به نسبت مشتق گیری با و

CAeAt = BeBtC.

است. برقرار (۵٢ . ٣) تساوی و ͬ شود، م نتیجه CA = BC رابطۀ t = 0 اختیار با سرانجام،

دراین صورت دارد. وجود (۵٢ . ٣) همانند C معکوس پذیر n× n ماتریس که ͬ کنیم م فرض اکنون

x′ = Ax⇔ x′ = C−1BCx⇔ (Cx)′ = B(Cx).

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطه های ،x(0) ∈ Rn و t ∈ R هر برای سوم، و اول معادله های کردن حل با

x(t) = eAtx(0) و Cx(t) = eBtCx(0).

بنابراین

CeAtx(0) = eBtCx(0),
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تبدیل برای (۵٢ . ١) تساوی ازاین رو، ͬ آوریم. م به دست را (۵٢ . ٢) رابطۀ است دلخواه x(0) بردار ازآنجایی که و

است. برقرار h(x) = Cx معکوس پذیر خطͬ

B و A اگر تنها و اگر هستند خطͬ مزدوج (۵٢ . ٠) معادلات جواب های که ͬ شود م نتیجه ۴٢ . ٧ قضیۀ از

باشند. داشته یͺسان جردن متعارف صورت

ازآنجایی که ͬ گیریم. م درنظر را ͬͺتوپولوژی مزدوج مفهوم بخش این در .ͬͺتوپولوژی مزدوج های . ٣ . ۵ . ٢

ͬ کند. م طبقه بندی را کمتری معادلات نیست، دقیق خطͬ مزدوج و دیفرانسیل پذیر مزدوج مفاهیم به اندازۀ آن

به به هرحال، دارند. بیشتری عناصر ͬͺتوپولوژی مزدوج مفهوم از آمده به دست هم ارزی کلاس های به عبارت دیͽر،

برای کنیم. مقایسه نیستند، مقایسه قابل غیراین صورت در که را خطͬ معادلات ͬ دهد م امͺان ما به دلیل، همین

فرم های B و A ماتریس های که آورد به دست معادلاتͬ جواب های بین را ͬͺتوپولوژی مزدوج های ͬ توان م مثال،

دقیق مطالعۀ ͬ افتد. م اتفاق خطͬ مزدوج مفهوم با ۴٢ . ٧ قضیۀ در آنچه برخلاف دارند، متفاوتͬ جردن متعارف

ͬ گیریم. م درنظر را ماتریس ها از خاصͬ دستۀ ͷی فقط و است، کتاب محدودۀ از خارج ͬͺتوپولوژی مزدوج های

باشند. ناصفر آن ویژۀ مقادیر همۀ حقیقͬ قسمت هرگاه ͬ شود م گفته هذلولوی A مربعͬ ماتریس .۴٢ . ٨ تعریف

پایۀ بر اثبات (برای ͬ کنند م تغییر درایه هایش با پیوسته به طور ماتریس ͷی ویژۀ مقادیر که ͬ کنیم م یادآوری

ͷکوچ به اندازۀکافͬ اختلال ͷی از آمده به دست ماتریس ازاین رو، ببینید). را [۵] مرجع مثال، برای روشه، قضیۀ

است. هذلولوی هم باز هذلولوی ماتریس ͷی درایه های) (از

احتساب با هستند، مثبت آن حقیقͬ قسمت که A ویژۀ مقادیر تعداد ،A مربعͬ ماتریس برای .۴٢ . ٩ تعریف

ͬ دهند. م نشان m(A) با را تکرار،

ͬ کنیم. م ثابت را هذلولوی ماتریس های با معادلات بین ͬͺتوپولوژی مزدوج های وجود معیار حال

اگر باشند. هذلولوی n× n ماتریس های B و A کنید فرض .۵٢ . ٠ قضیه

m(A) = m(B), (۵۴ . ٢)
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هستند. ͬͺتوپولوژی مزدوج (۵٢ . ٠) معادله های جواب های آنگاه

نتیجه خاص مورد ازاین ͬ توان م چͽونه که ͬ دهیم م توضیح ادامه در .m(A) = 0 که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

ͬ سازیم. م زیر به صورت را صریح ͬͺتوپولوژی مزدوج های گرفت.

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را q : Rn → R تابع .ͬͺکم تابع ͷی ساخت نخست. مرحلۀ

q(x) =

∫ ∞

0

∥eAtx∥2dt,

ͬ شود م معین زیر به صورت که است Rn در نُرم ∥.∥ که

∥(x1, . . . , xn)∥ = (

n∑
i=1

x2i )
1
2

دارند وجود c, µ > 0 ثابت های ٢ . ٢٧ قضیۀ به توجه با هستند، منفͬ A ویژۀ مقادیر حقیقͬ قسمت ازآنجایی که

که ͬ کند م ایجاب این است. برقرار ∥eAt∥ ≤ ce−µt رابطۀ t ≥ 0 هر برای ∫به طوری که ∞

0

∥eAtx∥2dt ≤
∫ ∞

0

c2e−2µt∥x∥2dt < +∞,

که ͬ کنیم م مشاهده ،B∗ با B ماتریس ترانهادۀ دادن نشان با است. خوش تعریف q تابع ازاین رو، و

q(x) =

∫ ∞

0

(eAtx)∗eAtxdt

=

∫ ∞

0

x∗(eAt)∗eAtxdt = x∗Cx, (۵۵ . ٢)

آن در که

C =

∫ ∞

0

(eAt)∗eAtdt,

یا 0 درجۀ جملات بدون Rn در 2 درجۀ از چندجمله ای ͷی q که ͬ دهد م نشان این است. n× n ماتریس ͷی

داریم x ̸= 0 برای به ویژه، است. 1

q
( x

∥x∥
)
=
q(x)

∥x∥2
. (۵۶ . ٢)
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اختیار با از این رو،

α = min{q(x) : ∥x∥ = 1} و β = max{q(x) : ∥x∥ = 1},

که ͬ شود م نتیجه (۵۶ . ٢) از

α∥x∥2 ≤ q(x) ≤ β∥x∥2. (۵٢ . ٧)

که داریم توجه .x ̸= 0 کنید فرض مزدوج. ساخت دوم. مرحلۀ

∥eAsx∥ → 0 وقتͬ s→ +∞

و

∥eAsx∥ → +∞ وقتͬ s→ −∞. (۵٢ . ٨)

غیرتکین eAs ماتریس که داریم توجه دوم، خاصیت برای ͬ شود. م نتیجه ٢ . ٢٧ قضیۀ از بلافاصله نخست خاصیت

را A ریشۀ فضاهای اکنون است. برقرار eAsx ̸= 0 رابطۀ x ̸= 0 برای ازاین رو، و ببینید)، را ٢ . ٣ (تمرین است

ͬ گیریم م درنظر زیر به صورت A از λ ویژۀ مقدار هر برای

Fλ =
{
x ∈ Cn : (A− λId)kx = 0 برای k ∈ N

}
.

است. تکرارها گرفتن درنظر بدون A ویژۀ مقادیر همه روی مستقیم جمع که ،Cn = ⊕λFλ که ͬ کنیم م یادآوری

ازاین رو

Rn = ⊕λ(Rn ∩ Fλ).

ناصفر Rn∩Fλ در x مؤلفۀ به طوری که دارد وجود A از λ ویژۀ مقدار ͷی حداقل ،x ∈ Rn \{0} برای به ویژه،

ناصفر درایه های تمام که دهیم نشان است کافͬ (۵٢ . ٨) خاصیت اثبات برای ،(١۶ . ٢) به توجه با ازاین رو، است.

ماتریس

eBt = eλt
(
Id+ tN + . . .+

1

(m− 1)!
tm−1Nm−1

)
,
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متذکر منظور، این برای هستند. یͺسانͬ ویژگͬ دارای است، m×m جردن بلوک ͷی B = λId+N آن در که

است برقرار زیر رابطۀ آنگاه باشد، ناصفر چندجمله ای ͷی p(t) و باشد منفͬ λ حقیقͬ قسمت اگر که ͬ شویم م

|eλp(t)| → +∞ وقتͬ t→ −∞.

است. R+ ،s 7→ q(eAsx) توابع تصویر که ͬ شود م نتیجه از(٢ . ۵٧) ͬ دهیم. م ادامه قضیه اثبات به

داریم ازطرف دیͽر،

q(eAsx) =

∫ ∞

0

∥eA(t+s)x∥2dt =
∫ ∞

s

∥eAtx∥2dt, (۵٢ . ٩)

به طوری که دارد وجود یͺتا tx ∈ R ͷی به ویژه، است. نزولͬ اکیداً s 7→ q(eAsx) تابع ازاین رو، و

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را h : Rn → Rn تابع اکنون .q(eAtxx) = 1

h(x) =

{
e−BtxeAtxx/q(eAtxx)

1/2 اگر x ̸= 0,
0 اگر x = 0,

(۶٢ . ٠)

که

q(x) =

∫ ∞

0

∥ eBtx ∥2 dt. (۶٢ . ١)

ازآنجایی که

q(eA(tx−t)eAtx) = q(eAtxx) = 1,

ازاین رو .teAtx = tx − t داریم

h(eAtx) =
e−B(tx−t)eA(tx−t)eAtx

q(eA(tx−t)eAtx)1/2

=
eBte−BtxeAtxx

q(eAtxx)1/2
= eBth(x),

h که کنیم بررسͬ باید است، ͬͺتوپولوژی مزدوج h دهیم نشان اینکه برای ͬ شود. م اثبات (۵٢ . ١) تساوی که

است. یͺسانریختͬ
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مبدأ) از (غیر x 7→ tx تابع که ͬ شود م نتیجه ضمنͬ تابع قضیۀ و (۵٢ . ٩) از .h پیوستگͬ سوم. مرحلۀ

درجۀ از چندجمله ای ͷی q که داد نشان ͬ توان م ،(۵٢ . ٩) مشابۀ روندی با ازطرف دیͽر، است. دیفرانسیل پذیر

مبدأ از غیر h تابع که ͬ شود م نتیجه (۶٢ . ٠) از ازاین رو، است. ͷی یا صفر درجه جمله های بدون Rn در ٢

اختیار با و (۵۶ . ٢) مشابۀ روندی با است. پیوسته x = 0 در h که ͬ دهیم م نشان حال است. دیفرانسیل پذیر

α = min{q(x) : ∥x∥ = 1} و β = max{q(x) : ∥x∥ = 1},

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ

α∥x∥2 ≤ q(x) ≤ β∥x∥2. (۶٢ . ٢)

،x → 0 وقتͬ که کنیم ثابت است کافͬ است پیوسته مبدأ در h که دهیم نشان اینکه برای ،(۶٢ . ٢) به توجه با

داریم را زیر رابطۀ x ̸= 0 برای ،(۶٢ . ٠) به توجه با ͬ شود. م برقرار q(h(x)) → 0 رابطۀ

q(h(x)) =
q(e−BtxeAtxx)

q(eAtxx)
.

که ͬ شود م نتیجه (۶٢ . ١) از ازطرف دیͽر،

q(e−BtxeAtxx) =

∫ ∞

0

∥e−BtxeBteAtxx∥2dt ≤ ∥e−Btx∥2q(eAtxx),

ازاین رو و

q(h(x)) ≤ ∥e−Btx∥2. (۶٢ . ٣)

است برقرار زیر رابطۀ (۵٢ . ٩) به توجه با که، ͬ کنیم م ملاحظه اکنون

q(eAtxx) =

∫ ∞

tx

∥eAtx∥∥2dt = 1.

منفͬ B ویژۀ مقادیر حقیقͬ قسمت ازآنجایی که ͬ شود. م برقرار tx → −∞ رابطۀ ،x → 0 وقتͬ ازاین رو،

که ͬ دهد م نشان این ͬ شود. م برقرار q(h(x)) → 0 رابطۀ ،x → 0 وقتͬ که ͬ شود م نتیجه (۶٢ . ٣) از هستند،



مزدوج ها١٢٩ و خطͬ معادلات

است. پیوسته Rn در h

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را g : Rn → Rn تابع .h معکوس ساخت چهارم. مرحلۀ

g(x) =

{
e−AsxeBsxx/q(eBsxx)1/2 اگر x ̸= 0,
0 اگر x = 0,

به طوری که است یͺتا حقیقͬ عدد ͷی sx که

q(eBsxx) =

∫ ∞

sx

∥eBtx∥2dt = 1

داریم است). یͺتا و دارد وجود sx عدد tx برای که داد نشان ͬ توان م مشابه روش (به

q(eBtxh(x)) =

∫ ∞

0

∥eBteBtxe−BtxeAtxx∥2

q(eAtxx)
dt = 1,

داریم را زیر رابطۀ x ̸= 0 برای ازاین رو، ͬ کند. م ایجاب را sh(x) = tx رابطۀ sh(x) یͺتایی و

g(h(x)) =
e−AtxeBtxe−BtxeAtxx

q(eBtxh(x))1/2q(eAtxx)1/2
=

x

q(eBtxh(x))1/2q(eAtxx)1/2
.

ازآنجایی که

q(eBtxh(x)) = q(
eAtxx

q(eAtxx)1/2
) =

q(eAtxx)

q(eAtxx)
=

1

q(eAtxx)
,

نشان که ،g(h(0)) = g(0) = 0 داریم همچنین ͬ آوریم. م به دست را g(h(x)) = x رابطۀ x ̸= 0 برای

نقش به سادگͬ و کرد عمل h مانند ͬ توان م است، پیوسته g که دهیم نشان اینکه برای است. h معکوس g ͬ دهد م

است. همسانریختͬ ͷی h به طورخلاصه، کرد. عوض هم با را B و A

m(A) = 0 با ماتریس های حالت  به کلͬ حالت تبدیل نحوۀ سرانجام، .m(A) = 0 حالت به تبدیل پنجم. مرحلۀ

به ترتیب B و A ماتریس های که کرد فرض ͬ توان م همیشه مختصات، مناسب تغییرات با ͬ دهیم. م شرح را

هستند زیر )به صورت های
A+ 0
0 A−

)
و

(
B+ 0
0 B−

)
, (۶۴ . ٢)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٣٠معادلات

با ویژه مقادیر با متناظر − شاخص های و مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر با متناظر + شاخص های که

،n+ مثلا́ دارند، یͺسان بˀعد B+ و A+ ماتریس  های که ͬ شود م نتیجه (۵۴ . ٢) از هستند. منفͬ حقیقͬ قسمت

و x+ ∈ Rn+ با ،x = (x+, x−) ͬ نویسیم م .n− مثلا́ دارند، یͺسان بˀعد نیز B− و A− ماتریس های و

نوشت زیر به صورت های به ترتیب ͬ توان م را (۵٢ . ٠) در معادله ها ،(۶۴ . ٢) به توجه با .x− ∈ Rn−

{
x′+ = A+x+,
x′− = A−x−

و
{
x′+ = B+x+,
x′− = B−x−.

(۶۵ . ٢)

ͬͺتوپولوژی مزدوج های به ترتیب مثبت، حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر برای متناظر نتیجۀ و m(A) = 0 نتیجۀ با

معادله های جواب های بین ،h− و h+

x′+ = A+x+ و x′+ = B+x+,

دارد وجود زیر معادله های جواب های بین و

x′− = A−x− و x′− = B−x−.

ضابطۀ با تعریف شده h : Rn → Rn تابع که کرد بررسͬ ͬ توان م به آسانͬ

h(x+, x−) = (h+(x+), h−(x−)), (۶۶ . ٢)

است. (۶۵ . ٢) معادله های جواب های بین ͬͺتوپولوژی مزدوج

است. آمده ۵٢ . ٠ قضیۀ از کاربردی زیر در

بͽیرید درنظر را زیر ماتریس های .۵٢ . ١ مثال

A1 =

(
−1 0
0 −2

)
, A2 =

(
−1 0
0 −1

)
, A3 =

(
−1 1
−1 −1

)
, A4 =

(
−1 0
0 2

)
.

است. شده داده نشان ١۶ . ٢ شͺل در که هستند فازی تصاویر دارای R2 در x′ = Aix متناظر خطͬ معادلات

،1 و 0 ،0 ،0 مساوی به ترتیب ،m(Ai) با i = 1, 2, 3, 4 ،Ai ماتریس چهار که کرد بررسͬ ͬ توان م به آسانͬ



مزدوج ها١٣١ و خطͬ معادلات

هستند ͬͺتوپولوژی مزدوج نخست معادلۀ سه جواب های که ͬ شود م نتیجه ۵٢ . ٠ قضیۀ از ازاین رو، هستند. هذلولوی

صورت های ماتریس چهار ازآنجایی که ازطرف دیͽر، نیستند. ͬͺتوپولوژی مزدوج آخر معادلۀ جواب های با آنها و

مزدوج نه معادله ها این جواب های که ͬ شود م نتیجه ۴٢ . ٧ و ۴۵ . ٢ قضیۀ از دارند، مختلفͬ جردن متعارف

هستند. خطͬ مزدوج نه و ͬͺتوپولوژی

به طور را آن ساخت کرد. استفاده ͬͺتوپولوژی مزدوج های صریح ساختن برای ͬ توان م ۵٢ . ٠ قضیۀ اثبات از

به طوری که باشد یͺتا حقیقͬ عدد ͷی tx ∈ R کنید فرض ،x ̸= 0 هر برای ͬ دهیم. م شرح ∫خلاصه ∞

tx

∥eAtx∥2dt = 1 (۶٢ . ٧)

ͬͺتوپولوژی مزدوج ͷی دراین صورت است). خوش تعریف tx که است شده داده نشان قضیه اثبات (در

یعنͬ ͬ شود، م داده (۶٢ . ٠) ضابطۀ با y′ = By و x′ = Ax معادله های جواب های بین h : Rn → Rn

h(x) =

{
e−BtxeAtxx/(

∫∞
0

∥eBteAtxx∥2dt)1/2 اگر x ̸= 0,
0 اگر x = 0.

(۶٢ . ٨)

است. آمده خاص مثال ͷی زیر در

بͽیرید درنظر را زیر ماتریس های .۵٢ . ٢ مثال

A =

(
−1 0
0 −1

)
و B =

(
−1 1
0 −1

)
.

داریم

eAt =

(
e−t 0
0 e−t

)
و eBt =

(
e−t te−t

0 e−t

)
.

ͬ آوریم م به دست ،x = (y, z) نوشتن با

∥eAtx∥2 = e−2t(y2 + z2),

که ͬ شود م نتیجه (۶٢ . ٧) از ∫و ∞

tx

∥eAtx∥2dt = 1

2
e−2tx(y2 + z2) = 1.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٣٢معادلات

A1 A2

A3 A4

. ۵٢ . ١ مثال در معادله ها فاز تصاویر :١۶ . ٢ شͺل



مزدوج ها١٣٣ و خطͬ معادلات

ازاین رو

tx =
1

2
log

y2 + z2

2
,

و

e−BtxeAtxx =

(
1 tx
0 1

)(
y
z

)
=

(
y + z

2 log
y2+z2

2
z

)
.

که ͬ کنیم م توجه ،h تعیین برای

∫ ∞

0

∥eBteAtxx∥2dt =

∫ ∞

0

∥e−t−tx
(
y + tz
z

)
∥2dt

= e−2tx

∫ ∞

0

e−2t(y2 + 2tyz + t2z2 + z2)dt

= e−2tx(
1

2
y2 +

1

2
yz +

3

4
z2)

=
1

y2 + z2
(y2 + yz +

3

2
z2).

ͬ کنیم م اختیار زیر به صورت را h(y, z) ،(y, z) ̸= (0, 0) برای و h(0, 0) = 0 ،(۶٢ . ٨) به توجه با سرانجام،

h(y, z) =

√
y2 + z2

y2 + yz + 3z2/2
(y +

z

2
log

y2 + z2

2
, z).

غیرهذلولͬ ماتریس های مورد در ͬ دهد، م نشان زیر مثال که همان گونه ͬͺتوپولوژی مزدوج های وجود مسئلۀ

است. متفاوت بسیار

ͬ گیریم م درنظر a, b > 0 ثابت های برای را زیر معادله های .۵٢ . ٣ مثال

{
x′ = −ay,
y′ = ax,

و
{
x′ = −by,
y′ = bx.

مدارهای و است بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ مثال، برای دارند، یͺسانͬ فاز تصاویر آنها که کرد بررسͬ ͬ توان م به آسانͬ

وقتͬ به هرحال، ͬ شوند. م طͬ منفͬ جهت در و شده متمرکز مبدأ در که هستند دایره ای تناوبی مدارهای ͬ مانده باق

به ترتیب معادله ها قطبی مختصات در مثال، برای است. متفاوت معادلۀ دو در تناوبی مدارهای دوره های a ̸= b



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٣۴معادلات

هستند زیر }به صورت
r′ = 0,
θ′ = a,

و
{
r′ = 0,
θ′ = b,

مزدوج وجود مانع این ،a ̸= b وقتͬ هستند. 2π/b و 2π/a به ترتیب تناوبی مدارهای دوره های ازاین رو، و

تبدیل دوره همان تناوبی مدارهای به را تناوبی مدارهای باید زیرا ͬ شود، م معادله دو جواب های بین ͬͺتوپولوژی

کند.

تمرین ها ۶ . ٢

کنید محاسبه را eAt زیر ماتریس برای . ٢ . ١ تمرین

A =

(
0 −2
1 0

)
.

x′ = Ax معادلۀ برای که به طوری کنید پیدا A ∈Mn ماتریس برای کافͬ و لازم شرایط . ٢ . ٢ تمرین

هستند؛ کراندار جواب ها همه (الف)

هستند؛ کراندار جواب ها همه t > 0 برای (ب)

ͬ شوند. م همͽرا مبدأ به جواب ها همه (ج)

بͽیرید. درنظر را x′ = Ax معادلۀ ،A ∈Mn ماتریس برای . ٢ . ٣ تمرین

است. برقرار eAte−At = Id رابطۀ t ∈ R هر برای که دهید نشان (٢ . ١٠) رابطۀ از استفاده با (الف)

کنید. محاسبه را t 7→ eAte−At تابع مشتق راهنمایی:

است برقرار زیر رابطۀ t, s ∈ R هر برای که دهید نشان (ب)

eA(t−s) = eAte−As. (۶٢ . ٩)

بͽیرید. t به نسبت را مشتق ها راهنمایی:

کنید. استفاده ٢۶ . ٢ قضیۀ برای دیͽری اثبات برای (۶٢ . ٩) برابری و ٢۵ . ٢ قضیۀ از (ج)



مزدوج ها١٣۵ و خطͬ معادلات

است. برقرار det eA = etr A رابطۀ که دهید نشان (د)

اگر که دهید نشان ،A,B ∈Mn ماتریس های برای . ۴ . ٢ تمرین

[A, [A,B]] = [B, [A,B]] = 0,

آنگاه ،[A,B] = BA−AB که

eAteBt = e(A+B)te[A,B]t2/2, t ∈ R.

که دهید نشان راهنمایی:

x(t) = e−(A+B)teBteAtx0,

است. x′ = t[A,B]x معادلۀ از جوابی x0 ∈ Rn هر برای

کنید فرض ،A ∈Mn ماتریس برای . ۵ . ٢ تمرین

cosA =
eiA + e−iA

2
و sinA =

eiA − e−iA

2i
.

کنید. محاسبه زیر ماتریس های برای را توابع این

B =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 و C =

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 .

بͽیرید. درنظر a : R → R پیوستۀ تابع ͷی برای را x′ = a(t)x معادلۀ . ۶ . ٢ تمرین

کنید. پیدا را معادله جواب های همۀ (الف)

تنها و اگر دارد وجود ناصفر T−تناوبی جواب ͷی است: نادرست یا درست زیر گزارۀ دهید تشخیص (ب)

.
∫ T
0
a(s)ds = 0 اگر

تنها و اگر دارد وجود R+ در غیرکراندار جواب ͷی است: نادرست یا درست زیر گزارۀ دهید تشخیص (ج)

باشد. برقرار
∫ t
0
a(s)ds ̸= 0 رابطۀ t > 0 برای اگر

برای آنگاه باشد، برقرار tr A(t) = 0 رابطۀ t ∈ R هر برای اگر که دهید نشان ،(٢ . ١) معادلۀ برای . ٢ . ٧ تمرین



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٣۶معادلات

هستند. t از مستقل xn(t) ،. . . ،x1(t) بردارهای با شده مشخص حجم ،xn ،. . . ،x1 خطͬ مستقل جواب  n

کنید حل را زیر معادلۀ ،f, g : R → R پیوستۀ توابع برای . ٢ . ٨ تمرین

(
x
y

)′

=

(
f(t) g(t)
g(t) f(t)

)(
x
y

)
.

x′ = a(t)x معادلۀ اگر که دهید نشان باشد. T−تناوبی پیوستۀ توابع a, b : R → R کنید فرض . ٢ . ٩ تمرین

T−تناوبی جواب ͷی x′ = a(t)x+b(t) معادلۀ آنگاه باشد، نداشته صفر تابع از غیر به T−تناوبی جواب هیچ

دارد. یͺتا

معادلۀ که دهید نشان . ٢ . ١٠ تمرین x′ = x cos4 t− z sin(2t),
y′ = x sin(4t) + y sin t− 4z,
z′ = −x sin(5t)− z cos t,

دارد. غیرکراندار جواب ͷی حداقل

معادلۀ به طوری که دارند وجود f, g : R2 → R توابع که دهید نشان . ٢ . ١١ تمرین

{
x′ = f(x, y)
y′ = g(x, y)

(٢ . ٧٠)

دارد. را ٢ . ١٧ شͺل در فاز تصویر

بسازید زیر معادله های جواب های بین ͬͺتوپولوژی مزدوج های . ٢ . ١٢ تمرین

(الف)

{
x′ = 2x,
y′ = −4y,

و
{
x′ = 3x,
y′ = −y;

(ب) x′ = −2x,
y′ = −2y,
z′ = 3z

و

 x′ = −2x− y,
y′ = −2y,
z′ = 2z.



مزدوج ها١٣٧ و خطͬ معادلات

y = x/3 + 2

y = 3x− 1

.(٢ . ٧٠) معادلۀ فاز تصویر :٢ . ١٧ شͺل

x′ = A(t)x معادلۀ از جوابی x(t) کنید فرض و باشد پیوسته Aتابعͬ : R+
0 →Mn کنید فرض . ٢ . ١٣ تمرین

که دهید نشان باشد.

است برقرار زیر رابطۀ t ≥ 0 هر برای (الف)

∥x(t)∥ ≤ ∥x(0)∥ exp
∫ t

0

∥A(s)∥ds;

ͬ شود. م همͽرا ∥x(t)∥ رابطۀ t→ +∞ وقتͬ آنگاه ،
∫∞
0

∥A(s)∥ds <∞ اگر (ب)

معادله های جواب های به ترتیب y(t) و x(t) اگر که دهید نشان . ١۴ . ٢ تمرین

x′ = A(t)x و y′ = −A(t)∗y,

است. Rn در معمول داخلͬ ضرب < ., . > که است، t از مستقل < x(t), y(t) > آنگاه باشند، Rn در

آنگاه باشد، x′ = A(t)x معادلۀ از اساسͬ جواب ͷی X(t) اگر که دهید نشان . ١۵ . ٢ تمرین

است. y′ = −A(t)∗y معادلۀ از اساسͬ جواب ͷی Y (t) = (X(t)∗)−1



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٣٨معادلات

معادلۀ انتگرال ͷی ∥x∥2 آنگاه ،A(t) = −A(t)∗ ،t ∈ R هر برای اگر که دهید نشان . ١۶ . ٢ تمرین

است. x′ = A(t)x

است. ͬͺتوپولوژی مزدوج (۶۶ . ٢) رابطۀ در h تابع که کنید ثابت . ٢ . ١٧ تمرین

هر برای به طوری که باشد C1 کلاس از تابعͬ f : R × Rn × Rm → Rn کنید فرض . ٢ . ١٨ تمرین

باشد برقرار زیر رابطۀ (t, x, λ) ∈ R× Rn × Rm

f(t+ T, x, λ) = f(t, x, λ).

از T−تناوبی جواب تنها اینکه و است x′ = f(t, x, 0) معادلۀ از T−تناوبی جواب ͷی x(t) اینکه فرض با

خطͬ تغییرات معادلۀ

y′ =
∂f

∂x
(t, x(t), 0)y,

یͺتا جواب ͷی آنگاه ،∥λ∥ < δ اگر به طوری که دارد وجود δ > 0 ،ϵ > 0 برای که دهید نشان است، صفر تابع

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در که دارد وجود x′ = f(t, x, λ) معادلۀ از xλ(t) T−تناوبی

∥xλ(t)− x(t)∥ < ϵ برای t ∈ R.

جواب ها.

٢ . ١

eAt =

(
cos(

√
2t)

√
2 sin(

√
2t)

− sin(
√
2t)/

√
2 cos(

√
2t)

)
.

دارد. قطری جردن بلوک و صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر تنها A (الف) ٢ . ٢

جردن بلوک صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار هر و ندارد مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار هیچ A (ب)

دارد. قطری



مزدوج ها١٣٩ و خطͬ معادلات

دارد. منفͬ حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر تنها A (ج)

۵ . ٢

cosB =

1 0 −1/2
0 1 0
0 0 1

 , sinB =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,

cosC =

 1 0 0
0 1 0

−1/2 0 1

 , sinC =

0 0 0
1 0 0
0 1 0

 .

.x(t) = e
∫ t
t0
a(τ)dτ

x(t0) (الف) ۶ . ٢

نادرست. (ب)

نادرست. (ج)

٢ . ٨

x(t) = a exp

∫ t

0

(f(s) + g(s))ds+ b exp

∫ t

0

(f(s)− g(s))ds,

y(t) = a exp

∫ t

0

(f(s) + g(s))ds− b exp

∫ t

0

(f(s)− g(s))ds, با a, b ∈ R.

(الف) ٢ . ١٢

h(x, y) = (sgnx.|x|3/2, sgny.|y|1/4).

(ب)

h(x, y, z) = (f(x, y), g(z)), که g(z) = sgnz.|z|2/3 و

f(x, y) =

{
0 اگر (x, y) = (0, 0),√

x2+y2

x2+9y2/8−4xy/8 (x− y
4 log

x2+y2

4 , y) اگر (x, y) ̸= (0, 0).



.



دوم بخش

بودن هذلولوی و پایداری



٣ فصل

لیاپانوف توابع و پایداری

به ویژه، ͬ پردازیم. م عادی دیفرانسیل معادلۀ جواب برای مجانبی پایداری و پایداری مفاهیم معرفͬ به فصل این در

مشخص اساسͬ جواب های برحسب را مجانبی پایداری و پایداری مفاهیم غیرخودگردان خطͬ معادلات برای

به طور خطͬ معادلۀ ͷی از ͷکوچ به اندازۀکافͬ اختلال ͷی جواب های که ͬ دهیم م نشان همچنین ͬ کنیم. م

که ͬ کنیم، م ارائه لیاپانوف توابع نظریۀ بر مقدمه ای سرانجام، ͬ ماند. م باقͬ پایدار مجانبی به طور پایدار، مجانبی

کند. ایجاد خودکار کم وبیش شیوه ای به را معین جواب ͷی ناپایداری یا پایداری تا ͬ دهد م اجازه فرد به گاهͬ

ͬ دهیم. م ارجاع [٢۵ ،٢۴ ،٢٠] مراجع به را خواننده اضافͬ موضاعات برای

پایداری مفاهیم ٣ . ١

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ است، شده داده D ⊂ R× Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn پیوستۀ تابع

x′ = f(t, x). (٣ . ١)

دارد وجود زیر اولیۀ مقدار با مسئلۀ از x(t, t0, x0) یͺتای جواب (t0, x0) ∈ D هر برای که ͬ کنیم م فرض

{
x′ = f(t, x),
x(t0) = x0.



لیاپانوف١۴٣ توابع و پایداری

جواب ͷی اصل، در ͬ پردازیم. م (٣ . ١) معادلۀ جواب پایداری مفهوم معرفͬ به بخش این در پایداری. . ٣ . ١ . ١

بمانند. باقͬ x(t) به ͷنزدی همیشه برای اولیه شرایط ͷنزدی به اندازۀکافͬ جواب های همۀ اگر است پایدار x(t)

ͬ گوییم، م پایدار است شده تعریف t ≥ t0 هر برای که را (٣ . ١) معادلۀ از x(t, t0, x0) جواب .٣ . ١ تعریف

برقرار زیر شرایط آنگاه ،∥x0 − x0∥ < δ اگر به طوری که باشد موجود δ > 0 شده، داده ϵ > 0 برای هرگاه

باشند:

باشد؛ شده تعریف t > t0 هر برای x(t, t0, x0) جواب (الف)

باشد برقرار زیر رابطۀ ،t > t0 برای (ب)

∥x(t, t0, x0)− x(t, t0, x0)∥ < ϵ.

ͬ شود. م گفته ناپایدار x(t, t0, x0) جواب غیراین صورت، در

است. شده آورده جواب ها ناپایداری و پایداری از مثال هایی زیر در

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٣ . ٢ }مثال
x′ = y,
y′ = −x− y.

(٣ . ٢)

آنگاه باشد، جواب ͷی (x, y) اگر

(x2 + y2)′ = 2xy + 2y(−x− y) = −2y2 ≤ 0,

که ͬ دهد م نشان این .(x0 = 0 و دلخواه t0 (با هستند برقرار صفر جواب برای ٣ . ١ تعریف در شرایط ازاین رو، و

(٣ . ٢) خطͬ معادلۀ ضرایب ماتریس که باشید داشته توجه ازطرف دیͽر، است. پایدار جوابی (0, 0) بحرانͬ نقطۀ

است. منفͬ دو هر حقیقͬ قسمت که است، (−1± i
√
3)/2 ویژۀ مقادیر دارای

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ قطبی مختصات در .٣ . ٣ }مثال
r′ = 0,
θ′ = f(r),

(٣ . ٣)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١۴۴معادلات

.(٣ . ٣) معادلۀ فاز تصویر :٣ . ١ شͺل

شده داده نشان ٣ . ١ شͺل در فاز تصویر است. r0 > 0 برای f ′(r0) ̸= 0 با C1 کلاس از مثبت تابع f آن در که

شده اند. متمرکز مبدأ در که هستند دایره ای تناوبی مدارهای ͬ مانده باق مدارهای و بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ است:

برای ،f ′(r0) ̸= 0 ازآنجایی که دارد. 2π/f(r) تناوب دورۀ تناوبی مدار هر که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٣) از

این ͬ شود. م طͬ f(r) ̸= f(r0) زوایه ای سرعت با متناظر تناوبی مدار r0 به ͷنزدی به اندازۀکافͬ r ̸= r0

و x(t0) به طوری که باشند (٣ . ٣) معادلۀ جواب های x0(t) و x(t) کنید فرض ͬ دهد. م نتیجه را زیر خاصیت

،x0(t0) به ͷنزدی دلخواه به طور x(t0) برای باشند. r0 و r شعاع های به دایره هایی روی به ترتیب x0(t0)

این دارند. قرار مبدأ طرف دو در اما تناوبی، مدارهای قطر ͷی در x0(t) و x(t) به طوری که دارد وجود t > t0

است. ناپایدار x0(t) جواب ازاین رو، و نیست، برقرار ٣ . ١ تعریف در دوم شرط که ͬ دهد م نشان

ͬ پردازیم. م جواب مجانبی پایداری مفهوم معرفͬ به اکنون مجانبی. پایداری . ٣ . ٢ . ١

پایدار مجانبی به طور است شده تعریف t ≥ t0 هر برای که را (٣ . ١) معادلۀ از x(t, t0, x0) جواب .۴ . ٣ تعریف

هرگاه ͬ گوییم م

باشد؛ پایدار x(t, t0, x0) (الف)
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.(۴ . ٣) معادلۀ فاز تصویر :٣ . ٢ شͺل

باشد برقرار زیر رابطۀ آنگاه ،∥x− x0∥ < α اگر به طوری که باشد داشته وجود α > 0 ثابت عدد (ب)

∥x(t, t0, x0)− x(t, t0, x0)∥ → 0 وقتͬ t→ +∞.

۴ . ٣ تعریف در دوم شرط که نیست کافͬ باشد پایدار مجانبی به طور جوابی اینکه برای ͬ دهد م نشان زیر مثال

باشد. برقرار

بͽیرید درنظر قطبی مختصات در را زیر معادلۀ .۵ . ٣ مثال

{
r′ = r(1− r),
θ′ = sin2(θ/2).

(۴ . ٣)

دوم شرط که است جوابی (١،٠) بحرانͬ نقطۀ که ͬ کنیم م توجه است. شده داده نشان ٣ . ٢ شͺل در فاز تصویر

دایره ای روی را جواب مثال، برای است، (کافͬ ͬ کند نم برآورده را اول شرط اما ͬ کند، م برآورده را ۴ . ٣ تعریف در

گرفت). درنظر مبدأ مرکز به و ١ شعاع به

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۶ . ٣ مثال

{
r′ = r(r − 1),
θ′ = sin2(θ).

(۵ . ٣)

ندارد، بستگͬ r به θ′ زوایه ای سرعت ازآنجایی که که داریم توجه . است شده داده نشان ٣ . ٣ شͺل در تصویر
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.(۵ . ٣) معادلۀ فاز تصویر :٣ . ٣ شͺل

مجموعۀ ͬ شود م شروع مبدأ از که L پرتو هر برای

Lt = {x(t, t0, x0) : x0 ∈ L},

خط از خارج جواب های همۀ که ͬ کند م ایجاب این است. t > t0 هر برای مبدأ) از (شروع پرتو ͷی همچنان

هستند. ناپایدار y = 0 مستقیم

خطͬ معادلات پایداری ٣ . ٢

به صورت خطͬ معادلات از خاصͬ حالت بخش این در

x′ = A(t)x, (۶ . ٣)

مطالعۀ از بعد ͬ کند. م تغییر t ∈ R با پیوسته به طور که است n × n ماتریس ͷی A(t) که ͬ گیریم م درنظر را

ͬ گیریم. م درنظر را تناوبی ضرایب و ثابت ضرایب با معادلات از خاصͬ حالت های کلͬ، حالت

معادلات پایداری مطالعۀ مورد در که ͬ دهیم م نشان ابتدا کلͬ. حالت غیرخودگردان: خطͬ معادلات . ٣ . ٢ . ١

است. کافͬ صفر جواب گرفتن درنظر خطͬ،

اولیۀ زمان (با صفر جواب ،(۶ . ٣) معادلۀ برای باشد. پیوسته تابعͬ A : R → Mn کنید فرض .٣ . ٧ قضیه
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به طور (به ترتیب پایدار جواب ها همۀ اگر فقط و اگر است ( پایدار مجانبی به طور (به ترتیب پایدار (t0 دلخواه

باشند. پایدار) مجانبی

ͬ کنیم. م تقسیم زیر مراحل به را اثبات برهان.

قضیۀ به توجه با باشد. (۶ . ٣) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) کنید فرض صفر. جواب به تبدیل نخست. مرحلۀ

ͬ شود م تعیین زیر به صورت و دارد را R ماکسیمال بازۀ (٢ . ٢) اولیۀ مقدار مسئلۀ جواب ،٢ . ٨

x(t, t0, x0) = X(t)X(t0)
−1x0. (٣ . ٧)

شده، داده ϵ > 0 برای اگر فقط و اگر است پایدار ( t0 اولیۀ زمان (با صفر جواب که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٧) از

باشد برقرار زیر رابطۀ ∥x0∥ < δ شرط با t > t0 برای به طوری که است موجود δ > 0

∥X(t)X(t0)
−1x0∥ < ϵ. (٣ . ٨)

است زیر رابطۀ همان این است، خطͬ تبدیل ͷی X(t)X(t0)
−1 ازآنجایی که

∥X(t)X(t0)
−1(x0 − x0)∥ < ϵ وقتͬ ∥x0 − x0∥ < δ,

معادل به طور یا

∥x(t, t0, x0)− x(t, t0, x0)∥ < ϵ وقتͬ ∥x0 − x0∥ < δ,

همۀ اگر فقط و اگر است پایدار (t0 اولیۀ زمان (با صفر جواب بنابراین، است. برقرار x0 ∈ Rn و t > t0 برای

باشند. پایدار ( t0 اولیۀ زمان با ) جواب ها

داریم است، خطͬ X(t)X(t0)
−1 ازآنجایی که که کنید توجه مجانبی، پایداری برای

lim
t→+∞

∥X(t)X(t0)
−1x0∥ = 0 وقتͬ ∥x0∥ < α, (٣ . ٩)

باشد برقرار زیر رابطۀ x0 ∈ Rn هر برای اگر تنها و اگر

lim
t→+∞

∥X(t)X(t0)
−1(x0 − x0)∥ = 0 وقتͬ ∥x0 − x0∥ < α.
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) جواب ها همۀ اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به طور ( t0 اولیۀ زمان با ) صفر جواب که ͬ دهد م نشان این

باشند. پایدار مجانبی به طور ( t0 اولیۀ زمان با

زمان از مستقل صفر جواب مجانبی پایداری و پایداری که دهیم نشان باید حال اولیه. زمان از مستقل دوم. مرحلۀ

که کنید توجه و بͽیرید درنظر را t1 ̸= t0 منظور، این برای هستند. t0 اولیۀ

X(t)X(t1)
−1 = X(t)X(t0)

−1X(t0)X(t1)
−1.

است برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارد وجود δ > 0 شده، داده ϵ > 0 برای که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٨) از

∥X(t)−X(t1)
−1x0∥ < ϵ وقتͬ ∥X(t0)X(t1)

−1x0∥ < δ,

است برقرار زیر رابطۀ t > t0 برای ازاین رو، و

∥X(t)−X(t1)
−1x0∥ < ϵ وقتͬ ∥x0∥ <

δ

∥X(t0)X(t1)−1∥
. (٣ . ١٠)

تابع t1 < t0 برای ازطرف دیͽر، است. برقرار t > t1 برای (٣ . ١٠) خاصیت آنگاه ،t1 ≥ t0 اگر

اختیار با است. پیوسته [t1, t0] در t 7→ X(t)X(t1)
−1

δ ≤ ∥X(t0)X(t1)
−1∥ϵ

maxt∈[t1,t0] ∥X(t)X(t1)−1∥
,

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ (٣ . ١٠) مانند x0 و t ∈ [t1, t0] برای

∥X(t0)X(t1)
−1x0∥ ≤ max

t∈[t1,t0]
∥X(t)X(t1)

−1∥.∥x0∥ < δ ≤ ϵ.

پایدار t0 اولیۀ زمان با صفر جواب اگر که ͬ دهد م نشان این است. برقرار t > t1 برای (٣ . ١٠) خاصیت بنابراین،

است. پایدار اولیه زمان هر با آن آنگاه باشد،

نتیجه به آسانͬ (٣ . ٩) از باشد. پایدار مجانبی به طور t0 اولیۀ زمان با صفر جواب که ͬ کنیم م فرض حال

که ͬ شود م

lim
t→+∞

X(t) = 0,
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است برقرار زیر رابطۀ x0 ∈ Rn و t1 ∈ R هر برای ازاین رو، و

lim
t→+∞

∥X(t)X(t1)
−1x0∥ = 0.

است. پایدار مجانبی به طور اولیه زمان هر با صفر جواب که ͬ دهد م نشان این

اگر است ناپایدار ( t0 دلخواۀ اولیۀ زمان (با صفر جواب (۶ . ٣) معادلۀ برای که ͬ شود م نتیجه ٣ . ٧ قضیۀ از

باشند. ناپایدار جواب ها همۀ اگر تنها و

کنیم. معرفͬ را زیر مفهوم که است طبیعͬ ٣ . ٧ قضیۀ به توجه با

جواب هایش همۀ اگر ͬ شود م گفته ناپایدار) یا پایدار مجانبی به طور (به ترتیب، پایدار (۶ . ٣) معادلۀ .٣ . ٨ تعریف

باشند. ناپایدار) یا پایدار مجانبی به طور (به ترتیب، پایدار

x′ = A(t)x غیرخودگردان خطͬ معادلات برای مجانبی پایداری و پایداری مفاهیم از خصوصیت ͷی حال

ͬ دهیم. م ارائه را

باشد. (۶ . ٣) معادلۀ اساسͬ جواب X(t) و باشد پیوسته تابع A : R → Mn کنید فرض .٣ . ٩ قضیه

دراین صورت،

باشد؛ برقرار sup{∥X(t)∥ : t > 0} < +∞ رابطۀ اگر تنها و اگر است پایدار معادلۀ (الف)

باشد برقرار زیر رابطۀ اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به طور معادله (ب)

∥X(t)∥ → 0 وقتͬ t→ +∞.

و اگر است پایدار (t0 دلخواه اولیۀ زمان (با صفر جواب که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٨) رابطۀ و ٣ . ٧ قضیۀ از برهان.

t > 0 برای به طوری که باشد موجود δ > 0 شده، داده ϵ > 0 برای اگر تنها

∥X(t)X(0)−1x0∥ ≤ ϵ وقتͬ ∥x0∥ ≤ δ.
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داریم ،t > 0 برای آنگاه باشد، پایدار صفر جواب اگر ازاین رو،

∥X(t)X(0)−1∥ = sup
x0 ̸=0

∥X(t)X(0)−1x0∥
∥x0∥

= sup
x0 ̸=0

∥X(t)X(0)−1(δx0/∥x0∥)∥
∥δx0/∥x0∥∥

= sup
∥y0∥=δ

∥X(t)X(0)−1y0∥
∥y0∥

≤ ϵ

δ
,

ازاین رو و

sup{∥X(t)∥ : t > 0} ≤ sup{∥X(t)X(0)−1∥ : t > 0}∥X(0)∥

≤ ϵ∥X(0)∥
δ

< +∞. (٣ . ١١)

t > 0 برای به طوری که است موجود C > 0 آنگاه باشد، متناهͬ (٣ . ١١) رابطۀ در سˀوپریمم اگر ازطرف دیͽر،

∥X(t)∥ < C,

t > 0 برای ازاین رو، و

∥X(t)X(0)−1x0∥ < ϵ وقتͬ ∥x0∥ <
ϵ

C∥X(0)−1∥
.

ͬ کند. م ثابت را اول خاصیت این

آنگاه ،t→ +∞ ͬ که وقت ∥X(t)∥ → 0 اگر که ͬ کنیم م توجه دوم، خاصیت برای

sup{∥X(t)∥ : t > 0} < +∞,

x0 ∈ Rn هر برای به علاوه، است. پایدار جواب اول، خاصیت به توجه با ازاین رو، و

∥X(t)X(0)−1x0∥ → 0 وقتͬ t→ +∞, (٣ . ١٢)
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آنگاه باشد، پایدار مجانبی به طور معادله اگر ازطرف دیͽر، است. پایدار مجانبی به طور (۶ . ٣) معادلۀ ازاین رو، و

∥X(t)∥ → 0 رابطۀ t→ +∞ وقتͬ ازاین رو، و است، برقرار ͷکوچ به اندازۀکافͬ ∥x0∥ برای (٣ . ١٢) خاصیت

است. برقرار

و ثابت ضرایب با خطͬ معادلات از خاصͬ حالت های بخش این در تناوبی. ضرایب و ثابت ٣ . ٢ .ضرایب

ͬ کنیم. م شروع ثابت ضرایب حالت با ͬ گیریم. م درنظر را تناوبی ضرایب

x′ = Ax معادلۀ ،A مربعͬ ماتریس برای .٣ . ١٠ قضیه

با ویژه مقدار هر و نباشد مثبت A ویژۀ مقادیر از ͷهیچ ی حقیقͬ قسمت اگر تنها و اگر است پایدار (الف)

دارد؛ قطری جردن بلوک صفر حقیقͬ قسمت

نباشد؛ مثبت A ویژۀ مقادیر از ͷهیچ ی حقیقͬ قسمت اگر تنها و اگر است پایدار مجانبی به طور (ب)

ویژه مقدار ͷی حداقل یا مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی حداقل A اگر تنها و اگر است ناپایدار (ج)

باشد. داشته غیرقطری جردن بلوک ͷی و صفر حقیقͬ قسمت با

قضیۀ در جردن بلوک نمای توصیف با همراه ١۶ . ٢ قضیۀ در جردن متعارف صورت از به آسانͬ ادعاها برهان.

آنگاه باشد، (٢ . ١٢) در صادق معکوس پذیر مربعͬ ماتریس S اگر که است واضح ͬ شود. م نتیجه ٢ . ١٨

eAt = Se(S
−1AS)tS−1 = S

eR1t 0

0 eRkt

S−1,

که ͬ شود م نتیجه ٢ . ١٨ قضیۀ از ازطرف دیͽر، است. (٢ . ١٣) رابطۀ در nj × nj ماتریس Rj آن در که

eRjt = eλjt
(
Id+ tNj +

1

2!
t2N2

j + . . .+
1

(nj − 1)!
tnj−1N

nj−1
j

)
,

به صورت eRjt ماتریس از درایه هر که ͬ دهد م نشان این است. (١۵ . ٢) رابطۀ در nj ×nj ماتریس Nj آن در که

قضیۀ از بلافاصله اکنون مطلوب نتیجۀ است. nj − 1 حداکثر درجۀ از چندجمله ای ͷی p که است، eλjtp(t)

ͬ آید. م به دست ٣ . ٩
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ͬ گیریم. م درنظر را تناوبی ضرایب با خطͬ معادلات حال

باشد. (٢ . ٣٢) ماتریس B و باشد T−تناوبی پیوستۀ تابعͬ A : R → Mn کنید فرض .٣ . ١١ قضیه

x′ = A(t)x معادلۀ دراین صورت،

هر برای و باشد نداشته وجود مثبت حقیقͬ قسمت با مشخصه ای نماهای اگر تنها و اگر است پایدار (الف)

باشد؛ قطری B ماتریس به مربوط جردن بلوک صفر، حقیقͬ قسمت با مشخصه نمای

باشد؛ منفͬ حقیقͬ قسمت با مشخصه نماهای دارای فقط اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار (ب)

نمای ͷی حداقل یا مثبت حقیقͬ قسمت با مشخصه نمای ͷی حداقل اگر تنها و اگر است ناپایدار (ج)

نباشد. قطری B ماتریس به مربوط جردن بلوک به طوری که باشد داشته وجود منفͬ حقیقͬ قسمت با مشخصه

است. (٢ . ٣٢) به صورت x′ = A(t)x معادلۀ از اساسͬ جواب هر ،(٢ . ٣١ (قضیۀ فلوکه قضیۀ به توجه با برهان.

وابسته فقط ٣ . ٩ قضیۀ در خاصیت هر ازاین رو، و است، T−تناوبی ،P (t) ماتریسͬ تابع ،(٢ . ٣٣) به توجه با

یعنͬ است. eBt به عبارت

sup{∥X(t)∥ : t > 0} < +∞ ⇔ sup{∥eBt∥ : t > 0} < +∞,

و

lim
t→+∞

∥X(t)∥ = 0 ⇔ lim
t→+∞

∥eBt∥ = 0.

مقادیر ازآنجایی که است. x′ = Bx معادلۀ پایداری با منطبق x′ = A(t)x معادلۀ پایداری که ͬ دهد م نشان این

از بلافاصله اکنون مطلوب نتیجۀ هستند، (2πi/T از مضرب ͷی تفاوت (با مشخصه نماهای B ماتریس ویژۀ

ͬ آید. م به دست ٣ . ١٠ قضیۀ

خطͬ غیر اختلال های تحت پایداری ٣ . ٣

با ͬ گیریم. م درنظر را پایدار مجانبی به طور خطͬ معادلۀ ͷی از غیرخطͬ اختلال های از دسته ای بخش این در

ͬ کنیم. م شروع ثابت ضرایب با خطͬ معادلات اختلال های حالت
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نباشد مثبت A ویژۀ مقادیر از ͷهیچ ی حقیقͬ قسمت که باشد n× n ماتریس ͷی A کنید فرض .٣ . ١٢ قضیه

رابطۀ t ∈ R هر برای اگر باشد. لیپشیتز x به نسبت موضعͬ به طور و پیوسته g : R×Rn → Rn کنید فرض و

و باشد برقرار g(t, 0) = 0

lim
x→0

sup
t∈R

∥g(t, x)∥
∥x∥

= 0, (٣ . ١٣)

معادلۀ صفر جواب آنگاه

x′ = Ax+ g(t, x), (١۴ . ٣)

هر و t0 ∈ R هر برای به طوری که دارند وجود δ > 0 و λ ،C ثابت های به علاوه، است. پایدار مجانبی به طور

داریم را زیر رابطۀ t ≥ t0 برای ،∥x(t0)∥ < δ با (١۴ . ٣) معادلۀ از x(t) جواب

∥x(t)∥ ≤ Ce−λ(t−t0)∥x(t0)∥. (١۵ . ٣)

c ثابت های ،٢ . ٢٧ قضیۀ به توجه با نیست، مثبت A ویژۀ مقادیر از ͷهیچ ی حقیقͬ قسمت ازآنجایی که برهان.

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ t > 0 هر برای به طوری که دارند وجود µ > 0 و

∥eAt∥ ≤ ce−µt. (١۶ . ٣)

با x ∈ Rn و t ∈ R هر برای به طوری که دارند وجود δ > 0 ،ϵ > 0 برای ،(٣ . ١٣) به توجه با ازطرف دیͽر،

است برقرار زیر رابطۀ ∥x∥ < δ

∥g(t, x)∥ ≤ ϵ∥x∥. (٣ . ١٧)

قضیۀ در پارامترها تغییر فرمول به توجه با باشد. x(t0) = x0 با (١۴ . ٣) معادلۀ از جوابی x(t) کنید فرض حال

ͬ آید م به دست زیر رابطۀ جواب، ماکسیمال بازۀ در t برای ،٢۶ . ٢

x(t) = eA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

eA(t−s)g(s, x(s))ds. (٣ . ١٨)
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برای مثلا́ ،t0 به ͷنزدی به اندازۀکافͬ t > t0 هر برای x(t) جواب ،∥x0∥ < δ با x0 ∈ Rn برای به علاوه،

که ͬ شود م نتیجه (٣ . ١٧) و (١۶ . ٣) از ازاین رو، ͬ کند. م صدق ∥x(t)∥ < δ شرط در t ∈ [t0, t1]

∥x(t)∥ ≤ ce−µ(t−t0)∥x0∥+
∫ t

t0

ce−µ(t−s)ϵ∥x(s)∥ds, (٣ . ١٩)

داشت خواهیم t ∈ [t0, t1] هر برای معادل، به طور یا

eµt∥x(t)∥ ≤ ceµt0∥x0∥+
∫ t

t0

cϵeµs∥x(s)∥ds.

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ ،(١ . ٣٩ (قضیۀ گرونوال لم به توجه با

eµt∥x(t)∥ ≤ ceµt0∥x0∥ecϵ(t−t0),

داشت خواهیم را زیر رابطۀ t ∈ [t0, t1] برای یعنͬ،

∥x(t)∥ ≤ ce(−µ+cϵ)(t−t0)∥x0∥. (٣ . ٢٠)

نامساوی که ͬ کنیم م اختیار ͷکوچ آن قدر را ϵ > 0 و c ≥ 1 که ͬ کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون

رابطۀ t ∈ [t0, t1] هر برای آنگاه ،∥x0∥ < δ/c اگر که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٢٠) از باشد. برقرار −µ+ cϵ < 0

تعریف t ∈ [t0, t2] بازۀ روی x(t) جواب به طوری که دارد وجود t2 > t1 ازاین رو، است. برقرار ∥x(t)∥ < δ

تکرار نامحدود به طور را روش این ͬ توان م ͬ کند. م صدق ∥x(t)∥ < δ رابطۀ در t ∈ [t0, t2] برای و است شده

t ∈ [t0, tn] بازۀ در x(t) به طوری که دارد وجود tn صعودی دنبالۀ ͷی که گرفت نتیجه تا (δ و ϵ تغییر (بدون کرد

است. برقرار ∥x(t)∥ < δ رابطۀ t ∈ [t0, tn] هر برای و شده تعریف n ∈ N هر برای

خواهیم را ∥x(b−)∥ ≤ δ رابطۀ آنگاه ،b < +∞ اگر باشد. tn دنباله های همۀ سˀوپریمم b کنید فرض حال

است. شده تعریف [t0,+∞) در x(t) جواب و b = +∞ ازاین رو، است. تناقض در ۴۶ . ١ قضیۀ با که داشت

ͬ دهد م نشان این ͬ دهد. م نتیجه را (١۵ . ٣) رابطۀ که ͬ کند، م صدق (٣ . ٢٠) رابطۀ در t ≥ t0 هر برای به علاوه،

است. پایدار مجانبی به طور صفر، جواب که
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است. آمده زیر در ٣ . ١٢ قضیۀ از کاربردی

f(x0) = 0 با نقطه ای x0 کنید فرض و باشد C1 کلاس از تابعͬ f : Rn → Rn کنید فرض .٣ . ١٣ قضیه

و λ ،C ثابت های در این صورت، نباشد. مثبت dx0
f ویژۀ مقادیر از ͷهیچ ی حقیقͬ قسمت به طوری که باشد

اولیۀ مقدار با مسئلۀ از x(t) جواب t0 ∈ R هر برای به طوری که دارند وجود δ > 0

{
x′ = f(x),
x(t0) = x0,

کند صدق زیر رابطۀ در ∥x0 − x0∥ < δ با x0 ∈ Rn و t > t0 هر برای

∥x(t)− x0∥ ≤ Ce−λ(t−t0)∥x0 − x0∥. (٣ . ٢١)

داریم برهان.

x′ = f(x) = dx0
f(x− x0) + f(x)− dx0

f(x− x0). (٣ . ٢٢)

نوشت زیر به صورت  ͬ توان م را (٣ . ٢٢) معادلۀ ،y = x− x0 فرض با

y′ = Ay + g(t, y), (٣ . ٢٣)

و A = dx0f که

g(t, y) = f(x0 + y)− dx0fy.

رابطۀ t ∈ R هر برای به علاوه، نیست. مثبت A ویژۀ مقادیر از ͷهیچ ی حقیقͬ قسمت فرض، به بنا

برقرار زیر رابطۀ y → 0 وقتͬ است، C1 کلاس از f ازآنجایی که و است، برقرار g(t, 0) = f(x0) = 0

بود خواهد

sup
t∈R

g(t, y)

∥y∥
=
f(x0 + y)− f(x0)− dx0

fy

∥y∥
→ 0.
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λ ،C ثابت های که ͬ شود م نتیجه (١۵ . ٣) رابطۀ از ازاین رو، هستند. برقرار ٣ . ١٢ قضیۀ فرض های به عبارت دیͽر،

رابطۀ ،∥y(t0)∥ < δ با (٣ . ٢٣) معادلۀ از y(t) جواب هر و t0 ∈ R هر برای به طوری که دارد وجود δ > 0 و

است برقرار t ≥ t0 هر برای را زیر

∥y(t)∥ ≤ Ce−λ(t−t0)∥y(t0)∥.

ͬ کند. م ثابت را (٣ . ٢١) رابطۀ این

نسخه ای آورد. به دست غیرخودگردان خطͬ معادلات از غیرخطͬ اختلال های برای را مربوطه نتایج ͬ توان م

است. آمده زیر در کلͬ زمینۀ این در ٣ . ١٢ قضیۀ از

معادلۀ اساسͬ جوابی X(t) کنید فرض و باشد پیوسته تابعͬ A : R → Mn کنید فرض .١۴ . ٣ قضیه

باشد برقرار زیر رابطۀ t ≥ s هر و µ > 0 و c ثابت های برای که باشد x′ = A(t)x

∥X(t)X(s)−1∥ ≤ ce−µ(t−s).

رابطۀ در t ∈ R هر برای باشد، لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت و پیوسته g : R × Rn → R تابع اگر

معادلۀ صفر جواب آنگاه باشد، برقرار (٣ . ١٣) خاصیت و کند، صدق g(t, 0) = 0

x′ = A(t)x+ g(t, x), (٢۴ . ٣)

است. پایدار مجانبی به طور

یعنͬ، ͬ کنیم. م دنبال مناسب رابطۀ ͷی با (٣ . ١٨) رابطۀ کردن جایͽزین با را ٣ . ١٢ قضیۀ برهان دقت به ما برهان.

٢۵ . ٢ قضیۀ در پارامتر تغییرات فرمول از دراین صورت باشد، x(t0) = x0 با (٢۴ . ٣) معادلۀ از جوابی x(t) اگر

که ͬ شود م نتیجه جواب ماکسیمال بازۀ در t برای

x(t) = X(t)X(t0)
−1x0 +

∫ t

t0

X(t)X(s)−1g(s, x(s))ds. (٢۵ . ٣)
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هر برای (٣ . ١٧) رابطۀ که دارد وجود δ > 0 شده، داده ϵ > 0 برای ، (٣ . ١٣) رابطۀ به توجه با ازطرف دیͽر،

ͬ کنیم م اختیار طوری ∥x0∥ < δ با x0 ∈ Rn و t1 > t0 اکنون است. برقرار ∥x∥ < δ با x ∈ Rn و t ∈ R

روابط از باشد. برقرار ∥x(t)∥ < δ رابطۀ t ∈ [t0, t1] برای و باشد شده تعریف [t0, t1] بازۀ در x(t) که

استدلال های ͬ توان م حال است. برقرار t ∈ [t0, t1] برای (٣ . ١٩) رابطۀ که ͬ شود م نتیجه (٣ . ١٧) و (٢۵ . ٣)

[t0,+∞) در x(t) جواب آنگاه ،∥x0∥ < δ/c اگر که گرفت نتیجه تا کرد تکرار را ٣ . ١٢ قضیۀ برهان در موجود

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در t ≥ t0 برای و است شده تعریف

∥x(t)∥ ≤ ce(−µ+cϵ)(t−t0)∥x0∥.

جواب به ویژه، است). برقرار −µ + cϵ < 0 رابطۀ که است ͷکوچ آن قدر ϵ > 0 و c ≥ 1 اینکه فرض با )

است. پایدار مجانبی به طور صفر

لیاپانوف توابع ۴ . ٣

جواب ͷی ناپایداری یا پایداری تا ͬ دهد م اجازه فرد به گاهͬ که است لیاپانوف توابع نظریۀ بر مقدمه ای بخش این

کند. اثبات خودکار کم وبیش شیوه ای به را شده داده

ͬ کنیم. م یادآوری را لیپشیتز موضعͬ به طور تابع مفهوم ابتدا اولیه. مفاهیم . ١ . ۴ . ٣

برای هرگاه ͬ شود م گفته لیپشیتز موضعͬ به طور D ⊂ Rn باز مجموعۀ روی f : D → Rn تابع .١۵ . ٣ تعریف

باشد برقرار زیر رابطۀ x, y ∈ K هر برای به طوری که است موجود L > 0 ،K ⊂ D فشرده مجموعۀ هر

∥f(x)− f(y)∥ ≤ L∥x− y∥. (٢۶ . ٣)

به طور f که دهد نشان ͬ توان م به آسانͬ باشد. لیپشیتز موضعͬ به طور تابعͬ f : D → Rn کنید فرض

x به نسبت g(t, x) = f(x) با تعریف شده g : R × D → Rn تابع اگر تنها و اگر است لیپشیتز موضعͬ

است. پیوسته لیپشیتز موضعͬ به طور تابع هر ،(٢۶ . ٣) رابطۀ به توجه با به علاوه، باشد. لیپشیتز موضعͬ به طور
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اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی φt(x0) = x(t, x0) کنید فرض }حال
x′ = f(x),
x(0) = x0,

(٣ . ٢٧)

V : D → R دیفرانسیل پذیر تابع است. خوش تعریف (١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ به توجه با که باشد

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را V̇ : D → R جدید تابع است، شده داده

V̇ (x) = ∇V (x).f(x).

که داریم توجه اکنون،

V̇ (x) =
(
dφt(x)V

∂

∂t
φt(x)

)∣∣
t=0

=
∂

∂t
V (φt(x))

∣∣
t=0

. (٣ . ٢٨)

ͬ کنیم. م معرفͬ x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ برای را لیاپانوف تابع مفهوم حال

تابع x0 برای V : D → R دیفرانسیل پذیر تابع ،f(x0) = 0 با داده شده x0 ∈ D برای .١۶ . ٣ تعریف

به طوری که باشد داشته وجود x0 شامل U ⊂ D باز مجموعۀ هرگاه ͬ شود م نامیده لیاپانوف

V؛ (x) > 0 ،x ∈ U \ {x0} برای و V (x0) = 0 (الف)

.V̇ (x) ≤ 0 ،x ∈ U برای (ب)

،x ∈ U \ {x0} برای شرط با بتوان را دوم شرط هرگاه ͬ شود م نامیده اکید لیاپانوف تابع لیاپانوف، تابع ͷی

کرد. جایͽزین V̇ (x) < 0

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٣ . ١٧ }مثال
x′ = −x+ y,
y′ = −x− y3.

ضابطۀ با که V : R2 → R تابع که ͬ دهیم م نشان است. بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ

V (x, y) = x2 + y2,
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رابطۀ (x, y) ̸= (0, 0) برای و V (0, 0) = 0 داریم است. (0, 0) به نسبت اکید لیاپانوف تابع ͬ شود م معین

داریم ،(x, y) ̸= (0, 0) برای به علاوه، بود. خواهد برقرار V (x, y) > 0

V̇ (x, y) = (2x, 2y).(−x+ y,−x− y3) = −2(x4 + y4) < 0.

معادلۀ بحرانͬ نقطۀ برای اکید) لیاپانوف تابع (به ترتیب، لیاپانوف تابع وجود پایداری. معیار . ٢ . ۴ . ٣

کند. تعیین را نقطه آن مجانبی) پایداری (به ترتیب پایداری تا ͬ دهد م اجازه فرد به x′ = f(x) دیفرانسیل

فرض و باشد D ⊂ Rn باز مجموعۀ روی لیپشیتز موضعͬ به طور تابعͬ f : D → Rn کنید فرض .٣ . ١٨ قضیه

باشد. x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ x0 ∈ D کنید

است. پایدار x0 آنگاه باشد، داشته وجود لیاپانوف تابع ͷی x0 برای اگر (الف)

است. پایدار مجانبی به طور x0 آنگاه باشد، داشته وجود اکید لیاپانوف تابع ͷی x0 برای اگر (ب)

باشد. داشته وجود x0 شامل U ⊂ D باز مجموعۀ روی x0 برای لیاپانوف تابع ͷی که ͬ کنیم م فرض ابتدا برهان.

و ،B(x0, ϵ) ⊂ U که ͬ کنیم م اختیار طوری را ϵ > 0

m = min
{
V (x) : x ∈ ∂B(x0, ϵ)

}
.

،V > 0 ،B(x0, ϵ)\{x0} مجموعۀ روی و است) لیپشیتز موضعͬ به طور آن (چون است پیوسته V ازآنجایی که

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارد وجود δ ∈ (0, ϵ) عدد

0 < max
{
V (x) : x ∈ B(x0, δ)

}
< m. (٣ . ٢٩)

ناصعودی جواب) از I ماکسیمال بازۀ (در t 7→ V (φt(x)) تابع که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٢٨) رابطۀ از ازطرف دیͽر،

φt = φt−s ◦φs رابطۀ s به ͷنزدی به اندازۀکافͬ t برای ،١ . ١٣ قضیۀ برهان مشابه روندی با حقیقت، در است.

داریم s ∈ I برای ازاین رو، و ͬ آوریم، م به دست را

∂

∂t
V (φt(x))

∣∣
t=s

= V (φt−s(φs(x)))
∣∣
t=s
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= V̇ (φs(x)) ≤ 0. (٣ . ٣٠)

x ∈ B(x0, δ) با (٣ . ٢٧) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از φt(x) جواب هر که ͬ شود م نتیجه (٣ . ٢٩) رابطۀ از ازاین رو،

با φt(x) جواب هر که ͬ کند م ایجاب این ͬ گیرد. م قرار B(x0, ϵ) در ماکسیمالش بازۀ در t > 0 هر برای

است. پایدار ،x0 بحرانͬ نقطۀ ازاین رو و است، شده تعریف t > 0 هر برای x ∈ B(x0, δ)

نقطۀ هر برای که دهیم نشان باید باشد. داشته وجود x0 برای اکید لیاپانوف تابع ͷی که ͬ کنیم م فرض حال

روندی با است. برقرار φt(x) → x0 رابطۀ t → +∞ که وقتͬ ͷکوچ به اندازۀکافͬ α با x ∈ B(x0, α)

جواب) ماکسیمال بازۀ (در t 7→ V (φt(x)) تابع x ∈ U \ {x0} هر برای که ͬ گیریم م نتیجه ،(٣ . ٣٠) مشابه

همͽرا (φtn(x))n به طوری که باشد tn ↗ +∞ با حقیقͬ اعداد از دنباله ای (tn)n کنید فرض حال است. نزولͬ

n → +∞ وقتͬ است نزولͬ t 7→ V (φt(x)) چون دراین صورت، باشد. دنباله این حد y کنید فرض و شود،

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ

V (φtn(x)) ↘ V (y).

است برقرار زیر رابطۀ t > 0 برای به علاوه،

V (φt(x)) > V (y). (٣ . ٣١)

با است. برقرار V (φs(y)) < V (y) رابطۀ s > 0 هر برای دراین صورت، .y ̸= x0 که ͬ کنیم م فرض حال

به دلخواه اندازۀ به φtn+s(x) = φs(φtn(x)) که کرد حاصل اطمینان ͬ توان م بزرگ، به اندازۀکافͬ n اختیار

ͷنزدی V (φs(y)) < V (y) به دلخواه اندازۀ به V (φtn+s(x)) همچنین ازاین رو، و است، ͷنزدی φs(y)

ازاین رو است.

V (φtn+s(x)) < V (y),

رابطۀ t → +∞ وقتͬ که ͬ گیریم م نتیجه و ،y = x0 بنابراین، است. (٣ . ٣١) رابطۀ با متناقض این اما

است. برقرار φt(x) → x0
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است. آمده زیر در ٣ . ١٨ قضیۀ کاربردهای

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٣ . ١٩ }مثال
x′ = y − xy2,
y′ = −x3. (٣ . ٣٢)

است، ٢ . ١١ شͺل در فاز تصویر دارای که ،(x, y)′ = (y, 0) خطͬ معادلۀ از اختلال ͷی به عنوان ͬ توان م را این

ͬ گیریم م درنظر را زیر تابع و (٣ . ٣٢) معادلۀ از (0, 0) بحرانͬ نقطۀ کرد. مشاهده

V (x, y) = x4 + 2y2.

به علاوه .V (x, y) > 0 رابطۀ (x, y) ̸= (0, 0) برای و V (0, 0) = 0 داریم

V̇ (x, y) = (4x3, 4y).(y − xy2,−x3) = 4x3y − 4x2y2 − 4x3y = −4x2y2 ≤ 0.

است. پایدار مبدأ، که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١٨ قضیۀ از و است، لیاپانوف تابع ͷی (0, 0) برای V ازاین رو،

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٣ . ٢٠ }مثال
x′ = x2 − x− y,
y′ = −x. (٣ . ٣٣)

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (٣ . ٣٣) معادلۀ ͬ کنیم. م بحث مبدأ در بحرانͬ نقطۀ پایداری مورد در )ما
x
y

)
=

(
−1 −1
1 0

)(
x
y

)
+

(
x2

0

)
. (٣۴ . ٣)

منفͬ، حقیقͬ قسمت با دو هر دارد، (−1± i
√
3)/2 ویژۀ مقادیر (٣۴ . ٣) رابطۀ در 2× 2 ماتریس ازآنجایی که

است. پایدار مجانبی به طور مبدأ که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١٣ قضیۀ از

تابع کردن پیدا این وجود، با کرد. استفاده مبدأ پایداری مطالعۀ برای لیاپانوف توابع از ͬ توان م همچنین

درنظر را V (x, y) = x2 + y2 تابع مثال، برای نیست. آسان همیشه دارد) وجود آن که (وقتͬ اکید لیاپانوف

داریم بͽیرید.

V̇ (x, y) = (2x, 2y).(x2 − x− y, x) = 2x2(x− 1),
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ͷی V بنابراین، است. برقرار V̇ (x, y) ≤ 0 رابطۀ (0, 0) از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در ازاین رو، و

مبدأ که ͬ دهد نم نشان این این وجود، با است. پایدار مبدأ که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١٨ قضیۀ از و است، لیاپانوف تابع

بͽیرید درنظر را زیر تابع منظور، این برای است. پایدار مجانبی به طور

W (x, y) = x2 + xy + y2.

به علاوه .W (0, 0) = 0 داریم

W (x, y) =

(
x
y

)∗ (
1 1/2
1/2 1

)(
x
y

)
. (٣۵ . ٣)

به ویژه، است. مثبت معین ماتریس دارد، 3/2 و 1/2 ویژۀ مقادیر (٣۵ . ٣) رابطۀ در 2 × 2 ماتریس ازآنجایی که

داریم همچنین است. برقرار W (x, y) > 0 رابطۀ (x, y) ̸= 0 برای

Ẇ (x, y) = (2x+ y, x+ 2y).(x2 − x− y, x)

= 2x3 − x2 + x2y − xy − y2

= −
(
x
y

)∗ (
1 1/2

1/2 1

)(
x
y

)
+ 2x3 + x2y. (٣۶ . ٣)

برای به طوری که است موجود a, b > 0 ثابت های است، مثبت معین (٣۶ . ٣) رابطۀ در 2× 2 ماتریس ازآنجایی که

است برقرار زیر رابطۀ ،(x, y) ∈ R2 هر

−a∥(x, y)∥2 ≤ −
(
x
y

)∗ (
1 1/2
1/2 1

)(
x
y

)
≤ −b∥(x, y)∥2.

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ (x, y) → 0 وقتͬ به علاوه،

2x3 + x2y

∥(x, y)∥2
→ 0.

داریم را زیر رابطۀ ͷکوچ به اندازۀکافͬ (x, y) ̸= 0 هر برای شده، داده ϵ > 0 برای بنابراین،

−a− ϵ <
Ẇ (x, y)

∥(x, y)∥2
< −b+ ϵ.
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به اندازۀکافͬ (x, y) ̸= 0 هر برای باشد، برقرار −b+ ϵ < 0 رابطۀ به طوری که ͷکوچ به اندازۀکافͬ ϵ اختیار با

مجانبی به طور مبدأ که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١٨ قضیۀ از ازاین رو، ͬ آوریم. م به دست را Ẇ (x, y) < 0 رابطۀ ͷکوچ

است. پایدار

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٣ . ٢١ مثال

x′′ + f(x) = 0, (٣ . ٣٧)

باشد برقرار زیر رابطۀ x ̸= 0 برای به طوری که است f(0) = 0 با C1 کلاس از تابعͬ f : R → R که

xf(x) > 0 (٣ . ٣٨)

بدون که است ١ جرم با ذره ای به −f(x) نیروی اعمال به مربوط این دارند). یͺسانͬ علامت x و f(x) (یعنͬ،

ͬ کند. م اشاره مبدأ به همیشه نیرو که است فرض این با مطابق (٣ . ٣٨) شرط است. حرکت حال در اصطͺاک

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (٣ . ٣٧) معادلۀ

{
x′ = y,
y′ = −f(x), (٣ . ٣٩)

تابع یعنͬ، ͬ کنیم. م استفاده مبدأ پایداری دادن نشان برای لیاپانوف تابع از ما است. بحرانͬ نقطۀ ͷی (0, 0) و

بͽیرید درنظر را زیر

V (x, y) =
1

2
y2 +

∫ x

0

f(s)ds, (۴٣ . ٠)

مطابقت
∫ x
0
f(s)ds پتانسیل انرژی با است) ١ ذره جرم که بیاورید یاد به ) y2/2 جنبشͬ انرژی مجموع با که

است. برقرار V (x, y) > 0 رابطۀ (x, y) ̸= (0, 0) برای و ،V (0, 0) = 0 داریم ،(٣ . ٣٨) شرط به دلیل دارد.

به علاوه

V̇ (x, y) = (f(x), y).(y,−f(x)) = 0,
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اتفاقاً، است. پایدار مبدأ که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١٨ قضیۀ از ازاین رو، است. لیاپانوف تابع (0, 0) برای V بنابراین، و

داریم جواب ها امتداد در

d

dt
V (x, y) = yy′ + f(x)x′

= −yf(x) + f(x)y = 0,

است. انرژی بقای به مربوط این است. پایستار (٣ . ٣٩) معادلۀ ازاین رو، و

بͽیرید درنظر ٣ . ٢١ مثال مانند f : R → R با را زیر معادلۀ ،ϵ > 0 برای .٣ . ٢٢ مثال

x′′ + ϵx′ + f(x) = 0. (۴٣ . ١)

نوشت زیر به صورت ͬ توان م را (۴٣ . ١) }معادلۀ
x′ = y,
y′ = −f(x)− ϵy.

رابطۀ (x, y) ̸= (0, 0) برای و V (0, 0) = 0 که ͬ گیریم م درنظر را (۴٣ . ٠) رابطۀ در V تابع دوباره

به علاوه است. برقرار V (x, y) > 0

V̇ (x, y) = (f(x), y).(y,−f(x)− ϵy) = −ϵy2 ≤ 0,

است. پایدار مبدأ، که ͬ شود م نتیجه ٣ . ١٨ قضیۀ از ازاین رو، است. لیاپانوف تابع (0, 0) برای V و

x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقاط برای ناپایداری معیار ͷی توصیف با را فصل این ناپایداری. معیار . ٣ . ۴ . ٣

است. ٣ . ١٨ قضیۀ در پایداری معیار مشابه، معیار ͬ دهیم. م خاتمه

فرض و باشد D ⊂ Rn باز مجموعۀ ͷی روی C1 کلاس از تابعͬ f : D → Rn کنید فرض .٣ . ٢٣ قضیه

C1 کلاس از تابعͬ V : U → R کنید فرض همچنین، باشد. x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ x0 ∈ D کنید

که باشد طوری x0 از U ⊂ D ͬͽهمسای در
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باشد؛ برقرار V̇ (x) > 0 نامساوی x ∈ U \ {x0} برای و V (x0) = 0 (الف)

بͽیرید. را مثبت مقادیر x0 از ͬͽهمسای هر در V (ب)

است. ناپایدار x0 بحرانͬ نقطۀ آنگاه

باشد. (٣ . ٣٧) اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی φt(x) و باشد x0 از ͬͽهمسای ͷی A ⊂ Uکنید فرض برهان.

چیزی آنگاه است، شده تعریف t > 0 هر برای که باشد داشته وجود φt(x) جواب ͷی A ͬͽهمسای هر در اگر

t > 0 هر برای x ∈ A با φt(x) جواب های همۀ که کرد فرض ͬ توان م ازاین رو، ندارد. وجود دادن نشان برای

شده اند. تعریف

x ∈ برای ازآنجایی که دارد). وجود همیشه فرض به بنا (که ͬ کنیم م اختیار V (y) > 0 با را y ∈ A حال

t 7→ V (φt(y)) تابع که ͬ گیریم م نتیجه (٣ . ٣٠) در مشابه روندی با است، برقرار V̇ (x) > 0 رابطۀ U \ {x0}

ͬ شود، نم ͷنزدی x0 به φt(y) جواب ،V (x0) = 0 ازآنجایی که ازاین رو، است. صعودی ،φt(y) ∈ U هرگاه

ͬ کنیم م فرض حال است. برقرار φt(y) /∈ B رابطۀ t > 0 برای به طوری که دارد وجود x0 از B ͬͽهمسای یعنͬ،

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را m و ͬ گیرد نم قرار A در جواب که

m = inf
{
V̇ (φt(y)) : t > 0

}
.

داریم را زیر رابطۀ است، فشرده A \B و است پیوسته V̇ = ∇V.f از آنجایی که

m ≥ inf
{
V̇ (x) : x ∈ A \B

}
> 0

داریم ،t > 0 برای همچنین دارند). فشرده مجموعۀ هر روی مینیمم ͷی R در مقادیری با پیوسته توابع (چون

V (φt(y)) ≥ V (y) +mt.

به طوری که دارد وجود T > 0 ازاین رو،

V (φT (y)) > max
{
V (x) : x ∈ A

}
,
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به بنا زیرا ) دارند وجود x0 به ͷنزدی x دلخواه نقاط که ͬ دهد م نشان تناقض این .φT (y) /∈ A ازاین رو، و

قرار A ͬͽهمسای در φt(x) جواب به طوری که ͬ کند) م اختیار را مثبت مقادیر x0 از ͬͽهمسای هر در V فرض

است. ناپایدار x0 بحرانͬ نقطۀ از این رو، گیرد.

است. آمده زیر در ٢ . ٢٣ قضیۀ از کاربردی

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .٢۴ . ٣ }مثال
x′ = 3x+ y3,
y′ = −2y + x2,

کنید فرض و است، بحرانͬ نقطۀ (0, 0) آن در که

V (x, y) = x2 − y2.

به علاوه ͬ کند. م اختیار را مثبت مقادیر (0, 0) از ͬͽهمسای هر در V و V (0, 0) = 0 که است واضح

V̇ (x, y) = (2x,−2y).(3x+ y3,−2y + x2)

= 6x2 + 4y2 + 2xy3 − 2x2y.

ازآنجایی که
V̇ (x, y)

6x2 + 4y2
→ 1 وقتͬ (x, y) → (0, 0),

که ͬ شود م نتیجه ٣ . ٢٣ قضیۀ از ازاین رو، .V̇ (x, y) > 0 داریم ͷکوچ به اندازۀکافͬ (x, y) ̸= (0, 0) برای

است. ناپایدار مبدأ،

تمرین ها ۵ . ٣

کنید پیدا را زیر معادله های ناپایدار و پایدار مجانبی به طور پایدار، جواب های همۀ . ٣ . ١ تمرین

′x؛ = x(x− 2) (الف)



لیاپانوف١۶٧ توابع و پایداری

.x′′ + 4x = 0 (ب)

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ ،C2 کلاس از g : Rn → R تابع برای . ٣ . ٢ تمرین

x′ = ∇g(x).

است. صعودی اکید به طور g ◦ u آنگاه باشد، غیرثابت جواب ͷی u اگر که دهید نشان (الف)

ندارد. وجود مدارتناوبی هیچ که دهید نشان (ب)

کنید. مشخص باشد g(x, y) = x2 + y4 که وقتͬ را مبدأ پایداری (ج)

کنید. مشخص باشد g(x, y) = x2y4 که وقتͬ را مبدأ پایداری (د)

بͽیرید درنظر قطبی مختصات در را زیر معادلۀ . ٣ . ٣ تمرین

{
r′ = f(r),
θ′ = 1,

آن در که

f(r) =

{
r sin(1/r2), r ̸= 0,
0, r = 0.

نیست. پایدار مجانبی به طور اما است پایدار مبدأ که دهید نشان

کنید مشخص را زیر معادله های صفر جواب پایداری . ۴ . ٣ تمرین

(١)
{
x′ = −x+ xy,
y′ = x− y − x2 − y3;

(٢)
{
x′ = −x+ x2 + y2,
y′ = 2x− 3y + y3;

(٣)
{
x′ = −x+ 2x(x+ y)2,
y′ = −y3 + 2y3(x+ y)2;
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(۴)
{
x′ = x3 − 3xy2,
y′ = 3x2y − y3.

باشد. T−تناوبی پیوستۀ تابع ͷی a : R → R کنید فرض . ۵ . ٣ تمرین

کنید. پیدا را x′ = a(t)x معادلۀ مشخصۀ نمای (الف)

باشد. پایدار مجانبی به طور آن صفر جواب به طوری که کنید پیدا a تابع برای کافͬ و لازم شرط ͷی (ب)

کنید محاسبه . ۶ . ٣ تمرین

λ(x) = lim sup
t→+∞

1

t
log ∥x(t)∥,

معادله های از x(t) جواب هر برای ( log 0 = −∞ که قرارداد این با )

(١) x′′ + x = 0;

(٢) x′ = [a+ b(sin log t+ cos log t)]x, a, b ∈ R.

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را χ : Cn → [−∞,+∞) باشد، n×n ماتریس ͷی A کنید فرض . ٣ . ٧ تمرین

χ(v) = lim sup
n→+∞

1

n
log ∥Anv∥.

که دهید نشان

χ(αv)؛ = χ(v) ،α ̸= 0 برای (الف)

χ(v؛ + w) ≤ max{χ(v), χ(w)} (ب)

χ(v؛ + w) = max{χ(v), χ(w)} آنگاه ،χ(v) ̸= χ(w) اگر (ج)

ͬ گیرد. م را محدودی بسیار مقادیر فقط χ (د)

باشد زیر معادلۀ ناصفر جواب ͷی (x1(t), x2(t)) اگر که دهید نشان . ٣ . ٨ }تمرین
x′1 = [−1.01− (sin log t+ cos log t)]x1,
x′2 = [−1.01 + (sin log t+ cos log t)]x2,



لیاپانوف١۶٩ توابع و پایداری

آنگاه

lim sup
t→+∞

1

t
log ∥(x1(t), x2(t))∥ < 0.

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ . ٣ . ٩ }تمرین
y′1 = [−1.01− (sin log t+ cos log t)]y1,
y′2 = [−1.01 + (sin log t+ cos log t)]y2 + y21 .

به صورت s و c2 ،c1 ثابت های برای ͬ توان م را ،t > 0 با ،(y1(t), y2(t)) جواب هر که کنید ثابت (الف)

نوشت }زیر
y1(t) = c1e

−1.01t−a(t),

y2(t) = c2e
−1.01t+a(t) + c21e

−1.01t+a(t)
∫ t
s
e−3a(τ)−1.01τdτ

است. a(t) = t sin log t آن در که

برای که دهید نشان ،k ∈ N برای tk = e2kπ−π/2 تعریف با و ϵ ∈ (0, π/4) اختیار با (ب)

است برقرار زیر رابطۀ τ ∈ [tke
−ϵ, tk]

−3a(τ) ≥ 3τ cos ϵ,

بزرگ به اندازۀکافͬ k ∈ N هر برای که بͽیرید نتیجه آن از ∫و tk

s

e−3a(τ)−1.01τdτ ≥
∫ tk

tke−ϵ

e−3a(τ)−1.01τdτ ≥ ce(3 cos ϵ−1.01)tk ,

است. ثابت ͷی c > 0 آن در که

به طوری که دارد وجود (y1(t), y2(t)) جواب که دهید نشان (٣

lim sup
t→+∞

1

t
log ∥y1(t), y2(t)∥ > 0.

بͽیرید. درنظر t = tke
π راهنمایی:

را φt شار x′ = f(x) معادلۀ به طوری که باشد C∞ کلاس از تابعͬ f : Rn → Rn کنید فرض . ٣ . ١٠ تمرین

کند. تعریف Rn در
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که دهید نشان (الف)

φt(x) = x+ f(x)t+
1

2
(dxf)f(x)t

2 + ◦(t2).

که کنید ثابت (ب)

det dxφt = 1 + divf(x)t+ ◦(t).

که دهید نشان ،t ∈ R و A ⊂ Rn باز مجموعۀ ͷی برای (ج)

d

dt
µ(φt(A)) =

∫
φt(A)

divf,

ͬ دهد. م نشان را Rn در حجم µ که

مجانبی به طور بحرانͬ نقاط تنها نه x′ = f(x) معادلۀ آنگاه باشد، divf = 0 اگر که دهید نشان (ت)

ندارد. هم پایدار مجانبی به طور تناوبی جواب های بلͺه و ندارد پایدار

جواب ها.

هستند. ناپایدار [2,+∞) بازه در جواب ها و پایدار مجانبی به طور (−∞, 2) بازۀ در جواب ها (الف) ٣ . ١

نیستند. پایدار مجانبی به طور کدام هیچ اما هستند پایدار جواب ها همۀ (ب)

ناپایدار. (ج) ٣ . ٢

ناپایدار. (د)

پایدار. مجانبی به طور (الف) ۴ . ٣

پایدار. مجانبی به طور (ب)

پایدار. مجانبی به طور (ج)

ناپایدار. (۴

. (1/T )
∫ T
0
a(s)ds (الف) ۵ . ٣

.
∫ T
0
a(s)ds < 0 (ب)

.λ(x) = 0 (الف) ۶ . ٣



لیاپانوف١٧١ توابع و پایداری

.λ(x) = a+ |b| (ب)



.



۴ فصل

ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

بر مختصر معرفͬ از بعد دارد. اختصاص پایداری سطح در به ویژه آن نتایج و بودن هذلولوی مطالعۀ به فصل این

قضیۀ هذلولوی، بحرانͬ نقطۀ ͷی ͬͽهمسای در جواب ها رفتار مورد در اساسͬ نتیجه ͷی بودن، هذلولوی مفهوم

ͷی از ͷکوچ به اندازۀکافͬ اختلال ͷی جواب های که ͬ دهد م نشان این ͬ کنیم. م بیان را گروبمن‐هارتمن،٢

همچنین هستند. ͬͺتوپولوژی مزدوج آن خطͬ وردشͬ معادلۀ جواب های با هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی با معادله

،١۵ ،٧] مراجع به را خواننده اضافͬ موضوعات برای است. هولدر پیوستۀ ،ͬͺتوپولوژی مزدوج که ͬ دهیم م نشان

ͬ دهیم. م ارجاع [٢٣ ،١٩

هذلولوی بحرانͬ نقاط ١ . ۴

هذلولوی مربعͬ ماتریس ͷی که ͬ آوریم م یاد به ͬ پردازیم. م هذلولوی بحرانͬ نقطۀ مفهوم معرفͬ به بخش این در

کنید فرض حال ببینید). را ۴٢ . ٨ (تعریف باشند ناصفر ͬͽهم آن ویژۀ مقادیر حقیقͬ قسمت هرگاه است

باشد. C1 کلاس از تابعͬ f : Rn → Rn

هذلولوی بحرانͬ نقطۀ است هذلولوی dx0f ماتریس به طوری که f(x0) = 0 با x0 ∈ Rn نقطۀ .١ . ۴ تعریف

ͬ شود. م نامیده x′ = f(x) معادلۀ از
2Grobman-Hartman
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بͽیرید درنظر را زیر خطͬ معادلۀ ،x′ = f(x) از x0 ∈ Rn هذلولوی بحرانͬ نقطۀ برای

x′ = Ax, که A = dx0
f.

ͬ شوند م تعیین زیر به صورت آن جواب های که ͬ آوریم م یاد به

x(t) = eA(t−t0)x(t0), t ∈ R.

را x0 از ناپایدار و پایدار فضاهای ،x′ = f(x) معادلۀ از x0 ∈ Rn هذلولوی بحرانͬ نقطۀ برای .٢ . ۴ تعریف

ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت به ترتیب

Es =
{
x ∈ Rn : eAtx→ 0 که وقتͬ t→ +∞

}
,

و

Eu =
{
x ∈ Rn : eAtx→ 0 که وقتͬ t→ −∞

}
.

آنگاه باشد، x′ = f(x) معادلۀ از هذلولوی بحرانͬ نقطۀ x0 ∈ Rn اگر .٣ . ۴ قضیه

هستند؛ Es
⊕
Eu = Rn با Rn از خطͬ زیرفضاهای Eu و Es (الف)

داریم را زیر روابط ،t ∈ R و y ∈ Eu ،x ∈ Es هر برای (ب)

eAtx ∈ Es, و eAty ∈ Eu.

کانونͬ متعارف صورت ندارد، صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار هیچ A = dx0
f ماتریس ازآنجایی که برهان.

نوشت زیر به صورت Rn = F s
⊕
Fu تجزیۀ به توجه با ͬ توان م را )آن

As 0
0 Au

)
,

جردن بلوک های و منفͬ حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر جردن بلوک های به مربوط به ترتیب Au و As آن در که

x ∈ F s برای که ͬ شود م نتیجه ٢ . ٢٧ قضیۀ از است. مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر

eAtx→ 0 وقتͬ t→ +∞,



١٧۵ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

x ∈ Fu برای و

eAtx→ 0 وقتͬ t→ −∞.

ازاین رو

F s = Es و Fu = Eu,

شد. برقرار اول خاصیت که

است برقرار زیر تساوی t, τ ∈ R هر برای که ͬ کنیم م یادآوری ابتدا دوم، خاصیت برای

eAτeAt = eAteAτ

داشت خواهیم را زیر رابطۀ آنگاه ،t ∈ R و x ∈ Es اگر به ویژه، ببینید). را ٢ . ٣ (تمرین

eAτ (eAtx) = eAt(eAτx). (١ . ۴)

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ ،eAτx→ 0 داریم τ → +∞ وقتͬ ازآنجایی که

eAt(eAτx) → 0 وقتͬ τ → +∞,

آنگاه ،t ∈ R و y ∈ Eu اگر که داد نشان مشابه روشͬ با ͬ توان م .eAtx ∈ Es که ͬ شود م نتیجه (١ . ۴) از و

.eAty ∈ Eu

تشͺیل را مستقیم مجموع هذلولوی، بحرانͬ نقطۀ ͷی با مرتبط Eu و Es فضاهای ،٣ . ۴ قضیۀ به توجه با

x = y + z رابطۀ به طوری که دارند وجود z ∈ Eu و y ∈ Es یͺتای نقاط ،x ∈ Rn برای ازاین رو، ͬ دهد، م

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطه های با را Ps, Pu : Rn → Rn است. برقرار

Psx = y و Pux = z. (٢ . ۴)

که خاصیت این با هستند خطͬ تبدیل دو Pu و Ps که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ

Ps(Rn) = Es و Pu(Rn) = Eu.
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همچنین Euهستند. Esو فضاهای روی به ترتیب تصویر دو Pu و Ps یعنͬ، ،P 2
u = Pu و P 2

s = Ps به علاوه،

که داد نشان ͬ توان م

Es = ReGs + ImGs و Eu = ReGu + ImGu,

حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر از ریشه فضاهای توسط به ترتیب که هستند Cn زیرفضاهای Gu و Gs آن در که

دقیق تر به طور ͬ شوند. م تولید مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر و منفͬ

Gs =
{
x ∈ Cn : (dx0

f − λId)kx = 0 برای k ∈ N, λ ∈ C با Reλ < 0
}
,

و

Gu =
{
x ∈ Cn : (dx0

f − λId)kx = 0 برای k ∈ N, λ ∈ C با Reλ > 0
}
.

گروبمن‐هارتمن قضیۀ ٢ . ۴

x0 هذلولوی بحرانͬ نقطۀ x′ = f(x) معادلۀ به طوری که باشد C1 کلاس از تابعͬ f : Rn → Rn کنید فرض

معادله های جواب  که ͬ دهیم م نشان بخش این در دارد. را

x′ = f(x) و y′ = dx0
fy,

،۴۴ . ٢ تعریف با مشابه روش به و دقیق تر، به طور هستند. ͬͺتوپولوژی مزدوج 0 و x0 ͬ های ͽهمسای در به ترتیب

اولیۀ مقدار با مسئلۀ جواب های به ترتیب φt(z) و ψt(z) اگر که معناست بدان }این
x′ = f(x),
x(0) = z

و
{
y′ = dx0

fy,
y(0) = z,

(٣ . ۴)

هستند، 0 و x0 از ͬ هایی ͽهمسای به ترتیب V و U که دارد وجود h : U → V همسانریخت ͷی آنگاه باشند

داشت خواهیم را زیر رابطۀ ،z, ψt(z) ∈ U که وقت هر و h(x0) = 0 به طوری که

h(ψt(z)) = φt(h(z)). (۴ . ۴)



١٧٧ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

هستند همسانریخت ،0 و x0 از ͬ هایی ͽهمسای در به ترتیب (٣ . ۴) معادله های فاز تصاویر که ͬ کند م تضمین این

ببینید). را ١ . ۴ (شͺل

برای ͬͺتوپولوژی مزدوج های وجود بر مبنͬ را نتیجه ای ما ابتدا هذلولوی. ماتریس های اختلال های . ٢ . ١ . ۴

ͬ کنیم. م بیان A هذلولوی ماتریس ͷی با x′ = Ax خطͬ معادلۀ ͷی اختلال های

باشد کراندار تابعͬ g : Rn → Rn کنید فرض و باشد n × n هذلولوی ماتریسͬ A کنید فرض .۴ . ۴ قضیه

باشد برقرار زیر رابطۀ x, y ∈ Rn هر برای و g(0) = 0 به طوری که

∥g(x)− g(y)∥ ≤ δ∥x− y∥. (۵ . ۴)

و η(0) = 0 به طوری که دارد وجود η : Rn → Rn یͺتا کراندار پیوستۀ تابع ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ هر برای

h ◦ eAt = ψt ◦ h, t ∈ R, (۶ . ۴)

ͬ شود م تعیین زیر معادلۀ توسط که است شاری ψt و h = Id+ η آن در که

x′ = Ax+ g(x). (٧ . ۴)

است. همسانریخت h به علاوه،

ͬ کنیم. م تقسیم مرحله چند به را اثبات برهان.

هر ͬ کند. م تعریف شار ͷی (٧ . ۴) معادلۀ که ͬ دهیم م نشان ابتدا سراسری. جواب های وجود نخست. مرحلۀ

ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در Ix متناظر ماکسیمال بازۀ در t برای x(t) جواب

x(t) = eA(t−t0)x(t0) +

∫ t

t0

eA(t−s)g(x(s))ds (٨ . ۴)

ͬ توان م ازاین رو، و است، لیپشیتز موضعͬ به طور x به نسبت و پیوسته (t, x) 7→ Ax+g(x) تابع که کنید (توجه

رابطۀ Ix در t ≥ t0 برای که ͬ شود م نتیجه (٨ . ۴) رابطۀ و y = 0 با (۵ . ۴) رابطۀ از برد). به کار را ۴١ . ٣ قضیۀ
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h
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s

.(٣ . ۴) در معادلات جواب های بین ͬͺتوپولوژی مزدوج های :١ . ۴ شͺل



١٧٩ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

است برقرار زیر

∥x(t)∥ ≤ e∥A∥(t−t0)∥x(t0)∥+
∫ t

t0

e∥A∥(t−s)δ∥x(s)∥ds.

رابطۀ Ix در t ≥ t0 برای ،(١ . ٣٩ (قضیۀ گرونوال لم به توجه با

e−∥A∥t∥x(t)∥ ≤ e−∥A∥t0∥x(t0)∥eδ(t−t0),

معادل به طور یا

∥x(t)∥ ≤ e(∥A∥+δ)(t−t0)∥x(t0)∥, (٩ . ۴)

درغیراین صورت، است. شده تعریف [t0,+∞) بازۀ در x(t)جواب هر که ͬ کند م ایجاب این ͬ آوریم. م به دست را

داشت خواهیم را زیر رابطۀ (٩ . ۴) رابطۀ به توجه با و بود، خواهد متناهͬ Ix بازۀ از b راست انتهایی نقطۀ

∥x(b−)∥ ≤ e(∥A+δ∥)(b−t0)∥x(t0)∥,

ͬ توان م مشابه به روشͬ دارد. تناقض ماکسیمال بازۀ انتهایی نقاط در جواب ها رفتار مورد در ۴۶ . ١ قضیۀ با که

شده اند. تعریف (−∞, t0] بازۀ در جواب ها که داد نشان

η(0) = 0 با η : Rn → Rn کراندار پیوستۀ توابع مجموعۀ X0 کنید فرض دلخواه. تابع ساخت دوم. مرحلۀ

است زیر فاصلۀ با کامل ͷمتری فضای ͷی X0 که ͬ شود م نتیجه ١ . ٣٠ قضیۀ از باشد.

d(η, ζ) = sup
{
∥η(x)− ζ(x)∥ : x ∈ Rn

}
. (١٠ . ۴)

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را X0 در G تبدیل x ∈ Rn و η ∈ X0 هر برای

G(η)(x) =

∫ +∞

0

Pse
Aτη(e−Aτx)dτ −

∫ +∞

0

Pue
−Aτη(eAτx)dτ

=

∫ t

−∞
Pse

A(t−τ)η(eA(τ−t)x)dτ −
∫ +∞

t

Pue
A(t−τ)η(eA(t−τ)x)dτ,

(١١ . ۴)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٨٠معادلات

که ͬ دهیم م نشان ابتدا ببینید). را (٢ . ۴) ) هستند ناپایدار و پایدار فضاهای روی تصاویر به ترتیب Pu و Ps که

c, µ > 0 ثابت های ٢ . ٢٧ قضیۀ به توجه با است، هذلولوی A ماتریس ازآنجایی که است. خوش تعریف G تبدیل

هستند برقرار زیر روابط τ ≥ 0 برای به طوری که دارند وجود

∥PseAτ∥ ≤ ce−µτ و ∥Pue−Aτ∥ ≤ ce−µτ . (١٢ . ۴)

هستند برقرار زیر روابط ،τ ≥ 0 برای ازاین رو،

∥PseAτη(e−Aτ )∥ ≤ ce−µτ∥η∥∞, (١٣ . ۴)

و

∥Pue−Aτη(eAτ )∥ ≤ ce−µτ∥η∥∞, (١۴ . ۴)

که

∥η∥∞ := sup
{
∥η(x)∥ : x ∈ Rn

}
.

که ͬ شود م نتیجه (١۴ . ۴) و (١٣ . ۴) روابط از ازاین رو، .∥η∥∞ < +∞ داریم ،η ∈ X0 ∫ازآنجایی که +∞

0

∥PseAτη(e−Aτx)∥dτ +
∫ +∞

0

∥Pue−Aτη(eAτx)∥dτ

≤
∫ +∞

0

ce−µτ∥η∥∞dτ +
∫ +∞

0

ce−µτ∥η∥∞dτ =
2c

µ
∥η∥∞, (١۵ . ۴)

داریم x ∈ Rn هر برای ،(١۵ . ۴) رابطۀ به توجه با به علاوه، است. خوش تعریف G تبدیل و

∥G(η)(x)∥ ≤ 2c

µ
∥η∥∞,

و x ∈ Rn برای است. پیوسته G(η) که ͬ دهیم م نشان حال است. کراندار η ∈ X0 هر برای G(η) تابع و

است برقرار زیر رابطۀ به طوری که دارد وجود T > 0 که ͬ شود م نتیجه (١۵ . ۴) رابطۀ از شده، داده ϵ > 0∫ +∞

T

∥PseAτη(e−Aτx)∥dτ +
∫ +∞

T

∥Pue−Aτη(eAτx)∥dτ < ϵ.



١٨١ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

داریم ،x, y ∈ Rn هر برای

∥G(η)(x)−G(η)(y)∥ < 2ϵ+

∫ T

0

∥PseAτ [η(e−Aτx)− η(e−Aτy)]∥dτ

+

∫ T

0

∥Pue−Aτ [η(eAτx)− η(eAτy)]∥dτ

≤ 2ϵ+

∫ T

0

ce−µτ∥η(e−Aτx)− η(e−Aτy)∥dτ

+

∫ T

0

ce−µτ∥η(eAτx)− η(eAτy)∥dτ. (١۶ . ۴)

است پیوسته یͺنواخت به طور [0, T ] × B(x, δ) مجموعۀ روی (t, x) 7→ η(e−Atx) تابع ،δ > 0 هر برای

است موجود δ > 0 ازاین رو، هستند). پیوسته یͺنواخت به طور فشرده مجموعۀ هر روی پیوسته توابع (چون

است برقرار زیر رابطۀ y ∈ B(x, δ) و τ ∈ [0, T ] برای به طوری که

∥η(e−Aτx)− η(e−Aτy)∥ < ϵ.

و τ ∈ [0, T ] برای به طوری که است) قبل مانند که کرد فرض ͬ توان م که ) است موجود δ > 0 مشابه، به طور

است برقرار زیر رابطۀ y ∈ B(x, δ)

∥η(eAτx)− η(eAτy)∥ < ϵ.

است برقرار زیر رابطۀ y ∈ B(x, δ) برای که ͬ شود م نتیجه (١۶ . ۴) رابطۀ از

∥G(η)(x)−G(η)(y)∥ < 2ϵ+ 2cT ϵ.

و G(η)(0) = 0 داریم ،(١١ . ۴) رابطۀ به توجه با به علاوه، است. پیوسته G(η) تابع که ͬ دهد م نشان این

است. G(X0) ⊂ X0 ازاین رو،

کنید فرض داده شده، η ∈ X0 برای .(۶ . ۴) تساوی معادل شͺل سوم. مرحلۀ

gη(x) = g(h(x)),



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٨٢معادلات

که ͬ شود م نتیجه (۵ . ۴) رابطۀ از است. کراندار g زیرا است، کراندار gη تابع که ͬ کنیم م توجه .h = Id+ η که

∥gη(x)− gη(y)∥ ≤ δ∥x− y∥+ δ∥η(x)− η(y)∥.

به علاوه

gη(0) = g(h(0)) = g(0) = 0,

است. gη ∈ X0 ازاین رو و

است. G(gη) = η با معادل (۶ . ۴) تساوی .۵ . ۴ لم

که ͬ شود م نتیجه لایبنیتز دستور از آنگاه ،G(gη) = η اگر برهان.

∂

∂t
e−Ath(eAtx)

=
∂

∂s
e−A(t+s)η(eA(t+s)x)|s=0

= e−At
∂

∂s
e−Asη(eAseAtx)|s=0

= e−At
∂

∂s
e−AsG(gη)(e

Asx)|s=0

= e−At
∂

∂s
(

∫ s

−∞
Pse

−Aτgη(e
Aτx)dτ −

∫ +∞

s

Pue
−Aτgη(e

Aτx)dτ)|s=0

= e−At(Psgη(x) + Pugη(x))

= e−Atg(h(eAtx)). (١٧ . ۴)

ازطرف دیͽر
∂

∂t
e−Ath(eAtx) = −Ae−Ath(eAtx) + e−At

∂

∂t
h(eAtx),

که ͬ شود م نتیجه (١٧ . ۴) رابطۀ از و

−Ah(eAtx) + ∂

∂t
h(eAtx) = g(h(eAtx)),
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یعنͬ
∂

∂t
h(eAtx) = Ah(eAtx) + g(h(eAtx)).

برای ،y(0) = h(x) ازآنجایی که ͬ کند. م صدق (٧ . ۴) معادلۀ در y(t) = h(eAtx) تابع که ͬ دهد م نشان این

داشت خواهیم x ∈ Rn هر

h(eAtx) = ψt(h(x)),

ͬ دهد. م نتیجه را (۶ . ۴) تساوی که

به صورت دوباره را تساوی این ͬ توان م ،h = Id+η ازآنجایی که باشد. برقرار (۶ . ۴) که ͬ کنیم م فرض اکنون،

نوشت زیر

Id+ η = ψt ◦ h ◦ e−At. (١٨ . ۴)

داریم ،٢۶ . ٢ قضیۀ در پارامترها تغییر فرمول به توجه با ازطرف دیͽر،

ψt(x) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−τ)g(ψτ (x))dτ. (١٩ . ۴)

که ͬ شود م نتیجه (١٨ . ۴) رابطه از ،(١٩ . ۴) و (۶ . ۴) روابط از استفاده با

η(x) = ψt(h(e
−Atx))− x

= eAth(e−Atx) +

∫ t

0

eA(t−τ)g(ψτ (h(e
−Atx)))dτ − x

= eAtη(e−Atx) +

∫ t

0

eA(t−τ)g(h(eA(τ−t)x))dτ

= eAtη(e−Atx) +

∫ t

0

eAτg(h(e−Aτx))dτ. (٢٠ . ۴)

شد خواهد برقرار زیر رابطۀ t→ +∞ وقتͬ که ͬ شود م نتیجه (١٣ . ۴) رابطۀ از به علاوه،

∥PseAtη(e−Atx)∥ ≤ ce−µt∥η∥∞ → 0,



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٨۴معادلات

داریم ،(٢٠ . ۴) رابطۀ به توجه با ازاین رو، و

Psη(x) =

∫ +∞

0

Pse
Aτg(h(e−Aτx))dτ. (٢١ . ۴)

که ͬ شود م نتیجه (٢٠ . ۴) رابطۀ در سوم تساوی از ازطرف دیͽر،

e−Atη(x) = η(e−Atx) +

∫ t

0

e−Aτg(h(eA(τ−t)x))dτ.

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ ،eAtx با x جایͽزینͬ با

e−Atη(eAtx) = η(x) +

∫ t

0

e−Aτg(h(eAτx))dτ. (٢٢ . ۴)

داریم t→ −∞ وقتͬ که ͬ شود م نتیجه (١۴ . ۴) رابطۀ از مشابه، به طور

∥Pue−Atη(eAtx)∥ ≤ ce−µt∥η∥∞ → 0

داشت خواهیم (٢٢ . ۴) رابطۀ به توجه با ازاین رو، و

Puη(x) = −
∫ +∞

0

Pue
−Aτg(h(eAτx))dτ. (٢٣ . ۴)

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ سرانجام ،(٢٣ . ۴) و (٢١ . ۴) روابط طرفین جمع با

η(x) = Psη(x) + Puη(x)

=

∫ +∞

0

Pse
Aτg(h(e−Aτx))dτ −

∫ +∞

0

Pue
−Aτg(h(eAτx))fτ

= G(g ◦ h)(x) = G(gη)(x).

است. برقرار مطلوب نتیجۀ بنابراین

دارد. η یͺتای جواب ͷی G(gη) = η معادلۀ که ͬ دهیم م نشان حال مزدوج. ساخت چهارم. مرحلۀ



١٨۵ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

ͬ کند. م صدق G(gη) = η در که دارد وجود η ∈ X0 یͺتای تابع ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ هر برای .۶ . ۴ لم

ͬ کنیم م تعریف زیر ضابطۀ با را X0 در F تبدیل برهان.

F (η) = G(gη). (٢۴ . ۴)

نشان حال .(G(X0) ⊂ X0 (چون F (X0) ⊂ X0 ͬ گیریم م نتیجه ،gη ∈ X0 ،η ∈ X0 برای ازآنجایی که

داریم ،η, ζ ∈ X0 هر برای است. انقباضͬ F که ͬ دهیم م

F (η)(x)− F (ζ)(x) =

∫ t

−∞
Pse

A(t−τ)[gη(e
A(τ−t)x)− gζ(e

A(τ−t)x)]dτ

−
∫ +∞

t

Pue
A(t−τ)[gη(e

A(τ−t)x)− gζ(e
A(τ−t)x)]dτ.

که ͬ شود م نتیجه (۵ . ۴) رابطۀ از

∥gη(eA(τ−t)x)− gζ(e
A(τ−t)x)∥ ≤ δ∥η(eA(τ−t)x)− ζ(eA(τ−t)x)∥ ≤ δd(η, ζ),

ͬ آوریم م به دست ،(١٢ . ۴) رابطۀ از استفاده با ازاین رو، و

∥F (η)(x)− F (ζ)(x)∥ ≤
∫ t

−∞
ce−µ(t−τ)δd(η, ζ)dτ

+

∫ +∞

t

ce−µ(t−τ)δd(η, ζ)dτ

=
2cδ

µ
d(η, ζ).

ازاین رو

d(F (η), F (ζ)) ≤ 2cδ

µ
d(η, ζ),

و است کامل ͷمتری فضای ͷی X0 ازآنجایی که است. انقباضͬ ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ هر برای F و

.F (η) = η به طوری که دارد وجود یͺتا η ∈ X0 که ͬ شود م نتیجه ٣۵ . ١ قضیۀ از ،F (X0) ⊂ X0
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نشان که ͬ ماند م باقͬ حال ͬ کند. م صدق (۶ . ۴) تساوی در ،۶ . ۴ لم توسط داده شده η تابع ،۵ . ۴ لم به توجه با

است. همسانریخت h = Id+ η که دهیم

h(x) = y معادلۀ داده شده، y ∈ Rn برای است. پوشا h که ͬ دهیم م نشان ابتدا معکوس. وجود پنجم. مرحلۀ

اگر تنها و اگر دارد x = y + z به صورت جوابی

z = −η(y + z). (٢۵ . ۴)

حداقل B ⊂ Rn بسته گوی در H : B → B پیوسته تابع هر ͬ کنیم: م یادآوری را براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ حال

تابع برای قضیه این بردن کار به  با ببینید). را [١٠] مرجع مثال، به عنوان اثبات، (برای دارد ثابت نقطۀ ͷی

z 7→ H(z) = −η(y + z),

وجود (٢۵ . ۴) رابطۀ در صادق z ∈ B نقطۀ ͷی حداقل که ͬ گیریم م نتیجه ،B = B(0, ∥η∥∞) بستۀ گوی در

است. پوشا h که ͬ دهد م نشان این دارد.

نتیجه (۶ . ۴) رابطۀ از ،h(x) = h(y) به طوری که x, y ∈ Rnبرای است. ͷبه ی ͷی h که ͬ دهیم م نشان حال

بود خواهد برقرار زیر رابطۀ t ∈ R برای که ͬ شود م

h(eAtx) = h(eAty),

ازاین رو و

eAt(x− y) = −η(eAtx) + η(eAty). (٢۶ . ۴)

سمت ͬ که درحال است غیرکراندار (٢۶ . ۴) رابطۀ چپ سمت آنگاه ،Pu(x − y) ̸= 0 یا Ps(x − y) ̸= 0 اگر

که ͬ دهد م نشان تناقض این است. کراندار راست

Ps(x− y) = Pu(x− y) = 0,
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.x = y رو این از و

پیوسته تابع f : U → Rn اگر ͬ آوریم: م یاد به را ناوردایی دامنۀ قضیۀ ابتدا معکوس. پیوستگͬ ششم. مرحلۀ

است همسانریخت f |U : U → V و است باز V = f(U) آنگاه باشد، U ⊂ Rn باز مجموعۀ روی ͷبه ی ͷی

از است، پوشا و پیوسته h : Rn → Rn تابع ازآنجایی که ببینید). را [١٠] مرجع مثال، به عنوان اثبات، (برای

است. همیومورفیسم h که ͬ شود م نتیجه قضیه

توضیح ۴ . ۴ قضیۀ نتیجۀ به عنوان ٢ . ۴ بخش ابتدای در که را نتیجه ای اکنون هذلولوی. بحرانͬ نقاط . ٢ . ٢ . ۴

ͬ کنیم. م بیان را است شده داده

کنید فرض و باشد C1 کلاس از تابع ͷی f : Rn → Rn کنید فرض گروبمن‐هارتمن). (قضیۀ .٧ . ۴ قضیه

مسئله های جواب های φt(z)به ترتیب ψt(z)و اگر باشد. x′ = f(x) معادلۀ از هذلولوی بحرانͬ نقطۀ x0 ∈ Rn

به ترتیب V = h(U) و U که است، موجود h : U → V همسانریخت آنگاه باشند، (٣ . ۴) اولیۀ مقدار با

h(ψt(z)) = φt(h(z)) رابطۀ z, ψt ∈ U وقت هر و h(x0) = 0 به طوری که هستند، 0 و x0 از ͬ هایی ͽهمسای

است. برقرار

،y = x − x0 متغیر تغییر با که است واضح .x0 = 0 ͬ کنیم م فرض کلیت، دادن دست از بدون برهان.

به علاوه، .F (y) = f(x0 + y) آن در که ͬ شود، م تبدیل y′ = F (y) معادلۀ به x′ = f(x) معادلۀ

.F (0) = f(x0) = 0

ͬ نویسیم م ،x0 = 0 اختیار با

f(x) = Ax+ g(x),

که

A = d0f و g(x) = f(x)−Ax.

قضیۀ اعمال برای .g(0) = 0 به علاوه، است. C1 کلاس از g تابع و است هذلولوی A ماتریس که ͬ کنیم م توجه

به را ما که شود، رد است ممͺن خاصیت این به طورکلͬ، حال، این با کنیم. بررسͬ را (۵ . ۴) خاصیت باید ،۴ . ۴
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را r > 0 ،۴ . ۴ قضیۀ در δ > 0 برای دقیق تر، به طور ͬ دهد. م سوق صفر ͬͽهمسای از خارج در g تابع اصلاح

که ͬ کنیم م اختیار ͷکوچ آن قدر

sup
{
∥dxg∥ : x ∈ B(0, r)

}
≤ δ/3 (٢٧ . ۴)

قضیۀ از ،g(0) = 0 ازآنجایی که است). d0g = 0 و پیوسته x 7→ dxg تابع زیرا است، امͺان پذیر همیشه (این

که ͬ شود م نتیجه میانͬ مقدار

sup
{
∥g(x)∥ : x ∈ B(0, r)

}
≤ δr/3. (٢٨ . ۴)

که ͬ گیریم م درنظر طوری را C1 کلاس از α : Rn → [0, 1] تابع اکنون

α(x)؛ = 1 ،x ∈ B(0, r/3) برای (الف)

α(x)؛ = 0 ،x ∈ Rn \B(0, r) برای (ب)

.sup{∥dxα∥ : x ∈ Rn} ≤ 2/r (ج)

ضابطۀ با تعریف شده C1 کلاس از g : Rn → Rn تابع برای

g(x) = α(x)g(x), (٢٩ . ۴)

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ (٢٨ . ۴) و (٢٧ . ۴) روابط به توجه با به علاوه، .g(0) = 0 داریم

∥dxg∥ = ∥dxαg(x) + α(x)dxg∥

≤ sup
x∈Rn

∥dxα∥ sup
x∈B(0,r)

∥g(x)∥+ sup
x∈Rn

∥dxg∥

<
2

r
.
δr

3
+
δ

3
= δ. (٣٠ . ۴)

قضیۀ ͬ توان م ازاین رو، است. برقرار g تابع برای (۵ . ۴) خاصیت که ͬ شود م نتیجه میانͬ مقدار قضیۀ از ازاین رو،

برد به کار ͬ کند م صدق زیر رابطۀ در که h = Id+ η همسانریخت آوردن به دست برای را ۴ . ۴

h ◦ eAt = ψt ◦ h, t ∈ R,
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است زیر اولیۀ مقدار با مسئلۀ از جوابی ψt(z) }که
x′ = Ax+ g(x),
g(0) = z.

آنگاه ∥ψt(z)∥ < r/3 و ∥z∥ < r/3 اگر است، g با منطبق B(0, r/3) گوی روی g ازآنجایی که اما

∥ψt(z)∥ < r/3 و ∥z∥ < r/3 که z ∈ Rn و t ∈ R هر برای را (۴ . ۴) تساوی این، .ψt(z) = ψt(z)

ͬ دهد. م نتیجه کند، صدق

فضاهای که نیست این مستلزم ٧ . ۴ و ۴ . ۴ قضایای که است ذکر به لازم اختلال ها. تحت پایداری . ٢ . ٣ . ۴

Rn فضای کل آنها از ͬͺی که ͬ شوند م نیز حالتͬ شامل قضایا یعنͬ، باشند، مثبت بˀعد دارای ناپایدار و پایدار

دارد. را زیر نتیجۀ مشاهده این باشد.

g(0) = 0 با کراندار تابع g : Rn → Rn و باشد هذلولوی n × n ماتریس ͷی A کنید فرض .٨ . ۴ قضیه

باشد. برقرار x, y ∈ Rn هر برای (۵ . ۴) خاصیت به طوری که باشد

صفر جواب آنگاه باشد، ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ و باشد منفͬ ͬͽهم A ویژۀ مقادیر حقیقͬ قسمت اگر (الف)

است. پایدار مجانبی به طور (٧ . ۴) معادلۀ

آنگاه باشد، ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ و باشد مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی دارای حداقل A اگر (ب)

است. ناپایدار (٧ . ۴) معادلۀ صفر جواب

که ͬ شود م نتیجه (۶ . ۴) رابطۀ از برهان.

ψt = h ◦ eAt ◦ h−1, (٣١ . ۴)

هستند، منفͬ ͬͽهم A ویژۀ مقادیر حقیقͬ قسمت ازآنجایی که است. ۴ . ۴ قضیۀ در داده شده همسانریخت h که

مبدأ که ͬ شود م نتیجه (٣١ . ۴) رابطۀ از ،h(0) = 0 ازآنجایی که ازاین رو، .∥eAt∥ → 0 داریم t → +∞ وقتͬ

باشد، مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی حداقل دارای A وقتͬ مشابه، به طور است. پایدار مجانبی به طور

است. ناپایدار مبدأ که ͬ شود م نتیجه (٣١ . ۴) رابطۀ از و ،∥eAt∥ → +∞ داریم t→ +∞ وقتͬ
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است. ٧ . ۴ قضیۀ از نتیجه ͷی زیر نتایج

معادلۀ هذلولوی بحرانͬ نقطۀ x0 ∈ Rn و باشد C1 کلاس از تابع ͷی f : Rn → Rn کنید فرض .٩ . ۴ قضیه

باشد. x′ = f(x)

به طور x0 بحرانͬ نقطۀ آنگاه باشد، منفͬ حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر دارای تنها ماتریس dx0f اگر (الف)

است. پایدار مجانبی

x0 بحرانͬ نقطۀ آنگاه باشد، مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی دارای حداقل ماتریس dx0
f اگر (ب)

است. ناپایدار

برویم. پیش ٨ . ۴ قضیۀ برهان به مشابه روشͬ به و بͽیریم درنظر را (۴ . ۴) تساوی که است کافͬ برهان.

است. ٣ . ١٣ قضیۀ از نتیجه ای ،٩ . ۴ قضیۀ در اول خاصیت که داریم توجه

هولدر مزدوج های ٣ . ۴

در متأسفانه، هستند. برخوردار بیشتری نظم از ٧ . ۴ و ۴ . ۴ قضایای در همسانریخت ها آیا بپرسیم که است طبیعͬ

کتاب محدودۀ از خارج مفصل بحث اگرچه نیست، ممͺن C1 کلاس مزدوج های آوردن به دست کلͬ، حالت

زیر نتیجۀ دقیق تر، به طور هستند. هولدر پیوستۀ همیشه همسانریخت ها آن که داد نشان ͬ توان م حال، این با است.

داریم. را

باشد g(0) = 0 با کراندار تابع g : Rn → Rn و باشد هذلولوی n× n ماتریس A کنید فرض .١٠ . ۴ قضیه

δ > 0 ͷی ،K > 0 و داده شده، ͷکوچ به اندازۀکافͬ α ∈ (0, 1) برای باشد. برقرار (۵ . ۴) خاصیت به طوری که

صدق زیر رابطۀ در ∥x− y∥ < 1 با x, y ∈ Rn هر برای ۴ . ۴ قضیۀ در h همسانریخت به طوری که دارد وجود

ͬ کند م

∥h(x)− h(y)∥ ≤ K∥x− y∥α.
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α ∈ (0, 1) برای باشد. η(0) = 0 با η : Rn → Rn کراندار پیوستۀ توابع مجموعۀ X0 کنید فرض برهان.

هر برای که ͬ گیریم م در نظر طوری را η ∈ X0 توابع از متشͺل Xα ⊂ X0 زیرمجموعۀ ،K > 0 و داده شده

باشد برقرار زیر رابطۀ ∥x− y∥ < 1 با x, y ∈ Rn

∥η(x)− η(y)∥ ≤ K∥x− y∥α.

(١٠ . ۴) رابطۀ در فاصله با کامل ͷمتری فضای ͷی Xα که داد نشان ͬ توان م به آسانͬ ،١ . ٣٠ قضیۀ از استفاده با

F (Xα) ⊂ Xα رابطۀ در (٢۴ . ۴) رابطۀ در F تبدیل که دهیم نشان است کافͬ قضیه اثبات برای ازاین رو، است.

کنید فرض است. انقباضͬ X0 در F که ͬ دانیم م ۴ . ۴ قضیۀ برهان از این از پیش واقع، در ͬ کند. م صدق

داریم .η ∈ Xα

∥h(x)− h(y)∥ = ∥x− y + η(x)− η(y)∥ ≤ ∥x− y∥+ ∥η(x)− η(y)∥.

داشت خواهیم ∥x− y∥ < 1 هرگاه ،η ∈ Xα ازآنجایی که

∥h(x)− h(y)∥ ≤ ∥x− y∥+K∥x− y∥α

≤ (1 +K)∥x− y∥α. (٣٢ . ۴)

ͬ گیریم م درنظر را زیر تفاضل حال

W = F (η)(x)− F (η)(y)

=

∫ t

−∞
Pse

A(t−τ)[gη(e
A(τ−t)x)− gη(e

A(τ−t)y)]dτ

−
∫ +∞

t

Pue
A(t−τ)[gη(e

A(τ−t)x)− gη(e
A(τ−t)y)]dτ,

نتیجه (١٢ . ۴) و (۵ . ۴) روابط از بنابراین، .gη ∈ X0 که ͬ دانیم م ،۴ . ۴ قضیۀ برهان از .gη = g ◦ h آن در که

که ͬ شود م

∥W∥ ≤ c

∫ t

−∞
e−µ(t−τ)δ∥η(eA(τ−t)x)− η(eA(τ−t)y)∥dτ
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+c

∫ +∞

t

e−µ(t−τ)δ∥η(eA(τ−t)x)− η(eA(τ−t)y)∥dτ.

رابطۀ به توجه با ازاین رو، .∥eAt∥ ≤ e∥A∥.|t| داریم ،t ∈ R برای ،(٢ . ١١) رابطۀ به توجه با ازطرف دیͽر،

ͬ آوریم م به دست را زیر رابطۀ ،(٣٢ . ۴)

∥W∥ ≤ cδ(1 +K)

∫ t

−∞
e−µ(t−τ)∥eA(τ−t)(x− y)∥αdτ

+cδ(1 +K)

∫ +∞

t

e−µ(t−τ)∥eA(τ−t)(x− y)∥αdτ

≤ cδ(1 +K)∥x− y∥α
∫ t

−∞
e−µ(t−τ)eα∥A∥(t−τ)dτ

+cδ(1 +K)∥x− y∥α
∫ +∞

t

e−µ(τ−t)eα∥A∥(τ−t)dτ

= cδ(1 +K)∥x− y∥α
∫ t

−∞
e−(µ−α∥A∥)(t−τ)dτ

+cδ(1 +K)∥x− y∥α
∫ +∞

t

e−(µ−α∥A∥)(τ−t)dτ.

ازاین رو و است، برقرار µ− α∥A∥ > 0 رابطۀ ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ α هر برای

∥W∥ ≤ 2cδ(1 +K)

µ− α∥A∥
∥x− y∥α. (٣٣ . ۴)

ͬ شود م نتیجه (٣٣ . ۴) رابطۀ از ∥x− y∥ < 1 با x, y ∈ Rn هر برای ،ͷکوچ به اندازۀ کافͬ δ هر برای ازاین رو،

که

∥F (η)(x)− F (η)(y)∥ ≤ K∥x− y∥α.

ͬ کند. م کامل را قضیه برهان این

برقرار زیر رابطۀ ∥x− y∥ < 1 با x, y ∈ Rn هر برای که داد نشان ͬ توان م ،١٠ . ۴ قضیۀ مفروضات تحت

است

∥h−1(x)− h−1(y)∥ ≤ ∥x− y∥α.
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ͬ کند. م کوچͷ تر به اندازۀکافͬ را δ و α سرانجام،

٧ . ۴ قضایای از ساده نتیجۀ ͷی زیر نتیجۀ ͬ گیریم. م درنظر را هذلولوی بحرانͬ نقطۀ از خاصͬ حالت اکنون

است. ١٠ . ۴ و

هذلولوی بحرانͬ نقطۀ x0 ∈ Rn و باشد C1 کلاس از تابع ͷی f : Rn → Rnکنید فرض .١١ . ۴ قضیه

برای آنگاه باشند، (٣ . ۴) اولیۀ مقدار مسئله های جواب  به ترتیب، φt(z) و ψt(z) اگر باشد. x′ = f(x) معادلۀ

دارد وجود d > 0 ،K > 0 و داده شده ͷکوچ به اندازۀکافͬ α ∈ (0, 1) برای ،٧ . ۴ قضیۀ در h همسانریخت

است برقرار زیر رابطۀ ∥x− y∥ < d با x, y ∈ U هر برای به طوری که

∥h(x)− h(y)∥ ≤ K∥x− y∥α.

ساختاری پایداری ۴ . ۴

مشخص دلخواه غیرخطͬ و خطͬ اختلال های برای ͬͺتوپولوژی مزدوج های وجود مورد در نتیجه ای همچنین

ͬ کنیم. م

بحرانͬ نقطۀ x0 و باشد C1 کلاس از تابع ͷی f : Rn → Rn کنید فرض ساختاری). (پایداری .١٢ . ۴ قضیه

و باشد C1 کلاس از تابعͬ g : Rn → Rn اگر باشد. x′ = f(x) معادلۀ هذلولوی

a := sup
x∈Rn

∥f(x)− g(x)∥+ sup
x∈Rn

∥dxf − dxg∥,

معادله های جواب های آنگاه باشد، ͷکوچ به اندازۀکافͬ

x′ = f(x) و x′ = g(x),

x′ = g(x) معادلۀ یͺتای بحرانͬ نقطۀ xg که هستند، ͬͺتوپولوژی مزدوج xg و x0 ͬ های ͽهمسای در به ترتیب،

است. x0 از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای در
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به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در xg یͺتای بحرانͬ نقطۀ دارای x′ = g(x) معادلۀ که ͬ دهیم م نشان ابتدا برهان.

تابع منظور، این برای باشد. ͷکوچ به اندازۀکافͬ a که شرطͬ به است، x0 از ͷکوچ

ͬ گیریم م درنظر را است شده تعریف زیر ضابطۀ با که H : C1(Rn)× Rn → Rn

H(g, y) = g(y),

به طوری که است C1 کلاس از g : Rn → Rn توابع همۀ مجموعۀ C1(Rn) که

∥g∥C1 := sup
x∈Rn

∥g(x)∥+ sup
x∈Rn

∥dxg∥ < +∞.

اکنون است. برقرار باشد، ∥.∥C1 نُرم به مجهز وقتͬ C1(Rn) فضای در ضمنͬ تابع قضیۀ که داد نشان ͬ توان م

نُرم اختیار با H که ͬ دهیم م نشان

∥g(t, y)∥ = ∥g∥C1 + ∥y∥,

ϵ→ 0 وقتͬ ،ϵ ∈ R و (g, y), (h, z) ∈ C1(Rn)× Rn هر برای است. C1 کلاس از C1(Rn)× Rn در

داریم

H((g, y) + ϵ(h, z))−H(g, y)

ϵ
=

(g + ϵh)(y + ϵz)− g(y)

ϵ

=
g(y + ϵz)− g(y)

ϵ
+ h(y + ϵz)

→ dygz + h(y).

ͬ دهیم م قرار

A : = H((g, y) + (h, z))−H(g, y)− h(y)− dygz

= (g + h)(y + z)− g(y)− h(z)− dygz

= [g(y + z)− g(y)− dygz] + [h(y + z)− h(y)].
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ازآنجایی که

h(y + z)− h(y) =

∫ 1

0

dy+tzhzdt,

داریم

∥h(y + z)− h(y)∥ ≤ ∥h∥C1∥z∥,

است برقرار زیر رابطۀ ∥(h, z)∥ → 0 وقتͬ ازاین رو، و

∥A∥
∥(h, z)∥

≤ ∥g(y + z)− g(y)− dygz∥
∥z∥

+
∥h∥C1∥z∥

∥h∥C1 + ∥z∥
→ 0.

ͬ شود م تعیین زیر به صورت که دارد، مشتق H تابع که ͬ دهد م نشان این

d(g,y)H(h, z) = h(y) + dygz. (٣۴ . ۴)

که ͬ کنیم م توجه است، C1 کلاس از H اینکه بررسͬ به منظور

∥(d(g,y)H − d(g,y)H)(y, z)∥

≤ ∥h(y)− h(y)∥+ ∥(dyg − dyg)z∥

≤ ∥h∥C1∥y − y∥+ ∥dyg − dyg∥.∥z∥+ ∥dyg − dyg∥.∥z∥

≤ ∥h∥C1∥y − y∥+ ∥g − g∥C1∥z∥+ ∥dyg − dyg∥.∥z∥,

ازاین رو و

∥(d(g,y)H − d(g,y)H)∥ ≤ ∥y − y∥+ ∥g − g∥C1 + ∥dyg − dyg∥. (٣۵ . ۴)

با به علاوه، است. پیوسته نیز dH تابع که ͬ شود م نتیجه (٣۵ . ۴) رابطۀ از به آسانͬ است، پیوسته dg ازآنجایی که

داریم ،(٣۴ . ۴) رابطۀ به توجه

∂H

∂y
(g, y)z = d(g,y)H(0, z) = dygz,
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ازاین رو و

∂H

∂y
(f, x0) = dx0

f.

که ͬ شود م نتیجه ضمنͬ تابع قضیۀ از است)، هذلولوی آن (چون است معکوس پذیر dx0f ماتریس ازآنجایی که

از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای در یͺتا xg ∈ Rn ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ ∥f − g∥C1 با g ∈ C1(Rn) برای

است. پیوسته g 7→ xg تابع به علاوه، . g(xg) = 0 به طوری که دارد وجود x0

ͬ گیریم م درنظر را زیر معادلات جفت حال

x′ = f(x) و y′ = dx0fy, (٣۶ . ۴)

و

x′ = g(x) و y′ = dxggy. (٣٧ . ۴)

(٣۶ . ۴) معادله های جواب های بین ͬͺتوپولوژی مزدوج های (٧ . ۴ (قضیۀ گروبمن‐هارتمن قضیۀ به توجه با

ͬ های ͽهمسای در به ترتیب (٣٧ . ۴) معادله های جواب های بین همچنین ،0 و x0 نقاط ͬ های ͽهمسای در به ترتیب

ماتریس ͷی ویژۀ مقادیر ازآنجایی که که کنیم مشاهده است کافͬ اثبات، تکمیل برای دارد. وجود 0 و xg نقاط

ͷکوچ به اندازۀکافͬ ∥f − g∥C1 برای است، پیوسته g 7→ xg تابع و ͬ کند م تغییر آن درایه های با پیوسته به طور

و است هذلولوی نیز dxgg ماتریس

m(dxg
g) = m(dx0

f),

ازاین رو، است. مثبت حقیقͬ قسمت با A مربعͬ ماتریس تکرار احتساب با ویژه مقادیر تعداد m(A) آن در که

ͬͺتوپولوژی مزدوج y′ = dxggy و y′ = dx0fy معادله های جواب های که ͬ شود م نتیجه ۵٢ . ٠ قضیۀ از

به دست را مطلوب نتیجۀ است، ͬͺتوپولوژی مزدوج هم باز ͬͺتوپولوژی مزدوج های ترکیب ازآنجایی که هستند.

ͬ آوریم. م



١٩٧ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

تمرین ها ۵ . ۴

کنید پیدا را زیر توابع با شده تعریف معادلات هذلولوی بحرانͬ نقاط تمام . ١ . ۴ تمرین

(١) f(x) = x(x− 1);

(٢) f(x) = x3;

(٣) f(x, y) = (x+ y, y − x2).

کنید مشخص زیر توابع برای را مبدأ از Eu و Es فضاهای . ٢ . ۴ تمرین

(١) f(x, y, z, w) =


1 −3 0 0
3 1 0 0
0 0 −2 1
0 0 −1 −2



x
y
z
w

 ;

(٢) f(x, y) = (x− y2, x2 − y).

دیفرانسیل پذیر (۶ . ۴) رابطۀ در صادق h تبدیل اگر که دهید نشان ،۴ . ۴ قضیۀ مفروضات تحت . ٣ . ۴ تمرین

آنگاه باشد،

(١) deAtxhe
At = dh(x)ψtdxh;

(٢) deAtxhAe
Atx = Ah(eAtx) + g(h(eAtx);

(٣) BeAt = d0ψtB, که B = d0h;

(۴) dxhAx = Ah(x) + g(h(x)).

هست زیر معادله های جواب های بین دیفرانسیل پذیر مزدوج h(x, y) = (x, y+x4/5) کنید ثابت . ۴ . ۴ تمرین

{
x′ = x,
y′ = −y و

{
x′ = x,
y′ = −y + x3.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ١٩٨معادلات

کنید بحث زیر معادلۀ صفر جواب پایداری روی . ۵ . ۴ }تمرین
x′ = x− 2 sinx+ y,
y′ = y + xy.

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ . ۶ . ۴ }تمرین
x′ = yf(x, y),
y′ = −xf(x, y), (٣٨ . ۴)

.f(x, y) = (x2 + y2 − 1)(y − x2 − 2) آن در که

کنید. رسم را فاز تصویر (الف)

هستند. سراسری جواب ها همۀ که دهید نشان (ب)

کنید. پیدا را ͷهموکلینی مدارهای همۀ (ج)

کنید. پیدا را تناوبی مدارهای همۀ (د)

برای ،r =
√
x2 + y2 که تناوبی، مدارهای از T (r) دوره های مبدأ از ͬͽهمسای ͷی در که دهید نشان (ه)

ͬ کند. م صدق T (r) = π + ar2 + o(r2) در a ̸= 0

ͷی در زیر خطͬ معادلۀ جواب های با ͬͺتوپولوژی نظر از (٣٨ . ۴) معادلۀ جواب های آیا که کنید پیدا (و)

خیر؟ یا هستند مزدوج مبدأ از ͬͽهمسای{
x′ = yf(0, 0),
y′ = −xf(0, 0).

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ . ٧ . ۴ }تمرین
x′ = g(x, y),
y′ = −xg(x, y),

که

g(x, y) = (x2 + y2 − 1)[y2 − (x2 + 2)2][x2 − (y2 + 2)2].

کنید. رسم را فاز تصویر (الف)



١٩٩ͬͺتوپولوژی مزدوج های و بودن هذلولوی

کنید. پیدا را سراسری جواب های همۀ (ب)

کنید. پیدا را ͷهموکلینی مدارهای همۀ (ج)

کنید. پیدا را تناوبی مدارهای همۀ (د)

T ′(r) ̸= 0 در r ̸= 0 برای تناوبی مدارهای از T (r) تناوب های مبدأ از ͬͽهمسای ͷی در که دهید نشان (ه)

ͬ کند. م صدق

بͽیرید. درنظر را x′′ + sinx = 0 معادلۀ . ٨ . ۴ تمرین

کنید. پیدا معادلۀ برای انتگرال ͷی (الف)

کنید. رسم را فاز تصویر (ب)

کنید. مشخص را بحرانͬ نقاط همۀ پایداری (ج)

دارند. وجود دلخواه بزرگ دورۀ از تناوبی مدارهای آیا که کنید پیدا (د)

دارند. وجود دلخواه ͷکوچ دورۀ از تناوبی مدارهای آیا که کنید پیدا (ه)

دارند. وجود π4 دورۀ از تناوبی مدارهای آیا که کنید پیدا (و)

. جواب ها

. ١ و ٠ (الف) ١ . ۴

ندارد. وجود بحرانͬ نقطۀ هیچ (ب)

.(−1, 1) و (0, 0) (ج)

.Eu = R2 × {(0, 0)} و Es = {(0, 0)} × R2 (الف) ٢ . ۴

.Eu = R× {0} و Es = {0} × R (ب)

است. ناپایدار ۵ . ۴

.{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4} \ {(0, 2)} (ج) ۶ . ۴

.r ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) با {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2} (د)

نیستند. آنها (ه)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٠٠معادلات

هستند. سراسری جواب ها همۀ (ب) ٧ . ۴

ندارد. وجود ͬͺهموکلینی مدار هیچ (ج)

.r ∈ (0, 1) ∪ (1, با(2 {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2} (د)

. y2/2− cosx (الف) ٨ . ۴

پایدار مجانبی به طور اما است پایدار (2nπ, 0), n ∈ Z و است ناپایدار ((2n + 1)π, 0), n ∈ Z (ج)

نیست.

بله. (د)

خیر. (ه)

بله. (و)



۵ فصل

ناوردا خمینه های وجود

وجود برای را قضیۀ هادامارد‐پرون خاص، به طور ͬ دهیم. ادامه  م بودن هذلولوی نتایج مطالعۀ به فصل، این در

از برهان ها در ͬ کنیم. م برقرار هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی ناپایدار و پایدار فضاهای بر مماس ناوردای خمینه های

(١ . ٣٨ (قضیۀ تار انقباض قضیۀ از و ،(٣۵ . ١ (قضیۀ کامل ͷمتری فضای ͷی در انقباض برای ثابت نقطۀ قضیۀ

ͬ دهیم. م ارجاع [٢٣ ،١٩ ،١٨ ،٧] به را خواننده بیشتر، مباحث برای ͬ کنیم. م استفاده

پایه ای نمادهای ١ . ۵

همچنین باشد. x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 C1و کلاس از نگاشت ͷی f : Rn → Rn کنید فرض

گروبمن‐هارتمن قضیۀ طبق باشند. (٣ . ۴) در اولیه مقادیر مسائل جواب های φt(z)به ترتیب ψt(z)و کنید فرض

است موجود هستند 0 و x0 ͬ های ͽهمسای به ترتیب V و U که h : U → V همسانریخت ͷی ،(٧ . ۴ (قضیۀ

معادلۀ و h(x0) = 0 به گونه ای که

h(ψt(z)) = φt(h(z)), (١ . ۵)

که را y′ = Ay خطͬ معادلۀ از φt(h(z)) مدار هر h−1 به خصوص، باشد. برقرار z, ψt(z) ∈ U برای

به دست ١ . ۴ شͺل در را کیفͬ رفتار این، ͬ کند. م تبدیل x′ = f(x) معادلۀ در ψt(z) مدار به توی ،A = dx0
f



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٠٢معادلات

به روی h−1 همسانریخت توسط ببینید) را ٢ . ۴ (تعریف Eu و Es ناپایدار و پایدار فضاهای علاوه بر آن، ͬ دهد. م

مجموعه های

V s = h−1(Es ∩ V ), V u = h−1(Eu ∩ V ), (٢ . ۵)

روابط در t > 0 برای V باز مجموعۀ که کرد فرض ͬ توان م بدون کاستن از کلیت، ͬ شوند. م نگاشته

φt(E
s ∩ V ) ⊂ Es ∩ V, φ−t(E

u ∩ V ) ⊂ Eu ∩ V (٣ . ۵)

Bs ⊂ Es باز مجموعه های که داد نشان ͬ توان م ،۵٢ . ٠ قضیۀ برهان ساختار از استفاده با درواقع، ͬ کند. م صدق

t > 0 هر برای به گونه ای که است موجود مبدأ، شامل Bu ⊂ Eu و

φt(B
s) ⊂ Bs, φ−t(B

u) ⊂ Bu.

ͬ توان م داده شده r > 0 برای به عبارت دیͽر،

Bs =

{
x ∈ Es :

∫ +∞

0

||eAtx||2dt < r

}
,

و

Bu =

{
x ∈ Eu :

∫ 0

−∞
||eAtx||2dt < r

}
,

علاوه بر آن، ͬ کند. م صدق (٣ . ۵) در t > 0 هر برای V = Bs×Bu باز مجموعۀ دراین صورت، گرفت. درنظر را

قضیۀ حͺم در باز مجموعۀ U = h−1(Bs × Bu) که کرد فرض ͬ توان م ،ͷکوچ کافͬ به اندازۀ r انتخاب با

ͬ دهیم. م انجام را انتخاب ها همین همیشه ادامه، در است. (٧ . ۴ (قضیۀ گروبمن‐هادامارد

x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 و C1 کلاس از نگاشت ͷی f : Rn → Rn کنید فرض .١ . ۵ قضیه

دراین صورت باشد.

V s = {x ∈ U : ψt(x) ∈ U, t > 0}, (۴ . ۵)



ناوردا٢٠٣ خمینه های وجود

و

V u = {x ∈ U : ψt(x) ∈ U, t < 0}. (۵ . ۵)

داریم t > 0 برای علاوه بر آن،

ψt(V
s) ⊂ V s, ψ−t(V

u) ⊂ V u. (۶ . ۵)

که کنید توجه ابتدا، در برهان.

Es ⊃ {x ∈ V : φt(x) ∈ V, t > 0},

و

Eu ⊃ {x ∈ V : φt(x) ∈ V, t < 0},

،(٣ . ۵) از استفاده با بنابراین، ͬ شود. م نتیجه dx0
f ماتریس متعارف جردن صورت از که

Es ∩ V = {x ∈ V : φt(x) ∈ V, t > 0},

و

Eu ∩ V = {x ∈ V : φt(x) ∈ V, t < 0},

نوشت ͬ توان م (٢ . ۵) و (١ . ۵) از استفاده با ͬ آیند. م به دست

V s = h−1(Es ∩ V )

= {h−1(x) ∈ h−1(V ) : (φt ◦ h)(h−1(x)) ∈ V, t > 0}

= {h−1(x) ∈ U : (h ◦ ψt)(h−1(x)) ∈ V, t > 0}

= {h−1(x) ∈ U : ψt(h
−1(x)) ∈ U, t > 0},



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٠۴معادلات

(۶ . ۵) در شمول روابط پایان، در ͬ آید. م به دست مشابه به طریق نیز (۵ . ۵) رابطۀ ͬ کند. م اثبات را (۴ . ۵) که

رابطۀ شمول، رابطۀ نخستین بر h−1 ا˚عمال با درواقع، ͬ شود. م نتیجه (٣ . ۵) از به سادگͬ

(h−1 ◦ φt)(Es ∩ V ) ⊂ h−1(Es ∩ V ) = V s,

ͬ گیریم م نتیجه t > 0 برای ،h−1 ◦ φt = ψt ◦ h−1 ازآنجاکه ولͬ ͬ آوریم م به دست t > 0 برای را

ψt(V
s) = (ψt ◦ h−1)(Es ∩ V )

= (h−1 ◦ φt)(Es ∩ V ) ⊂ V s.

ͬ شود. م حاصل مشابه روش به (۶ . ۵) در دوم شمول رابطۀ

قضیۀ هادامارد‐پرون ٢ . ۵

کلاس از خمینه هایی به ترتیب ،(٢ . ۵) در V u و V s مجموعه های آنگاه باشد، Ck کلاس از f اگر درحقیقت،

ͷی در که است بدین معنͬ این ببینید). را ١ . ۵ (شͺل هستند x0 نقطۀ در Eu و Es فضاهای به مماس و Ck

است. بعدی نتیجه مفهوم̧ این هستند. Ck کلاس از توابعͬ نمودار V u و V s مجموعه های x0 از ͬͽهمسای

و بوده N در kای برای Ck کلاس از نگاشتͬ f : Rn → Rn کنید فرض (هادامارد‐پرون).١ .٢ . ۵ قضیه

دارد وجود x0 از B ͬͽهمسای دراین صورت، باشد. x′ = f(x) معادلۀ برای هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی x0

در و بوده x0 شامل Ck کلاس از خمینه هایی V u ∩B و V s ∩B مجموعه های به گونه ای که

Tx0
(V s ∩B) = Es, Tx0

(V u ∩B) = Eu,

ͬ کنند. م صدق

(برای برهان ببینید). را [٢] ͬ توانید م کلͬ، حالت (برای ͬ کنیم م ثابت k = 1 حالت برای فقط را قضیۀ ما

V u∩B و V s∩B مجموعه های x0 Bاز ͬͽهمسای ͷی در ͬ دهیم م نشان که است به این صورت (k = 1 حالت
1Hadamard-Perron theorem



ناوردا٢٠۵ خمینه های وجود

نگاشت های نمودار

φ : Es ∩B → Eu, ψ : Eu ∩B → Es, (٧ . ۵)

به عبارت دیͽر هستند. C1 کلاس از

V s ∩B = {(x, φ(x)) : x ∈ Es ∩B},

V u ∩B = {(ψ(x), x) : x ∈ Eu ∩B}. (٨ . ۵)

١ . ٣١ (تعریف ψ و φ لیپشیتز نگاشت های که ͬ دهیم م نشان ابتدا، است: شده تشͺیل اصلͬ قسمت دو از استدلال

روش های هستند. C1 کلاس از نگاشت ها این که ͬ دهیم م نشان سپس و موجودند (٨ . ۵) در صادق ببینید) را

نشان ٣ . ۵ فصل در برهان، شفافیت برای هستند. متفاوتͬ ماهیت دارای برهان از قسمت هر در استفاده شده

ͬ کنیم. م ثابت ۴ . ۵ فصل در را آنها همواری و موجودند ψ و φ لیپشیتز نگاشت های که ͬ دهیم م

ͬ کنیم. م معرفͬ را زیر مفاهیم ٢ . ۵ قضیۀ از الهام با

معادلۀ x0 هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی و C1 کلاس از f : Rn → Rn نگاشت ͷی برای .٣ . ۵ تعریف

ناپایدار و پایدار (موضعͬ) خمینه های به ترتیب ،٢ . ۵ قضیۀ در V u ∩B و V s ∩B مجموعه های ،x′ = f(x)

ͬ شوند. م نامیده x0 در

ناوردا خمینه های ناپایدار، و پایدار خمینه های بͽوییم که است متداول ،(۶ . ۵) در شمول روابط به توجه با

هستند.

ناوردا لیپشیتز خمینه های وجود ٣ . ۵

ͬ کنیم. م اثبات ͬ کنند م صدق (٨ . ۵) در که را (٧ . ۵) روابط همانند ψ و φ لیپشیتز نگاشت های وجود فصل این در



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٠۶معادلات

E
s

V
u

E
u

V
s

.V u و V s خمینه های :١ . ۵ شͺل

معادلۀ هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 و C1 کلاس از نگاشتͬ f : Rn → Rn کنید فرض .۴ . ۵ قضیه

لیپشیتز نگاشت های و x0 از B ͬͽهمسای دراین صورت، باشد. x′ = f(x)

φ : Es ∩B → Eu, ψ : Eu ∩B → Es, (٩ . ۵)

ͬ کنند. م صدق (٨ . ۵) رابطۀ در که موجودند

ͬ آید. م به دست مشابه روش با V u ∩ B برای نتیجه چون ͬ گیریم، م درنظر را V s ∩ B مجموعۀ فقط برهان.

جواب ψt(x0) اگر که کنید توجه باشد. g(x) = −f(x) نگاشت g : Rn → Rn کنید فرض به عبارت دیͽر،

و t ∈ R هر برای آنگاه باشد، Ix0
= (a, b) ماکسیمال بازۀ در t برای x(0) = x0 با x′ = f(x) معادلۀ

داریم −t ∈ Ix0
که x0 ∈ R

d

dt
ψ−t(x0) = −f(ψ−t(x0)).



ناوردا٢٠٧ خمینه های وجود

t ∈ (−b, −a) برای x(0) = x0 با x′ = g(x) معادلۀ جواب ψ̄t(x0) = ψ−t(x0) که ͬ دهد م نشان این

x′ = g(x) معادلۀ برای هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی نیز x0 که ͬ شود م نتیجه dx0
g = −dx0

f معادلۀ از است.

به دست آمده متناظر مجموعه های V ug و V sg کنید فرض حال Esاست. Euو ناپایدار و پایدار فضاهای با به ترتیب

به گونه ای که است موجود U ⊂ Rn باز مجموعۀ ͷی ،١ . ۵ قضیۀ به توجه با باشد. (٢ . ۵) در

V sg = {x ∈ U : ψ̄t(x) ∈ U, t > 0}

= {x ∈ U : ψt(x) ∈ U, t < 0},

بنابراین ͬ شود. م برقرار V sg ∩ B = V u ∩ B رابطۀ x0 از B ͷکوچ به اندازۀ کافͬ ͬͽهمسای برای بنابراین و

ͬ شود. م حاصل g نگاشت به توجه با V s ∩B برای نتیجه از V u ∩B برای نتیجه

طریق از را کار این ͬ توان م همیشه .x0 = 0 ͬ کنیم م فرض اکنون به بعد از بدون کاستن از کلیت، علاوه بر آن،

ببینید). را ٧ . ۴ قضیۀ (برهان داد انجام متغیر تغییر

بͽیریم درنظر را (x, y) ∈ Es × Eu مختصات دهید اجازه مسئله. معادل فرمول بندی نخست. مرحلۀ

(z, φ(z)) ∈ V s اگر که ͬ شود م نتیجه (۶ . ۵) از x′ = f(x) معادلۀ برای .(Es⊕Eu = Rn ͬ کنیم م (یادآوری

برای بنابراین، و ͬ ماند م باقͬ V s در t > 0 هر برای متناظر جواب آنگاه باشد، t0 = 0 لحظۀ در اولیه شرط

است. (x(t), φ(x(t))) به صورت x(t) نگاشت

ͬ نویسیم م ۴ . ٧ قضیۀ برهان همانند

f(x) = Ax+ g(x),

آن در که

A = d0f, g(x) = f(x)−Ax.

،ͷکوچ به اندازۀ کافͬ z هر برای ͬ گیریم. م درنظر ͬ کند، م صدق (٣٠ . ۴) در که را (٢٩ . ۴) در g نگاشت همچنین
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روابط ،٢ . ٢۶ قضیۀ در پارامترها تغییر فرمول از

x(t) = Pse
Atz +

∫ t

0

Pse
A(t−τ)ḡ(x(τ), φ(x(τ)))dτ, (١٠ . ۵)

و

φ(x(t)) = Pue
Atφ(z) +

∫ t

0

Pue
A(t−τ)ḡ(x(τ), φ(x(τ)))dτ, (١١ . ۵)

منطبق هم بر ḡ و g آن در که دارد تعلق صفر ͬͽهمسای به جواب دراین صورت، (چون ͬ شود م نتیجه t ≥ 0 برای

است. φ لیپشیتز نگاشت وجود اثبات برای ثابت نقطۀ قضیۀ و تساوی ها این از استفاده برهان، ایدۀ هستند).

و φ(0) = 0 که را φ : Es → Eu نگاشت های همه از Y مجموعۀ پایدار. مؤلفۀ رفتار دوم. مرحلۀ

||φ(x)− φ(y)|| ≤ ||x− y||, x, y ∈ Es, (١٢ . ۵)

فاصله تابع با کامل ͷمتری فضای ͷی مجموعه، این بͽیرید. درنظر

d(φ, ψ) = sup

{
||φ(x)− ψ(x)||

||x||
: x ∈ Es \ {0}

}
,

C1 کلاس از یͺتا نگاشت ͷی x = xφ کنید فرض شده، داده φ ∈ Y برای ببینید). را ١۴ . ١ (تمرین است

به نسبت (١٠ . ۵) راست سمت ازآنجایی که که کنید توجه یͺتایی، و وجود بررسͬ برای باشد. (١٠ . ۵) در صادق

رابطۀ مشتق گیری، با است، دیفرانسیل پذیر t

x′(t) = APse
Atz +A

∫ t

0

Pse
A(t−τ)ḡ(x(τ), φ(x(τ)))dτ + Psḡ(x(t), φ(x(t)))

= Ax(t) + Psḡ(x(t), φ(x(t))),

دهید قرار ͬ آید. م به دست

hφ(x) = Psḡ(x, φ(x)). (١٣ . ۵)
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داریم ،(١٢ . ۵) و (٣٠ . ۴) از بنابراین ͬ آید. م به دست ||Ps|| ≤ c ،(١٢ . ۴) در τ = 0 دادن قرار با

||hφ(x)− hφ(y)|| ≤ cδ||(x, φ(x))− (y, φ(y))||

= cδ||(x− y, φ(x)− φ(y))||

≤ cδ||x− y||+ cδ||φ(x)− φ(y)|| (١۴ . ۵)

≤ 2cδ||x− y||.

یͺتا جواب ͷی ،Es در مقادیر با اولیه شرط هر برای که ͬ کند م تضمین (١ . ١٨ (قضیۀ پیͺارد‐لیندلف قضیۀ

معادلۀ برای

x′ = Ax+ hφ(x), (١۵ . ۵)

و (٣٠ . ۴) ،(١٢ . ۴) از علاوه بر آن، است. Es در فقط x = xφ نگاشت مقادیر ،(١٠ . ۵) طبق دارد. وجود

،x(t) برای جواب ماکسیمال بازۀ در که ͬ شود م نتیجه (١٠ . ۵)

||x(t)|| ≤ ce−µt||z||+
∫ t

0

ce−µ(t−τ)δ||(x(τ), φ(x(τ)))||dτ.

ازآنجایی که

||φ(x(τ))|| = ||φ(x(τ))− φ(0)|| ≤ ||x(τ)||,

درنتیجه

||x(t)|| ≤ ce−µt||z||+
∫ t

0

ce−µ(t−τ)2δ||(x(τ)||dτ.

که ͬ شود م نتیجه جواب ماکسیمال بازۀ در t ≥ 0 هر برای (١ . ٣٩ (قضیۀ گرونوال لم از بنابراین،

eµt||x(t)|| ≤ c||z||e2cδt,

معادل به طور یا و

||x(t)|| ≤ ce(−µ+2cδ)t||z||. (١۶ . ۵)
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ͬ توانیم م ٣ . ١٢ قضیۀ برهان مطابق و −µ + 2cδ < 0 که ͬ گیریم م درنظر ͷکوچ آن قدر را δ مقدار سرانجام

ͬ کند. م صدق (١۶ . ۵) در t ≥ 0 هر برای و است خوش تعریف x(t) نگاشت که دهیم نشان

جواب های x̄φ و xφ کنید فرض داده شده، z, z̄ ∈ Es برای .xφ نگاشت خواص از بعضͬ سوم. مرحلۀ

ازآنجایی که باشند. x̄φ(0) = z̄ و xφ(0) = z مقادیر با به ترتیب (١۵ . ۵) معادلۀ

||ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))− ḡ(x̄φ(τ), φ(x̄φ(τ)))||

≤ δ(||xφ(τ)− x̄φ(τ)||+ ||φ(xφ(τ))− φ(x̄φ(τ))||) (١٧ . ۵)

≤ 2δ||xφ(τ)− x̄φ(τ)||,

نوشتن با

ρ(t) = ||xφ(τ)− x̄φ(τ)||,

،t ≥ 0 برای که ͬ شود م نتیجه (١٢ . ۴) و (١٠ . ۵) از

ρ(t) ≤ ce−µt||z − z̄||+
∫ t

0

ce−µ(t−τ)2δρ(τ)dτ.

داریم t ≥ 0 برای گرونوال لم از

ρ(t) ≤ ce(−µ+2cδ)t||z − z̄||. (١٨ . ۵)

و (١۵ . ۵) معادلۀ جواب های به ترتیب xψ و xφ کنید فرض داده شده، φ,ψ ∈ Y برای

x′ = Ax+ hψ(x)

بنابراین باشند. xφ(0) = xψ(0) = z مقدار با

||ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))− ḡ(xψ(τ), ψ(xψ(τ)))||

≤ ||ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))− ḡ(xφ(τ), ψ(xψ(τ)))||
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+ ||ḡ(xφ(τ), ψ(xψ(τ)))− ḡ(xψ(τ), ψ(xψ(τ)))|| (١٩ . ۵)

≤ δ||φ(xφ(τ))− ψ(xψ(τ))||+ δ||xφ(τ)− xψ(τ)||

≤ δ||φ(xφ(τ))− ψ(xφ(τ))||+ δ||ψ(xφ(τ))− ψ(xψ(τ))||

+ δ||xφ(τ)− xψ(τ)||

≤ δd(φ, ψ)||xφ(τ)||+ 2δ||xφ(τ)− xψ(τ)||.

دادن قرار با

ρ̄(t) = ||xφ(t)− xψ(t)||,

ͬ شود م نتیجه (١۶ . ۵) و (١٠ . ۵) از

ρ̄(t) ≤
∫ t

0

ce−µ(t−τ)δd(φ, ψ)ce(−µ+2cδ)τ ||z||dτ +
∫ t

0

ce−µ(t−τ)2δρ̄(τ)dτ

≤ c2δd(φ, ψ)e−µt
e2cδτ

2cδ

∣∣∣τ=t
τ=0

||z||+
∫ t

0

ce(−µ+2cδ)(t−τ)2δρ̄(τ)dτ

≤ c

2
d(φ, ψ)e(−µ+2cδ)t||z||+

∫ t

0

2cδe(−µ+2cδ)(t−τ)ρ̄(τ)dτ.

به عبارت دیͽر

e(µ−2cδ)tρ̄(t) ≤ c

2
d(φ, ψ)||z||+

∫ t

0

2cδe(µ−2cδ)τ ρ̄(τ)dτ.

t ≥ 0 هر برای که ͬ شود م نتیجه گرونوال لم از بنابراین،

e(µ−2cδ)tρ̄(t) ≤ c

2
d(φ, ψ)||z||e2cδt,

معادل به طور یا

ρ̄(t) ≤ c

2
d(φ, ψ)||z||e(−µ+4cδ)t. (٢٠ . ۵)
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t ≥ 0 هر برای که ͬ دهیم م نشان اکنون ناپایدار. مؤلفۀ رفتار چهارم. مرحلۀ

φ(xφ(t)) = Pue
Atφ(z) +

∫ t

0

Pue
A(t−τ)ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))dτ (٢١ . ۵)

t ≥ 0 هر برای اگر تنها و اگر

φ(z) = −
∫ +∞

0

Pue
−Aτ ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))dτ. (٢٢ . ۵)

نتیجه (١۶ . ۵) و (١٢ . ۵) ،(١٢ . ۴) از درواقع، است. خوش تعریف (٢٢ . ۵) در انتگرال که ͬ دهیم م نشان ابتدا

ͬ شود م

||Pue−Atḡ(xφ(t), φ(xφ(t)))|| ≤ ce−µt2δ||xφ(t)||

≤ ce−µt2δce(−µ+2cδ)t||z|| (٢٣ . ۵)

= 2c2δe(−2µ+2cδ)t||z||.

بنابراین ،−2µ+ 2cδ < 0 ازآنجایی که

∫ +∞

0

||Pue−Atḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))||dτ ≤ 2c2δ

∫ +∞

0

e(−2µ+2cδ)τdτ < +∞,

است. خوش تعریف (٢٢ . ۵) در انتگرال ͬ کند م ثابت که

دراین صورت است. برقرار t ≥ 0 هر برای (٢١ . ۵) رابطۀ که ͬ کنیم م فرض اکنون

φ(z) = Pue
−Atφ(xφ(t))−

∫ t

0

Pue
−Aτ ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))dτ. (٢۴ . ۵)

داریم ،t→ ∞ ͬ که وقت و (٢٣ . ۵) روند ادامۀ با

||Pue−Atφ(xφ(t))|| ≤ ce−µtce(−µ+2cδ)t||z||
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≤ c2e(−2µ+2cδ)t||z|| → 0.

برای (٢٢ . ۵) رابطۀ اگر از طرف دیͽر، است. برقرار (٢٢ . ۵) که ͬ شود م نتیجه (٢۴ . ۵) در t → ∞ از بنابراین،

آنگاه باشد، برقرار ،t ≥ 0 هر

Pue
Atφ(z) +

∫ t

0

Pue
A(t−τ)ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))dτ

= −
∫ +∞

t

Pue
A(t−τ)ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))dτ.

اولیۀ شرط با (١٠ . ۵) معادلۀ جواب اگر است. φ(xφ(t)) با برابر تساوی این راست سمت ͬ دهیم م نشان

نتیجه ١ . ١٣ قضیۀ از دهیم، نشان Ft(z) با هست نیز (١۵ . ۵) خودگردان معادلۀ جواب که را F0(z) = z

ͬ شود م

xφ(τ) = Fτ (z) = Fτ−t(Ft(z)) = Fτ−t(xφ(t)).

به صورت ͬ توان م را (٢٢ . ۵) معادلۀ که کنید توجه

φ(z) = −
∫ +∞

0

Pue
−Aτ ḡ(Fτ (z), φ(Fτ (z)))dτ, (٢۵ . ۵)

داریم ،(٢۵ . ۵) از بنابراین، نوشت. نیز

−
∫ +∞

t

Pue
A(t−τ)ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))dτ

= −
∫ +∞

t

Pue
A(t−τ)ḡ(Fτ−t(xφ(t)), φ(Fτ−t(xφ(t))))dτ

= −
∫ +∞

0

Pue
−Aτ ḡ(Fr(xφ(t)), φ(Fr(xφ(t))))dr

= φ(xφ(t)).

ͬ آید. م به دست

در صادق φ ∈ Y نگاشت وجود دادن نشان برای (٢٢ . ۵) معادلۀ از اکنون .φ نگاشت وجود پنجم. مرحلۀ
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به صورت را Y در T تبدیل برای این منظور، ͬ کنیم. م استفاده (٢١ . ۵)

T (φ)(z) = −
∫ +∞

0

Pue
−Aτ ḡ(xφ(t), φ(xφ(τ)))dτ (٢۶ . ۵)

که ͬ گیریم م نتیجه ،xφ(τ) = 0 و ḡ(0) = 0 داریم ،z = xφ(0) = 0 برای ازآنجایی که ͬ کنیم. م تعریف

با به ترتیب (١۵ . ۵) معادلۀ جواب های هم باز x̄φ و xφ کنید فرض داده شده z, z̄ ∈ Es برای .T (φ)(0) = 0

که ͬ شود م نتیجه (١٨ . ۵) و (١٧ . ۵) از باشند. x̄φ(0) = z̄ و xφ(0) = z

||ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))− ḡ(x̄φ(τ), φ(x̄φ(τ)))|| ≤ 2cδe(−µ+2cδ)τ ||z − z̄||,

ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ برای درنتیجه و

||T (φ)(z)− T (φ)(z̄)|| ≤
∫ +∞

0

ce−µτ2cδe(−µ+2cδ)τ ||z − z̄||dτ

≤ c2δ

µ− cδ
||z − z̄|| ≤ ||z − z̄||.

.T (Y ) ⊂ Y که ͬ کند م تضمین این

و xφ کنید فرض z ∈ Es و داده شده φ,ψ ∈ Y برای است. انقباض ͷی T که ͬ دهیم م نشان اکنون

از باشند. xφ(0) = xψ(0) = z شرط با x′ = Ax + hψ(x) و (١۵ . ۵) معادلات جواب های به ترتیب xψ

که ͬ شود م نتیجه (١۶ . ۵) و (٢٠ . ۵) ،(١٩ . ۵)

||ḡ(xφ(τ), φ(xφ(τ)))− ḡ(xψ(τ), ψ(xψ(τ)))||

≤ δd(φ, ψ)||xφ(τ)||+ cδd(φ, ψ)||z||e(−µ+4cδ)τ

≤ 2cδd(φ, ψ)||z||e(−µ+4cδ)τ ,

بنابراین و

||T (φ)(z)− T (ψ)(z)|| ≤
∫ +∞

0

ce−µτ2cδd(φ, ψ)||z||e(−µ+4cδ)τdτ
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=

∫ +∞

0

2c2δd(φ, ψ)||z||e(−2µ+4cδ)τdτ

≤ c2δ

µ− 2cδ
d(φ, ψ)||z||.

ͬ دهد م نشان این

d(T (φ), T (ψ)) ≤ c2δ

µ− 2cδ
d(φ, ψ). (٢٧ . ۵)

φ ∈ Y یͺتای نگاشت ،٣۵ . ١ قضیۀ اساس بر این رو، از است. انقباض ͷی T ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ برای

که است معنͬ بدان این است. برقرار (٢٢ . ۵) معادلۀ به عبارت دیͽر، .T (φ) = φ به گونه ای که است موجود

داریم B = B(0, r/3) گوی در ازآنجایی که است. موجود (١١ . ۵) و (١٠ . ۵) در صادق φ ∈ Y یͺتای نگاشت

ͬ گیریم م نتیجه ببینید)، را ٧ . ۴ قضیۀ (برهان ḡ = g

V s ∩B = {(z, φ(z)) : z ∈ Es ∩B}.

ͬ کند. م کامل را قضیه برهان این

ͬ یابند. م کاهش نمایی به صورت جواب ها V s∩B مجموعۀ در که ͬ شود م نتیجه ۴ . ۵ قضیۀ برهان از همچنین

کنید فرض داده شده z ∈ Es ∩B برای دقیق تر، به طور

t 7→ (xφ(t), φ(xφ(t))),

ͬ شود م نتیجه (١۶ . ۵) و (١٢ . ۵) از باشد. xφ(0) = z شرط با x′ = f(x) معادلۀ جواب

||(xφ(t), φ(xφ(t)))|| ≤ 2||xφ(t)|| ≤ 2ce(−µ+2cδ)t||z||, t ≥ 0.

ناوردا خمینه های همواری ۴ . ۵

در ψ و φ توابع که ͬ دهیم م نشان به عبارت دیͽر، ͬ گیریم. م نتیجه را قضیۀ هادامارد‐پرون برهان فصل این در

هستند. C1 کلاس از x0 از ͬͽهمسای ͷی در (٩ . ۵)
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معادلۀ هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 و C1 کلاس از نگاشتͬ f : Rn → Rn کنید فرض .۵ . ۵ قضیه

هستند. C1 کلاس از x0 از ͬͽهمسای ͷی در ۴ . ۵ قضیۀ در ψ و φ توابع دراین صورت باشد. x′ = f(x)

است. مشابه کاملا́ V u ∩ B برای بحث و ͬ گیریم م درنظر را V s ∩ B فقط ،۴ . ۵ قضیۀ برهان همانند برهان.

.x0 = 0 ͬ کنیم م فرض بدون کاستن از کلیت، علاوه بر آن،

به Es از خطͬ تبدیلات همۀ مجموعۀ L(Es, Eu) کنید فرض .ͬͺکم تبدیل ͷی ساختن اول. مرحلۀ

به گونه ای که باشد Φ : Es → L(Es, Eu) پیوسته توابع همۀ مجموعۀ Z کنید فرض همچنین، باشد. Eu

و Φ(0) = 0

sup{||Φ(z)|| : z ∈ Es} ≤ 1.

فاصلۀ تابع با که کرد بررسͬ به سادگͬ ͬ توان م ،١ . ٣٠ قضیۀ ار استفاده با

d(Φ, Ψ) = sup{||Φ(z)−Ψ(z)|| : z ∈ Es},

تعریف برای را ۴ . ۵ قضیۀ (برهان z ∈ Es و شده داده φ ∈ Y برای است. کامل ͷمتری فضای ͷی Z مجموعۀ

بیان، در سادگͬ برای باشد. xφ(0) = z با (١۵ . ۵) معادلۀ جواب x = xφ کنید فرض ببینید)، Y فضای

نمادهای

yφ(τ, z) = (xφ(τ), φ(xφ(τ))),

و

G(τ, z, φ, Φ) =
∂ḡ

∂x
(yφ(τ, z)) +

∂ḡ

∂y
(yφ(τ, z))Φ(xφ(τ)), (٢٨ . ۵)

(φ, Φ)(z) ∈ Y ×Z هر ,A(φبرای Φ)(z) تبدیل خطͬ ͷی اکنون ͬ کنیم. م معرفͬ (x, y) ∈ Es×Eu که را

توسط z ∈ Es و

A(φ, Φ)(z) = −
∫ +∞

0

Pue
−AτG(τ, z, φ, Φ)W (τ)dτ, (٢٩ . ۵)
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که ͬ کنیم م تعریف

W =Wz, φ,Φ : R+
0 → L(Es, Es),

ضابطۀ با و است C1 کلاس از ماتریس تابع ͷی

W (t) = Pss
At +

∫ t

0

Pse
A(t−τ)G(τ, z, φ, Φ)W (τ)dτ, (٣٠ . ۵)

ͬ شود. م مشخص

گرفتن درنظر با

C(t, z) = A+ PsG(τ, z, φ, Φ), (٣١ . ۵)

u(0) = x اولیۀ شرط با u′ = C(t, z) خطͬ معادلۀ برای جواب ͷی u(t) =W (t)x تابع ،x ∈ Es هر برای

که ͬ شود م نتیجه ١ . ٣٨ قضیۀ از ببینید)، را (١۴ . ۵)) است لیپشیتز (١٣ . ۵) در hφ نگاشت ازآنجایی که است.

را (٢٨ . ۵)) پیوسته توابع ترکیب پیوستگͬ به دلیل بنابراین، هستند. پیوسته yφ و (t, z) 7→ xφ(t) نگاشت های

ببینید)

(t, z) 7→ G(τ, z, φ, Φ), (t, z) 7→ C(t, z),

است. خوش تعریف W تابع و است R ماکسیمال بازۀ دارای u جواب بنابراین، هستند. پیوسته نیز

داریم ،(٣٠ . ۴) و (١٢ . ۴) از است. خوش تعریف A تبدیل که ͬ دهیم م نشان اکنون،

B :=

∫ +∞

0

||Pue−AτG(τ, z, φ, Φ)W (τ)||dτ (٣٢ . ۵)

≤ 2cδ

∫ +∞

0

e−µτ ||W (τ)||dτ.

داریم (٣٠ . ۵) از ازطرف دیͽر،

||W (t)|| ≤ ce−µτ + 2cδ

∫ t

0

e−µ(t−τ)||W (τ)||dτ.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢١٨معادلات

،t ≥ 0 برای ،(١ . ٣٩ (قضیۀ گرونوال لم از ،eµt در ضرب با

||W (t)|| ≤ ce−(µ−2cδ)t, (٣٣ . ۵)

،(٣٢ . ۵) از و شده نتیجه

B ≤ 2c2δ

∫ +∞

0

e(−2µ+2cδ)τdτ ≤ c2δ

µ− cδ
, (٣۴ . ۵)

،ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ هر برای و است خوش تعریف A تبدیل که ͬ دهد م نشان این ͬ آید. م به دست

||A(φ, Φ)(z)|| ≤ c2δ

µ− cδ
≤ 1.

،(٢٩ . ۵) از بنابراین، ،xφ = 0 و φ(0) = 0 ،d0ḡ = d0g = 0 داریم ،z = 0 برای ازآنجایی که

ͬ شود. م استنباط A(φ, Φ)(0) = 0

z, z̄ ∈ Es برای است. پیوسته (φ, Ψ) ∈ Y ×Z هر برای z 7→ A(φ, Φ)(z) تابع ͬ دهیم م نشان همچنین

باشند. x̄φ(0) = z̄ و xφ(0) = z شرایط با (١۵ . ۵) معادلۀ جواب های به ترتیب x̄φ و xφ کنید فرض داده شده،

ماتریسͬ توابع علاوه بر آن،

Wz =Wz, φ,Φ, Wz̄ =Wz̄, φ,Φ,

ͬ گیریم. م درنظر نیز را

به گونه ای که است موجود T > 0 که ͬ شود م نتیجه (٣۴ . ۵) و (٣٢ . ۵) از ،ϵ > 0 ∫برای +∞

T

||Pue−AτG(τ, z, φ, Φ)Wz(τ)||dτ < ϵ,

∫و +∞

T

||Pue−AτG(τ, z̄, φ, Φ)Wz̄(τ)||dτ < ϵ.

بنابراین

||A(φ, Φ)(z)−A(φ, Φ)(z̄)|| (٣۵ . ۵)



ناوردا٢١٩ خمینه های وجود

≤ c

∫ T

0

e−µτ ||G(τ, z, φ, Φ)Wz(τ)−G(τ, z̄, φ, Φ)Wz̄(τ)||dτ + 2ϵ.

تابع که ͬ دهیم م نشان اکنون

(τ, z) 7→ G(τ, z, φ, Φ)Wz(τ), (٣۶ . ۵)

برای این منظور، است. پیوسته z 7→ Wz(τ) تابع که دهیم نشان کافیست قبلͬ، بحث به توجه با است. پیوسته

ازآنجایی که ͬ گیریم. م درنظر (٣١ . ۵) رابطۀ همانند را C(t, z) ماتریس با u′ = C(t, z)u خطͬ معادلۀ

Wz(t) = IdEs +

∫ t

0

C(t, z)Wz(s)ds,

و

Wz̄(t) = IdEs +

∫ t

0

C(t, z̄)Wz̄(s)ds,

داریم

Wz(t)−Wz̄(t) =

∫ t

0

[C(s, z)− C(s, z̄)]Wz(s)ds

+

∫ t

0

C(s, z̄)(Wz(s)−Wz̄(s))ds. (٣٧ . ۵)

پیوستۀ ،[0,∆] × B(0, r) فشرده مجموعۀ روی (t, z) 7→ C(t, z) ازآنجایی که .∆, τ > 0 کنید فرض

z, z̄ ∈ و t ∈ [0, ∆] برای به طوری که است موجود δ̄ ∈ (0, r) داده شده، ϵ̄ > 0 برای است، یͺنواخت

داریم ||z − z̄|| < δ̄ که B(0, r)

||C(s, z)− C(s, z̄)|| < ϵ̄.

علاوه بر آن،

||C(t, z)|| ≤ λ,



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٢٠معادلات

z, z̄ ∈ B(0, r) و t ∈ [0, ∆] برای ،(٣٧ . ۵) و (٣٣ . ۵) ،(٣١ . ۵) از این رو، از .λ = ||A||+ 2δ||Ps|| که

رابطۀ از ،||z − z̄|| < δ̄ که

||Wz(t)−Wz̄(t)|| ≤
cϵ̄

µ− 2cδ
+ λ

∫ t

0

||Wz(s)−Wz̄(s)||ds,

گرونوال لم از ||z − z̄|| < δ̄ که z, z̄ ∈ B(0, r) و t ∈ [0, ∆] برای پایان، در ͬ شود. م نتیجه

||Wz(t)−Wz̄(t)|| ≤
cϵ̄

µ− 2cδ
eλt ≤ cϵ̄

µ− 2cδ
eλ∆,

درنتیجه و [0,∆]× B(0, r) مجموعۀ هر روی ،(t, z) 7→ Wz(t) تابع که ͬ دهد م نشان این ͬ آید. م به دست

جواب چون است C1 کلاس از t به نسبت تابع این که ͬ دانستیم م قبل از ) است پیوسته R+
0 × Es روی

شده تشͺیل پیوسته توابع ترکیب از چون است پیوسته نیز (٣۶ . ۵) تابع بنابراین، است). u′ = C(t, z)u معادلۀ

است موجود δ ∈ (0, r) چون است یͺنواخت پیوستۀ [0, T ]×B(0, r) فشرده مجموعۀ روی بنابراین، است.

داریم ||z − z̄|| < δ که z, z̄ ∈ B(0, r) و t ∈ [0, T ] برای به گونه ای که

||G(τ, z, φ, Φ)Wz(τ)−G(τ, z̄, φ, Φ)Wz̄(τ)|| < ϵ.

رابطۀ ،||z − z̄|| < δ که z, z̄ ∈ B(0, r) برای (٣۵ . ۵) از

||A(φ, Φ)(z)−A(φ, Φ)(z̄)|| ≤ cϵ

µ
+ 2ϵ,

ثابت این است). پیوسته B(0, r) گوی هر در (چون است پیوسته z 7→ A(φ, Φ)(z) تابع و ͬ شود م حاصل

.A(Y × Z) ⊂ Z که ͬ کند م

ضابطۀ با S : Y × Z 7→ Y × Z تبدیل که ͬ دهیم م نشان اکنون انقباضͬ. تار ͷی ساختن دوم. مرحلۀ

S(φ, Φ) = (T (φ), A(φ, Φ)),

کنید فرض ،z ∈ Es و داده شده Φ,Ψ ∈ Z و φ ∈ Y برای است. انقباضͬ تار ͷی

WΦ =Wz, φ,Φ, WΨ =Wz, φ,Ψ,



ناوردا٢٢١ خمینه های وجود

بنابراین باشند. (٣٠ . ۵) رابطۀ در تعیین شده ماتریسͬ توابع

||A(φ, Φ)(z)−A(φ, Ψ)(z)||

≤ c

∫ +∞

0

e−µτ ||G(τ, z, φ, Φ)WΦ(τ)−G(τ, z, φ, Ψ)WΨ(τ)||dτ

≤ c

∫ +∞

0

e−µτδ(||WΦ(τ)−WΨ(τ)||dτ

+||Φ(xφ(τ))WΦ(τ)−Ψ(xφ(τ))WΨ(τ)||)dτ

≤ c

∫ +∞

0

e−µτδ(||WΦ(τ)−WΨ(τ)||dτ (٣٨ . ۵)

+||Φ(xφ(τ))||.||WΦ(τ)−WΨ(τ)||

+||Φ(xφ(τ))−Ψ(xφ(τ))||.||WΨ(τ)||)dτ

≤ c

∫ +∞

0

e−µτδ(2||WΦ(τ)−WΨ(τ)||+ d(Φ, Ψ)||WΨ(τ)||)dτ.

نرم اکنون

w(t) =WΦ(t)−WΨ(t)

داریم ،(٣٣ . ۵) از استفاده با و (٣٨ . ۵) با مشابه روشͬ به ͬ زنیم. م تخمین را

||w(t)|| ≤ c

∫ t

0

e−µ(t−τ)2δ||w(τ)||dτ + cδd(Φ, Ψ)

∫ t

0

e−µ(t−τ)||WΨ(τ)||dτ

≤ 2cδ

∫ t

0

e−µ(t−τ)||w(τ)||dτ + c2δd(Φ, Ψ)

∫ t

0

e−µ(t−τ)e−(µ−2cδ)τdτ

≤ 2cδe−µt
∫ t

0

eµt||w(τ)||dτ + c2δd(Φ, Ψ)e−µt
∫ t

0

e2cδτdτ

≤ 2cδe−µt
∫ t

0

eµt||w(τ)||dτ + c

2
d(Φ, Ψ)e(−µ+2cδ)t

نامساوی که

eµt||w(t)|| ≤ 2cδ

∫ t

0

eµt||w(τ)||dτ + c

2
d(Φ, Ψ)e2cδt,



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٢٢معادلات

تابع برای ͬ دهد. م نتیجه را

α(t) =
c

2
d(Φ, Ψ)e2cδt,

داریم

α′(t) + 2cδeµt||w(t)||
α(t) + 2cδ

∫ t
0
eµt||w(t)||τ

≤ α′(t)

α(t)
+

2cδeµt||w(t)||
α(t) + 2cδ

∫ t
0
eµt||w(t)||dτ

≤ α′(t)

α(t)
+ 2cδ,

داشت خواهیم نامساوی، طرف دو از انتگرال  گیری با و

log

(
α(t) + 2cδ

∫ t

0

eµt||w(t)||dτ
)
− logα(0) ≤ logα(t)− logα(0) + 2cδt.

نامساوی نمایی، تابع دادن تأثیر با

eµt||w(t)|| ≤ α(t) + 2cδ

∫ t

0

eµt||w(t)||τ ≤ α(t)e2cδt,

معادل، به طور یا و

||WΦ(t)−WΨ(t)|| ≤
c

2
d(Φ, Ψ)e−(µ−4cδ)t, (٣٩ . ۵)

ͬ شود. م حاصل

،(٣٨ . ۵) از ،(٣٩ . ۵) و (٣٣ . ۵) از استفاده با

||A(φ, Φ)(z)−A(φ, Ψ)(z)|| ≤ c2δd(Φ, Ψ)

∫ +∞

0

e−2(µ−2cδ)τdτ

+c2δd(Φ, Ψ)

∫ +∞

0

e−(2µ−2cδ)τdτ

= 2c2δd(Φ, Ψ)

∫ +∞

0

e−2(µ−2cδ)τdτ

≤ c2δ

µ− 2cδ
d(Φ, Ψ).



ناوردا٢٢٣ خمینه های وجود

است. انقباضͬ تار ͷی S تبدیل ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ هر برای که ͬ دهد م نشان این ͬ شود. م نتیجه

کنید فرض z ∈ Es و داده شده Φ ∈ Z و φ,ψ ∈ Y برای .S تبدیل ساختن سوم. مرحلۀ

Wφ =Wz,φ,Φ, Wψ =Wz,ψ,Φ,

بنابراین، باشند. (٣٠ . ۵) رابطۀ در تعیین شده ماتریسͬ توابع

||A(φ, Φ)(z)−A(ψ, Φ)(z)||

≤ c

∫ +∞

0

e−µτ ||G(τ, z, φ, Φ)Wφ(τ)−G(τ, z, ψ, Φ)Wψ(τ)||dτ

≤ c

∫ +∞

0

e−µτ
∥∥∥∥∂ḡ∂x (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ .||Wφ(τ)||dτ

+c

∫ +∞

0

e−µτ
∥∥∥∥∂ḡ∂x (yψ(τ, z))

∥∥∥∥ .||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ

+c

∫ +∞

0

e−µτ
∥∥∥∥∂ḡ∂y (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ .||Φ(xφ(τ))||.||Wφ(τ)||dτ

+c

∫ +∞

0

e−µτ
∥∥∥∥∂ḡ∂y (yψ(τ, z))

∥∥∥∥ .||Φ(xφ(τ))− Φ(xψ(τ))||.||Wφ(τ)||dτ

+c

∫ +∞

0

e−µτ
∥∥∥∥∂ḡ∂y (yψ(τ, z))

∥∥∥∥ .||Φ(xψ(τ))||.||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ,

ͬ آوریم م به دست ،(٣٣ . ۵) از استفاده با و

||A(φ, Φ)(z)−A(ψ, Φ)(z)||

≤ c2
∫ +∞

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂x (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+c2

∫ +∞

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂y (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂y
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+2cδ

∫ +∞

0

e−µτ ||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ

+c2δ

∫ +∞

0

e−(2µ−2cδ)τ ||Φ(xφ(τ))− Φ(xψ(τ))||dτ.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٢۴معادلات

،z ∈ Es هر برای به گونه ای که است موجود T > 0 که ͬ شود م نتیجه (٣٠ . ۴) از .ϵ > 0 کنید فرض

c2
∫ +∞

T

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂x (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+c2

∫ +∞

T

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂y (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂y
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+2cδ

∫ +∞

T

e−µτ ||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ

+c2δ

∫ +∞

T

e−(2µ−2cδ)τ ||Φ(xφ(τ))− Φ(xψ(τ))||dτ

≤ 10c2δ

∫ +∞

T

e−(2µ−2cδ)τdτ < ϵ.

بنابراین،

||A(φ, Φ)(z)−A(ψ, Φ)(z)||

≤ c2
∫ T

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂x (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+c2

∫ T

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂y (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂y
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ (۴٠ . ۵)

+c2
∫ T

0

e−µτ
(∥∥∥∥∂ḡ∂x (yψ(τ, z))

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∂ḡ∂y (yψ(τ, z))
∥∥∥∥) ||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ

+c2
∫ T

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂x (yψ(τ, z))
∥∥∥∥ .||Φ(xφ(τ))− Φ(xψ(τ))||dτ + ϵ.

کافیست این رو، از ببینید). را (٢٩ . ۴)) ͬ شود م صفر B(0, r) بستۀ گوی ͷی خارج ḡ تابع که ͬ کنیم م یادآوری

که کنیم انتخاب به گونه ای را z ∈ Es و τ ∈ [0, T ] ،(۴٠ . ۵) رابطۀ در

||yφ(τ, z)||, ||yψ(τ, z)|| < r.

به اندازۀ کافͬ R > 0 برای که ͬ گیریم م نتیجه ،ḡ = 0 داریم ،B(0, r) گوی خارج ازآنجایی که دیͽر، طرف از

،||x(0)|| > R با x(0) ∈ Es اولیۀ شرط با ببینید) را (١٣ . ۵)) x′ = Ax + hφ(x) معادلۀ جواب بزرگ،



ناوردا٢٢۵ خمینه های وجود

در t ∈ [0, T ] و φ ∈ Y هر برای

||(x(t), φ(x(t)))|| > r,

و τ ∈ [0, T ] هر برای بنابراین، هستند). نیز x′ = Ax معادلۀ جواب های دراین صورت، (چون ͬ کند م صدق

داریم ||z|| > R که z ∈ Es

||yφ(τ, z)||, ||yψ(τ, z)|| > r.

ͬ شوند. م صفر ||z|| > R از خارج (۴٠ . ۵) در انتگرال ها همه ٧ . ۴ قضیۀ برهان در r برای که ͬ دهد م نشان این

این رو، از

d(A(φ, Φ)(z), A(ψ, Φ))

≤ c2 sup
z∈B(0, R)

∫ T

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂x (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+c2 sup

z∈B(0, R)

∫ T

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂y (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂y
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+2cδ sup

z∈B(0, R)

∫ T

0

e−µτ ||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ (۴١ . ۵)

+c2δ sup
z∈B(0, R)

∫ T

0

e−(2µ−2cδ)τ ||Φ(xφ(τ))− Φ(xψ(τ))||dτ + ϵ.

است موجود η > 0 هستند، پیوسته یͺنواخت به طور B(0, 2cR) بستۀ گوی روی Φ و dḡ توابع ازآنجایی که

داریم ||w − w̄|| < η با w, w̄ ∈ B(0, 2cR) برای به گونه ای که

∥∥∥∥∂ḡ∂x (w)− ∂ḡ

∂x
(w̄)

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∂ḡ∂y (w)− ||∂ḡ
∂y

(w̄)

∥∥∥∥ < ϵ, (۴٢ . ۵)

و

||Φ(w)− Φ(w̄)|| < ϵ. (۴٣ . ۵)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٢۶معادلات

که ͷکوچ به اندازۀکافͬ δ هر و z ∈ Es و τ ≥ 0 هر برای که ͬ شود م نتیجه (٢٠ . ۵) و (١٢ . ۵) از علاوه بر آن،

داریم µ− 4cδ > 0

||yφ(τ, z))− (yψ(τ, z)|| ≤ 2||xφ(τ)− xψ(τ)|| (۴۴ . ۵)

≤ cd(φ, ψ)||z||e(−µ+4cδ)τ ≤ cRd(φ, ψ).

داریم (٣٠ . ۵) رابطۀ از ͬ زنیم. م تخمین را Wφ(t)−Wψ(t) اکنون

||Wφ(t)−Wψ(t)||

≤ c

∫ t

0

e−µ(t−τ)||G(τ, z, φ, Φ)Wφ(τ)−G(τ, z, ψ, Φ)Wψ(τ)||dτ

≤ c2
∫ t

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂x (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+c2

∫ t

0

e−(2µ−2cδ)τ

∥∥∥∥∂ḡ∂y (yφ(τ, z))− ∂ḡ

∂y
(yψ(τ, z))

∥∥∥∥ dτ
+2cδ

∫ t

0

e−µτ ||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ

+c2δ

∫ t

0

e−(2µ−2cδ)τ ||Φ(xφ(τ))− Φ(xψ(τ))||dτ.

(١۶ . ۵) رابطۀ از

||xφ(τ)|| ≤ c||z|| ≤ cR,

بنابراین و

||yφ(τ, z)|| ≤ 2c||z|| ≤ 2cR,

ͬ که هنگام t ≥ 0 برای (۴۴ . ۵) و (۴٣ . ۵) ،(۴٢ . ۵) از این رو، از .z ∈ B(0, R) و τ ≥ 0 ،φ ∈ Y برای

داریم ،d(φ, ψ) < η/(cR)

||Wφ(t)−Wψ(t)|| ≤ c2ϵ

∫ t

0

e−(2µ−2cδ)τdτ + c2δϵ

∫ t

0

e−(2µ−2cδ)τdτ
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+2cδ

∫ t

0

e−µτ ||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ

≤ c2(1 + δ)ϵ

2µ− 2cδ
+ 2cδ

∫ t

0

||Wφ(τ)−Wψ(τ)||dτ.

رابطۀ ،t ≥ 0 برای گرونوال، لم از

||Wφ(t)−Wψ(t)|| ≤
c2(1 + δ)ϵ

2µ− 2cδ
e2cδt,

،d(φ, ψ) < η/(cR) برای (۴٣ . ۵) و (۴٢ . ۵) ،(۴١ . ۵) از و ͬ آید م به دست

d(A(φ, Φ), A(ψ, Φ)) ≤ c2ϵ

2µ− 2cδ
+
c3(1 + δ)δϵ

µ− cδ

∫ T

0

e−(µ−2cδ)τdτ +
c2δϵ

2µ− 2cδ

=
c2ϵ

2µ− 2cδ

(
1 + δ +

c(1 + δ)δ

2µ− 4cδ

)
,

T که ͬ دانیم (م است پیوسته نیز S انقباضͬ تار و است پیوسته A تبدیل که ͬ دهد م نشان این ͬ شود. م حاصل

ببینید). را (۵ . ٢٧) است؛ انقباض ͷی

در تبدیل ͷی T و بوده C1 کلاس از ψ ∈ Y اگر که ͬ دهیم م نشان ابتدا .φ تابع همواری چهارم. مرحلۀ

و است C1 کلاس از T (ψ) آنگاه باشد، (٢۶ . ۵)

dzT (ψ) = A(ψ, dψ)(z). (۴۵ . ۵)

ضابطۀ با hψ : Es → Es نگاشت آنگاه باشد، C1 کلاس از ψ اگر که ͬ کنیم م توجه برای این منظور،

hψ(x) = Psḡ(x, ψ(x)),

معادلۀ برای ۴١ . ٢ قضیۀ به کاربردن با بنابراین ببینید). را (١٣ . ۵)) است C1 کلاس از نیز

x′ = Ax+ hψ(x),

از Φ(z) = dzψ برای علاوه بر آن، است. C1 کلاس از u(t, z) = xψ(t) تعریف با u تابع که ͬ شود م نتیجه

جایͽزین را φ) (۵ . ٣٠) راست سمت در W تابع این جایͽذاری با درواقع، .W (t) = ∂u/∂z داریم (٣٠ . ۵)
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داریم ،٢۶ . ٢ قضیۀ در پارامترها وردش فرمول از استفاده با همچنین و ͬ کنیم) م ψ

Pse
At +

∫ t

0

Pse
A(t−τ)

(
∂ḡ

∂x
(yψ(τ, z))

∂u

∂z
+
∂ḡ

∂y
(yψ(τ, z))dxφ(τ)ψ

∂u

∂z
)

)
dτ

= Pse
At +

∫ t

0

Pse
A(t−τ) ∂

∂z
ḡ(yψ(τ, z))dτ

=
∂

∂z

(
eAtz +

∫ t

0

Pse
A(t−τ)ḡ(yψ(τ, z))dτ

)
=
∂xψ(τ)

∂z
=
∂u

∂z
.

در لیپشیتز قانون ا˚عمال با علاوه بر آن، .W (t) = ∂u/∂z که ͬ یابیم درم دیفرانسیل معادلۀ جواب های یͺتایی از

،(٣٠ . ۵)

A(ψ, dψ)(z) = −
∫ +∞

0

dz[Pue
−Aτ ḡ(yψ(τ, z))]dτ = dzT (ψ),

است. C1 کلاس از T (ψ) که ͬ گیریم م نتیجه است، پیوسته z 7→ A(ψ, dψ)(z) ازآنجایی که ͬ آید. م به دست

بازگشتͬ دنبالۀ .Φ0(z) = dzφ0 به روشنͬ، بͽیرید. درنظر را (φ0, Φ0) = (0, 0) ∈ Y ×Z جفت اکنون

به صورت را (φn, Φn)

(φn+1, Φn+1) = S(φn, Φn) = (T (φn), A(φn, Φn)),

تابع که ͬ شود م نتیجه (۴۵ . ۵) از ،Φn(z) = dzφn و بوده C1 کلاس از φn اینکه فرض با ͬ کنیم. م تعریف

و است C1 کلاس از φn+1

dzφn+1 = dzT (φn) = A(φn, Φn) = Φn+1. (۴۶ . ۵)

تار انقباض قضیۀ از استفاده با آنگاه باشند، Ψ 7→ A(φ, Ψ) و T ثابت نقاط به ترتیب Φ و φ اگر علاوه بر آن،

میل Φ و φ به به ترتیب یͺنواخت به طور Es فشرده فضاهای از ͷی هر در Φn و φn دنباله های ،(١ . ٣٨ (قضیۀ

Φ ازآنجایی که .dzφ = Φ(z) و بوده دیفرانسیل پذیر φ که ͬ شود م نتیجه ۴١ . ١ قضیۀ و (۴۶ . ۵) از ͬ کنند. م

است. C1 کلاس از φ که ͬ گیریم م نتیجه است، پیوسته



ناوردا٢٢٩ خمینه های وجود

تمرین ها ۵ . ۵

کلاس از f تابع اگر دهید نشان ͬ که به این معن کنید؛ ارائه ،k = 2 برای ٢ . ۵ قضیۀ برهان از خلاصه ای . ١ . ۵ تمرین

است. C2 کلاس از تابع ͷی نمودار V s ∩B به گونه ای که است موجود x0 از B ͬͽهمسای ͷی آنگاه باشد، C2

،f(0) = 0 به گونه ای که بͽیرید درنظر C1 کلاس از را f : R2 → R2 دیفیومورفیسم . ٢ . ۵ تمرین

کنید فرض داده شده، δ > 0 برای .0 < a < 1 < b و d0f =

(
a 0
0 b

)

V = {x ∈ B(0, δ) : fn(x) ∈ B(0, δ), n ∈ N}.

آنگاه ،(x, y) ∈ V اگر به طوری که است موجود a < λ < 1 با λ و δ که دهید نشان

||fn(x, y)|| ≤ λn||(x, y)||, n ∈ N.

به صورت را f راهنمایی:

fn(x, y) = (ax+ g(x, y), bx+ h(x, y)),

نمودار به عنوان V به دنبال و نوشته

V = {(x, φ(x)) : x ∈ (−δ, δ)}

بͽردید. φ(0) = 0 با φ : (−δ, δ) → R, مانند لیپشیتزی تابع از



سوم بخش

صفحه در معادلات



۶ فصل

شاخص نظریۀ

عمداً، ما ͬ کنیم. م معرفͬ صفحه در برداری میدان ͷی به توجه با را بسته مسیر ͷی شاخص مفهوم فصل، این در

حوصله از خارج که داریم نیاز راهͺارهایی به درغیراین صورت زیرا ͬ کنیم، نم ارائه را نتایج شͺل ͬ ترین کل گاهͬ

بحث ͬ کند، م تغییر برداری میدان و مسیر اختلالات با شاخص چͽونه اینکه مورد در به طور خاص، است. کتاب

ͷی به عنوان کنند. اجتناب برداری میدان صفرهای از اختلالات اینکه بر مشروط ͬ کند نم تغییر شاخص ‐ ͬ کنیم م

جردن) خم قضیۀ (به مفهوم صفحه در را تناوبی مدار هر درون در بحرانͬ نقطۀ ͷی وجود شاخص، مفهوم کاربرد

ͬ دهیم. م ارجاع [١٩ ،٩ ،۴] به را خواننده بیشتر، مباحث برای ͬ کنیم. م مشخص

صفحه در برداری میدان های شاخص ١ . ۶

نحوۀ و ͬ کنیم، م معرفͬ صفحه در برداری میدان ͷی به توجه با را بسته مسیر ͷی شاخص مفهوم بخش، این در

ͬ دهیم. م قرار بحث مورد را برداری میدان و مسیر اختلالات با آن تغییر

ͬ کنیم. م معرفͬ را هموار مسیر مفهوم ابتدا پایه ای. مفاهیم . ١ . ١ . ۶

از α : (a, b) → R2 تابع هرگاه ͬ شود م نامیده هموار مسیر ͷی γ : [0, 1] → R2 پیوستۀ تابع .١ . ۶ تعریف

.α′(t) ̸= 0 و α(t) = γ(t) ،t ∈ [0, 1] برای به گونه ای که باشد موجود (a, b) ⊃ [0, 1] بازۀ در C1 کلاس
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γ

γ(0) = γ(1)

بسته. مسیر :١ . ۶ شͺل

ͬ شود. م نامیده خم ͷی هموار مسیر ͷی از γ([0, 1]) تصویر

ͬ کنیم. م معرفͬ نیز را زیر مفهوم ارئه، در سادگͬ برای

تحدید و γ(0) = γ(1) هرگاه ͬ شود م نامیده بسته مسیر ͷی ،γ : [0, 1] → R2 هموار مسیر ͷی .٢ . ۶ تعریف

ببینید). را ١ . ۶ (شͺل باشد ͷبه ی ͷی γ|(0, 1)

γ(0) = انتهایی و ابتدایی نقاط به جز برخوردی نقطۀ هیچ بسته خم ͷی از γ([0, 1]) تصویر که کنید توجه

f1, f2 : R2 → R که f = (f1, f2) نوشتن با را C1 کلاس از f : R2 → R2 برداری میدان ندارد. γ(1)

به صورت γ هموار مسیر طول در f خطͬ انتگرال که ͬ کنیم م یادآوری بͽیرید. درنظر هستند f مؤلفه های

∫
γ

f =

∫ 1

0

f(γ(t)).γ′(t)dt =

∫ 1

0

[f1(γ(t))γ
′
1(t) + f2(γ(t))γ

′
2(t)]dt,

.γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) که ͬ شود م تعریف

تعداد نباشد، f ریشه های از هیچ يك شامل γ([0, 1]) که γ بستۀ مسیر برای .٣ . ۶ تعریف

Indfγ =
1

2π

∫
γ

f1 ▽ f2 − f2 ▽ f1
f21 + f22

,

ͬ شود. م نامیده (f به توجه (با γ شاخص



شاخص٢٣٣ نظریۀ

هر ͬͽهمسای در که ͬ کنیم م توجه برای این منظور، ͬ دهیم. م ارائه شاخص مفهوم از هندسͬ توصیفͬ اینجا در

به صورت افقͬ محور مثبت قسمت و f(x) بین زاویۀ ،x ∈ γ([0, 1]) نقطۀ

θ(x) =


arctan(f2(x)/f1(x)), f1(x) > 0,
π/2, f1(x) = 0, f2(x) > 0,
arctan(f2(x)/f1(x)) + π, f1(x) < 0,
−π/2, f1(x) = 0, f2(x) < 0,

(١ . ۶)

اکنون است. (−π/2, π/2) در مقادیر با تانژانت وارون دهندۀ نشان arctan که ͬ آید م بدست

N(f, γ) = 1
2π

∫ 1

0
d
dtθ(γ(t))dt

= 1
2π

∫ 1

0
▽θ(γ(t)).γ′(t)dt

(٢ . ۶)

2π از صحیحͬ مضرب اختلاف با و موضعͬ به صورت فقط θ تابع اگرچه که ͬ کنیم م توجه ͬ کنیم. م تعریف را

ͬ شود. م تعریف سراسری به صورت ▽θ گرادیان ͬ شود، م تعریف

f ریشه های از ͷهیچ ی شامل γ([0, 1]) به طوری که باشد بسته مسیر ͷی γ : [0, 1] → R2 اگر .۴ . ۶ قضیه

.Indfγ = N(f, γ) آنگاه نباشد،

داریم (١ . ۶) در θ تابع برای برهان.

▽θ = f1 ▽ f2 − f2 ▽ f1
f21 + f22

,

بنابراین و

Indfγ = 1
2π

∫
γ
▽θ

= 1
2π

∫ 1

0
▽θ(γ(t)).γ′(t)dt

= 1
2π

∫ 1

0
d
dtθ(γ(t))dt.

(٣ . ۶)

ͬ دهد. م بدست را نتیجه این،

است. صحیح عدد ͷی همیشه شاخص، که ͬ شود م نتیجه ۴ . ۶ قضیۀ و (٢ . ۶) در N(f, γ) تعریف از

نخست، فاز تصویر در که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ بͽیرید. درنظر را ٢ . ۶ شͺل فاز تصاویر .۵ . ۶ مثال

Indfγ1 = 0, Indfγ2 = −1,
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دوم فاز تصویر در و

Indfγ3 = 0, Indfγ4 = −1.

دقیق تر، به طور ͬ دهد. م علامت تغییر شاخص شود، طͬ مخالف جهت در بسته مسیر ͷی اگر که ͬ کنیم م توجه

ضابطۀ با را −γ : [0, 1] → R2 بستۀ مسیر ما ،γ : [0, 1] → R2 بستۀ مسیر برای

(−γ)(t) = γ(1− t),

ریشه های از ͷهیچ ی شامل γ([0, 1]) خم اگر هستند، یͺسانͬ تصویر دارای −γ و γ ازآنجایی که ͬ گیریم. م درنظر

و است خوش تعریف نیز Indf (−γ) آنگاه نباشد، f

Indf (−γ) = −Indfγ.

صفر همیشه شاخص غیربحرانͬ، نقطۀ ͷی از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در که ͬ کنیم م بررسͬ اکنون

است.

باشد شده تعریف به گونه ای x0 ∈ R2 اگر باشد. C1 کلاس از تابع ͷی f : R2 → R2 کنید فرض .۶ . ۶ قضیه

x0 از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای هر در مشمول تصویرش که γ بستۀ مسیر هر برای آنگاه ،f(x0) ̸= 0 که

.Indfγ = 0 است،

از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در را صفر مقدار f تابع پیوستگͬ، به توجه با که ͬ کنیم م توجه ابتدا برهان.

شاخص و است f ریشه های فاقد γ([0, 1]) تصویر ،ͬͽهمسای این در γ بستۀ مسیر هر برای بنابراین، ͬ گیرد. نم x0

،x0 از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در f پیوستگͬ به توجه با علاوه براین، است. خوش تعریف Indfγ

نخستين از بنابراین، و ͬ کند م دریافت 2π از کمتر طول با [a, b] مانند بازه ای از را مقادیری فقط (١ . ۶) در θ تابع

ͬ شود. م حاصل Indfγ = 0 ،۴ . ۶ گزارۀ از ͬ شود. م رابطۀ نتیجه N(f, γ) = 0 ،(٢ . ۶) در انتگرال



شاخص٢٣۵ نظریۀ

γ2
γ1

γ4

γ3

. ۶ . ۵ مثال فاز تصاویر :٢ . ۶ شͺل

و γ مسیر اختلالات به دلیل شاخص تغییر نحوۀ بخش این در برداری. میدان و مسیر اختلالات . ١ . ٢ . ۶

ͬ کنیم. م بررسͬ را f برداری میدان

ͬ کنیم. م یادآوری را هوموتوپی مفهوم ابتدا

پیوسته تابع ͷی هرگاه ͬ شوند م نامیده ͷهوموتوپی γ0, γ1 : [0, 1] → R2 بستۀ مسیر دو .٧ . ۶ تعریف

به گونه ای که ببینید) را ٣ . ۶ (شͺل باشد موجود H : [0, 1]× [0, 1] → R2

,H(t؛ 1) = γ1(t)و H(t, 0) = γ0(t) ،t ∈ [0, 1] هر برای (الف)

γ1 و γ0 مسیرهای بین هوموتوپی ͷی H ͬ گوئیم م .H(0, s) = H(1, s) ،s ∈ [0, 1] هر برای (ب)

است.

ͬ دهد. م توضیح را مسیر هوموتوپی های با شاخص تغییر چͽونگͬ زیر نتیجۀ

هوموتوپی تحت ،C1 کلاس از f : R2 → R2 برداری میدان به توجه با بسته مسیر ͷی شاخص .٨ . ۶ قضیه

ͬ کند. نم تغییر هستند، f ریشه های فاقد آنها تصاویر که بسته مسیرهای بین
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γ0(0) = γ0(1)

γ1(0) = γ1(1)

بسته. مسیرهای بین هوموتوپی :٣ . ۶ شͺل

به گونه ای که باشد γ1 و γ0 بسته مسیر دو بین هوموتوپی ͷی H : [0, 1] × [0, 1] → R2 کنید فرض برهان.

فشرده مجموعۀ روی (t, s) 7→ f(γs(t)) تابع ازآنجایی که باشد. f ریشه های فاقد H([0, 1] × [0, 1])

هستند)، یͺنواخت پیوستۀ فشرده، مجموعه های روی پیوسته توابع (زیرا است یͺنواخت پیوسته [0, 1]× [0, 1]

و t ∈ [0, 1] هر برای به گونه ای که است موجود [0, 1] در s از Is ͬͽهمسای s ∈ [0, 1] و داده شده ϵ > 0 برای

r ∈ Is

||f(γr(t))− f(γs(t))|| < ϵ,

صحیح عدد ͷی شاخص (چون N(f, γr) = Indfγs ،r ∈ Is برای که ͬ شود م نتیجه اینجا از است. برقرار

r ∈ Is برای بنابراین، است).

Indfγr = Indfγs.

s1 < s2 < . . . < sn با [0, 1] از Isn ،. . . ،Is1 متناهͬ زیرپوشش ͷی است، فشرده [0, 1] بازۀ ازآنجایی که

این رو از است. موجود

Indfγ0 = Indfγs1 = Indfγs2 = . . . = Indfγsn = Indfγ1,

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه که
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ͬ گیریم. م درنظر را f برداری میدان از اختلالͬ اکنون

هر برای x 7→ F (x, s) به گونه ای که باشد پیوسته تابع ͷی F : R2 × [0, 1] → R2 کنید فرض .٩ . ۶ قضیه

داشته ،s ∈ [0, 1] و x ∈ γ([0, 1]) هر برای باشد که بسته مسیر ͷی γ اگر است. C1 کلاس از s ∈ [0, 1]

.Fs(x) = F (x, s) که IndF0
γ = IndF1

γ آنگاه ،F (x, s) ̸= 0 باشیم

[0, 1]× روی (t, s) 7→ f(γ(t), s) تابع ازآنجایی که ͬ کنیم. م عمل ۶ . ٨ قضیۀ برهان در مشابه روشͬ به برهان.

است موجود [0, 1] در s از Js ͬͽهمسای ،s ∈ [0, 1] و ϵ > 0 هر برای است، یͺنواخت پیوسته [0, 1]

r ∈ Js و t ∈ [0, 1] هر برای به گونه ای که

||F (γ(t), r)− F (γ(t), s)|| < ϵ.

زیرپوشش ͷی است، فشرده [0, 1] بازۀ ازآنجایی که .IndFr
γ = IndFs

γ ،r ∈ Js برای که ͬ دهد م نشان این

این رو از است. موجود s1 < s2 < . . . < sm با [0, 1] از Jsm ،. . . ،Js1

IndF0
γ = IndFs1

γ = IndFs2
γ = . . . = IndFsm

γ = IndF1
γ

ͬ شود. م حاصل نتیجه که

شاخص مفهوم از کاربردهایی ٢ . ۶

ͬ دهیم. م ارائه شاخص مفهوم از کاربرد چندین

هر که ͬ دهیم م نشان ٨ . ۶ قضیۀ از کاربرد ͷی به عنوان بخش این در بحرانͬ. نقاط و تناوبی مدارهای . ٢ . ١ . ۶

به یاد را همبند مجموعۀ مفهوم ابتدا جردن). خم قضیۀ مفهوم (به دارد خود درون در بحرانͬ نقطۀ ͷی تناوبی مدار

ͬ آوریم. م

برای U = A ∪ B به صورت را آن بتوان هرگاه ͬ شود م نامیده ناهمبند U ⊂ R2 مجموعۀ .١٠ . ۶ تعریف
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به گونه ای که نوشت B و A ناتهͬ مجموعه های

Ā ∩B = A ∩ B̄ = ∅.

نباشد. ناهمبند هرگاه ͬ شود م نامیده همبند U ⊂ R2 مجموعۀ

ͬ کنیم. م معرفͬ را همبند مؤلفۀ ͷی مفهوم همچنین

هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده U همبند مؤلفۀ ،A ⊂ U مجموعۀ داده شده، U ⊂ R2 برای .١١ . ۶ تعریف

باشد. A با برابر است، A شامل که B ⊂ U همبند مجموعۀ

ببینید). را [١٠] ͬ توانید م برهان، (برای ͬ کنیم م یادآوری را جردن خم قضیۀ اکنون

γ|(0, 1) که باشد γ(0) = γ(1) با پیوسته تابع ͷی γ : [0, 1] → R2 اگر جردن).١ خم (قضیۀ .١٢ . ۶ قضیه

است. بی کران دیͽری و کراندار ͬͺی که است همبند مؤلفۀ دو دارای R2\γ([0, 1]) آنگاه است، ͷبه ی ͷی

را زیر نتیجۀ ͬ توان م اکنون ͬ شود. م نامیده γ([0, 1]) خم درون ١٢ . ۶ قضیۀ در کراندار همبند مؤلفۀ

کرد. فرمول بندی

باشد. بسته خم ͷی γ : [0, 1] → R2 و بوده C2 کلاس از تابع ͷی f : R2 → R2 کنید فرض .١٣ . ۶ قضیه

است. x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ ریشه های از ͬͺی حداقل شامل γ([0, 1]) خم درون آنگاه ،Indfγ ̸= 0 اگر

ازآنجایی که نباشد. بحرانͬ نقطۀ هیچ شامل γ([0, 1]) خم از U درون که ͬ کنیم م فرض خلف برهان با برهان.

که ͬ شود م نتیجه گرین قضیۀ از ▽θ = (∂θ/∂x, ∂θ/∂y) و بوده C2 کلاس از θ

0 ̸= Indfγ =
1

2π

∫
γ

▽θ = 1

2π

∫
Ū

[
∂

∂x

(
∂θ

∂y

)
− ∂

∂y

(
∂θ

∂x

)]
dxdy = 0.

است. بحرانͬ نقطۀ ͷی حداقل دارای U که ͬ دهد م نشان تناقض این
1Jordan’s curve theorem
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ͬ آید. م به دست ۶ . ١٣ قضیۀ از زیر نتیجۀ

،x′ = f(x) معادلۀ تناوبی مدار هر درون در آنگاه C2باشد، کلاس از تابع ͷی f : R2 → R2 اگر .١۴ . ۶ قضیه

است. موجود بحرانͬ نقطۀ ͷی حداقل

ͬ دهیم م نشان ابتدا است. تناوبی مدار ͷی γ([0, 1]) آن تصویر که باشد بسته مسیر ͷی γ کنید فرض برهان.

g(x) = به صورت γ([0, 1]) از ͬͽهمسای ͷی در g که ،Indfγ = Indgγ کنید توجه .Indfγ = ±1

۴ . ۶ قضیۀ از به راحتͬ این ͬ شود). نم صفر تناوبی مدار روی f (به روشنͬ، است شده تعریف f(x)/||f(x)||

دست دادن کلیت، از بدون علاوه براین، ͬ گیرد. م g و f برای را یͺسانͬ مقادیر (١ . ۶) در θ تابع زیرا ͬ شود م نتیجه

γ(0) نقطۀ در γ([0, 1]) بر مماس افقͬ، محور و دارد قرار بالایی نیم صفحۀ در γ([0, 1]) خم که فرض کنید

درنظر را −γ خم ͬ توان م شود، طͬ مخالف جهت در γ خم (اگر است محور مثبت جهت سمت به γ′(0) و بوده

کرد). استفاده Indfγ = −Indf (−γ) اتحاد از و گرفت

مثلث در را ν : △ → R2 تابع اکنون

△ = {(t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] : t ≤ s},

ضابطۀ با

ν(t, s) =

 −g(γ(0)), (t, s) = (0, 1),
g(γ(t)), t = s,
(γ(s)− γ(t))/||γ(s)− γ(t)||, t < s , (t, s) ̸= (0, 1),

کنید فرض ͬ گیرد. نم را صفر مقدار و است پیوسته ν تابع که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ ͬ کنیم. م تعریف

γ′(0) زیرا ،α(0, 0) = 0 که است واضح باشد. افقͬ محور مثبت قسمت و ν(t, s) بین زاویۀ α(t, s)

تابع دارد، قرار بالايی نیم صفحۀ در γ([0, 1]) ازآنجایی که علاوه براین، است. مثبت جهت به سمت و افقͬ

تغییر 2π تا 0 از [0, 1] ∋ t 7→ α(t, 1) تابع مشابه، به طور ͬ کند. م تغییر π تا 0 از [0, 1] ∋ s 7→ α(0, s)

ͬ کند. م
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.Indν∂△ = 0 ͬ شود م نتیجه ١٣ . ۶ قضیۀ از ͬ گیرد، نم △ در را صفر مقدار ν ازآنجایی که طرف دیͽر، از

به توجه با که ͬ کنیم م مشاهده اکنون ͬ کند. م تغییر 2π تا 0 از [0, 1] ∋ t 7→ α(t, t) تابع که ͬ دهد م نشان این

این رو از است. منطبق افقͬ محور مثبت قسمت و g(γ(t)) بین θ(γ(t)) زاویۀ با α(t, t) ،ν تعریف

N(g, γ) =
1

2π

∫ 1

0

d

dt
θ(γ(t))dt =

2π

2π
= 1

.Indfγ = 1 ͬ شود م نتیجه ۴ . ۶ قضیۀ از و

است. موجود تناوبی مدار درون در بحرانͬ نقطۀ ͷی حداقل که ͬ شود م نتیجه ،١٣ . ۶ قضیۀ اعمال با

دایره ͷی آنها تصویر که بسته مسیرهای برای C1 کلاس از برداری میدان های به ١٣ . ۶ قضیۀ تعمیم ادامه، در

است. شده ارائه است،

باشد بسته ای مسیر γ : [0, 1] → R2 و بوده C1 کلاس از تابع ͷی f : R2 → R2 کنید فرض .١۵ . ۶ قضیه

از بحرانͬ نقطۀ ͷی حداقل شامل γ([0, 1]) خم درون آنگاه ،Indfγ ̸= 0 اگر است. دایره ͷی تصویرش که

است. x′ = f(x) معادلۀ

در بسته مسیر ͷی α کنید فرض اکنون، ندارد. بحرانͬ نقطۀ هیچ γ([0, 1]) خم درون که کنید فرض برهان.

با که H : [0, 1] × [0, 1] → R2 تابع سپس ͬ کند. م پیمایش γ جهت همان در که باشد γ([0, 1]) درون

ضابطۀ

H(s, t) = sγ(t) + (1− s)α(t),

نیست. بحرانͬ نقطۀ هیچ شامل H([0, 1]× [0, 1]) این، علاوه بر است. γ و α بین هوموتوپی ͷی شده تعریف

به اندازۀکافͬ α([0, 1]) مجموعۀ قطر اگر ازسوی دیͽر، .Indfα = Indfγ ̸= 0 که ͬ آید برم ٨ . ۶ گزارۀ از

نقطۀ ͷی حداقل که ͬ دهد م نشان تناقض این .Indfα = 0 که ͬ شود م نتیجه ۶ . ۶ قضیۀ از آنگاه باشد، ͷکوچ

دارد. وجود γ([0, 1]) خم درون در بحرانͬ
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نخستين ͬ دهیم. م ارائه ٩ . ۶ قضیۀ از کاربرد دو بعدی بخش در و اینجا در براوئر.١ ثابت نقطۀ قضیۀ . ٢ . ٢ . ۶

در را C1 کلاس از توابع فقط ͬ که به این معن است. براوئر ثابت نقطۀ قضیۀ از خاص حالت ͷی برهان برهان،

ͬ گیریم. م درنظر صفحه

به گونه ای که باشد بسته گوی ͷی B ⊂ R2 و بوده C1 کلاس از تابع ͷی f : R2 → R2 اگر .١۶ . ۶ قضیه

است. B در ثابت نقطۀ ͷی حداقل دارای f آنگاه ،f(B) ⊂ B

نهایت در که کرد فرض ͬ توان م همیشه متغیر، تغییر با برهان.

B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

در g که دهیم نشان ͬ خواهیم م ͬ گیریم. م درنظر g(x) = x− f(x) تعریف با را g : R2 → R2 تبدیل اکنون

هیچ که ͬ کنیم م فرض بنابراین، ندارد. وجود اثبات برای چیزی باشند، B مرز در ریشه هایی اگر دارد. ریشه B

تعریف با را F : R2 × [0, 1] → R2 تابع و ندارد وجود B مرز در ریشه ای

F (x, t) = tf(x)− x.

برای علاوه بر آن، .F (x, 1) = g(x) ̸= 0 ،x ∈ ∂B برای فرض، به توجه با که کنید توجه ͬ گیریم. م درنظر

نشان این ͬ آید. م به دست tf(x) = x رابطۀ ||x|| = 1 برای بنابراین و ||tf(x)|| < 1 داریم ،t ∈ [0, 1)

تعریف با γ : [0, 1] → R2, بستۀ مسیر اکنون .F (x, t) ̸= 0 ،t ∈ [0, 1] و x ∈ ∂B هر برای که ͬ دهد م

γ(t) = (cos(2πt), sin(2πt))

نتیجه و ͬ شود م برقرار ٩ . ۶ قضیۀ شرایط دراین صورت، ͬ پیماید. م مثبت جهت در را B مرز که بͽیرید درنظر را

که ͬ گیریم م

Indgγ = IndF1γ = IndF0γ = IndIdγ = 1.

دارد. B گوی درون در ریشه ͷی حداقل g که ͬ شود م نتیجه ١۵ . ۶ قضیۀ از بنابراین
1Brouwer fixed-point theorem
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ͬ کنیم. م ارائه جبر اساسͬ قضیۀ از اثباتͬ ،٩ . ۶ قضیۀ کاربرد عنوان به دوباره اکنون جبر. اساسͬ قضیۀ . ٢ . ٣ . ۶

zn+a1z
n−1+ · · ·+an = 0 معادلۀ شده، داده a1, . . . , an ∈ C برای جبر). اساسͬ (قضیۀ .١٧ . ۶ قضیه

دارد. C در ریشه ͷی حداقل

ضابطۀ با را F : C× [0, 1] → C تابع ،R2 با C دانستن معادل با برهان.

F (z, t) = zn + t(a1z
n−1 + · · ·+ an)

را γ(t) = re2πit تعریف با γ : [0, 1] → C بستۀ مسیر داده شده، r > 0 برای علاوه بر آن، ͬ کنیم. م تعریف

ͬ کنیم م فرض اکنون ͬ گیریم. م درنظر

r > 1 + |a1|+ · · ·+ |an|.

ͬ شود م نتیجه r > 1 از ،t ∈ [0, 1] و z ∈ γ([0, 1]) برای

|zn| = rn > |a1|rn−1 + |a2|rn−1 + · · ·+ |an|rn−1

> |a1|rn−1 + |a2|rn−1 + · · ·+ |an|
≥ |a1zn−1 + a2 + · · ·+ an|
≥ t|a1zn−1 + a2 + · · ·+ an|.

Ft(z) = دادن قرار با بنابراین، .F (z, t) ̸= 0 ،t ∈ [0, 1] و z ∈ γ([0, 1]) برای که ͬ دهد م نشان این

ͬ شود م نتیجه ٩ . ۶ قضیۀ از ،t ∈ [0, 1] هر برای F (z, t)

IndF1γ = IndF0γ. (۴ . ۶)

IndF0
γ ̸= 0 ͬ شود م نتیجه (۴ . ۶) از . IndF0

γ = n ̸= 0 که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ ازطرف دیͽر،

که است  ͬ به این معن که است موجود γ([0, 1]) درون در F1 از ریشه ͷی حداقل ،١۵ . ۶ قضیۀ طبق ازاین رو، .

چندجمله ای

F1(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an,

دارد. |z| < r در ریشه ͷی حداقل
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x1

x2
x3γ1

γ2
γ3

D

γ

.i = 1, . . . , n برای γ1 و γ مسیرهای :۴ . ۶ شͺل

تنها بحرانͬ نقطۀ ͷی شاخص ٣ . ۶

f : R2 → R2 برداری میدان برای را x′ = f(x) معادلۀ از تنها بحرانͬ نقطۀ ͷی شاخص مفهوم بخش، این در

ͬ کنیم. م معرفͬ C1 کلاس از

بحرانͬ نقطۀ تنها نقطه، این ͬ که درصورت ͬ شود م نامیده تنها x′ = f(x) معادلۀ از x0 بحرانͬ نقطۀ .١٨ . ۶ تعریف

باشد. x0 از ͬ ای ͽهمسای در

گوی به گونه ای که بͽیرید ͷکوچ به اندازۀکافͬ را ϵ ،x′ = f(x) معادلۀ از x0 تنهای بحرانͬ نقطۀ برای

ضابطۀ با را γϵ : [0, 1] → R2 بستۀ مسیر و نباشد x0 از غیر دیͽری بحرانͬ نقطۀ هیچ شامل B(x0, ϵ)

γϵ(t) = x0 + ϵ(cos(2πt), sin(2πt)),

ͬ توان م و است یͺسان ͷکوچ به اندازۀکافͬ ϵ > 0 هر برای Indfγϵ صحیح عدد ،٨ . ۶ قضیۀ طبق بͽیرید. درنظر

کرد. معرفͬ را زیر مفهوم

ϵ > 0 هر برای (f به توجه (با x0 شاخص ،x′ = f(x) از x0 تنهای بحرانͬ نقطۀ برای .١٩ . ۶ تعریف

ͬ دهیم. م نشان Indfx0 با را آن که است Indfγϵ صحیح عدد ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ

ͬ توان م آنهاست. همۀ در تنها بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ، بͽیرید. درنظر ١۶ . ٢ شͺل در را فاز تصاویر .٢٠ . ۶ مثال
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است. 1 با برابر فاز تصاویر سایر در و −1 با برابر زینͬ نقطۀ حالت در شاخص که کرد بررسͬ به راحتͬ

برای بدانیم. را تنها بحرانͬ نقاط شاخص کافیست بسته، مسیر هر شاخص محاسبۀ برای که ͬ دهیم م نشان

ͬ گیریم. م درنظر را C2 کلاس از برداری میدان های فقط اثبات، سادگͬ

معادلۀ اگر باشد. مثبت جهت با بسته ای مسیر γ و C2 کلاس از تابعͬ f : R2 → R2 کنید فرض .٢١ . ۶ قضیه

آنگاه باشد، γ([0, 1]) خم داخل در xn ،. . . ،x1 بحرانͬ نقطۀ متناهͬ تعداد دارای x′ = f(x)

Indfγ =

n∑
i=1

Indfxi.

برای به گونه ای که بͽیرید درنظر ͷکوچ به اندازۀکافͬ را ϵ > 0 و باشد γ([0, 1]) خم درون U کنید فرض برهان.

ضابطۀ با γi : [0, 1] → R2 بستۀ مسیرهای i = 1, . . . , n برای همچنین .B(xi, ϵ) ⊂ U ،i = 1, . . . , n

γi(t) = xi + ϵ(cos(2πt), sin(2πt)),

ͬ شود م نتیجه گرین قضیۀ از ببینید). را ۴ . ۶ (شͺل بͽیرید درنظر را

0 =

∫
D

[
∂

∂x

(
∂θ

∂y

)
− ∂

∂y

(
∂θ

∂x

)]
dxdy =

∫
γ

▽θ −
n∑
i=1

∫
γi

▽θ,

داریم (٣ . ۶) از بنابراین، .D = U \ ∪ni=1B(xi, ϵ) که

Indfγ =
1

2π

∫
γ

▽θ =
n∑
i=1

1

2π

∫
γi

▽θ =
n∑
i=1

Indfγi.

برای که ͬ گیریم م نتیجه نیست، xi از به غیر دیͽری بحرانͬ نقطۀ هیچ شامل γi([0, 1]) خم هر درون ازآنجایی که

این رو، از .Indfγi = Indfxi ،i = 1, . . . , n

Indfγ =

n∑
i=1

Indfγi =
n∑
i=1

Indfxi,

ͬ شود. م حاصل نتیجه که



شاخص٢۴۵ نظریۀ

تمرین ها

بͽیرید درنظر قطبی مختصات دستگاه در را زیر معادلۀ .١ . ۶ }تمرین
r′ = r cos θ,
θ′ = sin θ.

کنید. رسم را فاز تصویر (الف)

کنید. تعیین را بحرانͬ نقاط پایداری (ب)

بیابید. را تنها بحرانͬ نقاط همه شاخص (ج)

بͽیرید. درنظر را زیر معادلۀ ،α, β ∈ R هر برای .٢ . ۶ }تمرین
x′ = x,
y′ = −x/4 + αy − β(x2 + 4y2)y − (x2 + 4y2)2y.

بیابید. α = 1 حالت در را مبدأ شاخص (الف)

است؟ پایستار معادلۀ α ̸= 0 حالت در آیا (ب)

است. پایدار مبدأ آنگاه ، α = β = 0 اگر که دهید نشان (ج)

است. موجود تناوبی مدار ͷی دست کم آنگاه ،α > 0 اگر که دهید نشان (د)

بͽیرید درنظر قطبی مختصات دستگاه در را زیر معادلۀ .٣ . ۶ }تمرین
r′ = r(1 + cos θ),
θ′ = r(1− cos θ).

کنید. رسم را فاز تصویر (الف)

کنید. تعیین را بحرانͬ نقاط پایداری (ب)

رابیابید. تنها بحرانͬ نقاط همه شاخص (ج)

نباشند. بحرانͬ که موجودند سراسری جواب های آیا کنید بررسͬ (د)

بͽیرید درنظر را زیر معادلۀ .۴ . ۶ }تمرین
u′ = u− uv,
v′ = uv − v.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۴۶معادلات

بیابید. را مبدأ شاخص (الف)

دهید نشان (ب)

H(u, v) = u+ v − log(uv)

است. موجود تناوبی مدار نامتناهͬ به تعداد دهید نشان است. {(u, v) : u, v > 0} ربع از انتگرال ͷی

است. مینیمم دارای (1, 1) در H کنید بررسͬ راهنمایی:

کنید. ترسیم را فاز تصویر (د)

معادلۀ آنگاه باشند، کراندار پیوستۀ توابع f, g : R2 → R2 اگر که دهید نشان .۵ . ۶ }تمرین
x′ = y + f(x, y),
y′ = −x+ g(x, y),

است. بحرانͬ نقطۀ ͷی دست کم دارای

باشد. کراندار پیوسته تابع ͷی F : R → R کنید فرض .۶ . ۶ تمرین

استفاده ۵ . ۶ تمرین از راهنمایی: .F (−F (x)) = x به گونه ای که است موجود x ∈ R ͷی دهید نشان (الف)

كنید.

.sin(1− sin2(1− x2)) = x به گونه ای که است موجود x ∈ R ͷی دهید نشان (ب)

بیابید مبدأ در را زیر برداری میدان شاخص .٧ . ۶ تمرین

f(x, y) = (2x+ y + x2 + xy3, x+ y − y2 + x2y3).

دارای x′ = f(x) معادلۀ اگر دهید نشان باشد. C1 كلاس از تابع یك f : R2 → R2 كنید فرض .٨ . ۶ تمرین

خم قضیۀ مفهوم (به divf = 0 ،γ از U درون در یا است: برقرار زیر گزارۀ آنگاه باشد، γ تناوبی مدار یك

كه كنید توجه و f = (f1, f2) بنویسید راهنمایی: ͬ شود. م U در متفاوتͬ علامت های دارای divf یا جردن)،

گرین، قضیۀ ∫طبق
U

divf =

∫
γ

(−f2, f1).



شاخص٢۴٧ نظریۀ

معادلۀ آنگاه باشند، C1 كلاس از تابع دو f, g : R → R اگر دهید نشان .٩ . ۶ تمرین

{
x′ = f(y),
y′ = g(x) + y3,

نیست. تناوبی مدار هیچ شامل

معادلۀ .١٠ . ۶ تمرین

x′′ = p(x)x′ + q(x),

نیست. موجود تناوبی مدار هیچ آنگاه ،p < 0 اگر كه دهید نشان ،٨ . ۶ تمرین از استفاده با بͽیرید. درنظر را

معادلۀ .١١ . ۶ }تمرین
x′ = y(1 + x− y2),
y′ = x(1 + y − x2),

نیست. موجود تناوبی مدار هیچ اول ربع در دهید نشان بͽیرید. درنظر را

خیر یا دارد تناوبی جواب های زیر معادلۀ آیا كه كنید بررسͬ .١٢ . ۶ تمرین

′′x؛ + x6 + 1 = 0 (الف)

}(ب)
x′ + y3 − 1 = 0,
y′ + x6 + 1 = 0.

. جواب ها

است. ناپایدار و بوده بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ، (ب) ١ . ۶

. ٢ (ج)

. ١ (الف) ٢ . ۶

خیر. (ب)

است. ناپایدار (0, 0) ب) ٣ . ۶



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۴٨معادلات

. ١ (ج)

است. موجود (د)

.−1 (الف) ۴ . ۶

.−1 ٧ . ۶

ندارد. (الف) ١٢ . ۶

ندارد. (ب)



٧ فصل

پوانكاره‐بندیͺسون قضیۀ

‐α مجموعه های ناوردا، مجموعۀ مفهوم معرفͬ از پس است. پوانکاره‐بندیͺسون نظریۀ بر مقدمه ای فصل این

نشان خاص، به طور ͬ کنیم. م مشخص را آنها اساسͬ ͬ های ویژگ از برخͬ و ͬ گیریم م درنظر را ω‐حدی و حدی

سپس ͬ آورند. م به وجود را ω‐حدی و α‐حدی همبند فشردۀ مجموعه های كراندار، نیم مدارهای که ͬ دهیم م

ͬ کنیم م ثابت را پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ یعنͬ صفحه، در دیفرانسیل معادلات کیفͬ نظریۀ مهم نتایج از ͬͺی

وجود برای معیاری خاص، به طور ͬ کند. م مشخص را كراندار نیم مدارهای ω‐حدی و α‐حدی مجموعه های که

ͬ دهیم. م ارجاع [١٧ ،١۵ ،١٣ ،٩] به را خواننده بیشتر، مباحث برای کند. ایجاد تناوبی مدارهای

حدی مجموعه های ٧ . ١

معادلۀ این صورت، در ببینید). را ١۵ . ٣ (تعریف باشد لیپشیتز موضعاً و پیوسته تابعͬ f : Rn → Rn كنید فرض

x′ = f(x), (٧ . ١)

ماكسیمال بازۀ Ix0
كه ͬ دهیم م نشان t ∈ Ix0

با را x(0) = x0 جواب ،φt(x0) برای یͺتاست. جواب دارای

است. متناظر

ͬ کنیم. م معرفͬ را ناوردا مجموعۀ مفهوم ابتدا پایه ای. مفاهیم . ٧ . ١ . ١



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۵٠معادلات

هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده ((٧ . ١) معادلۀ به توجه (با ناوردا مجموعۀ یك A ⊂ Rn مجموعۀ .٧ . ١ تعریف

.φt(x) ∈ A باشیم داشته t ∈ Ix و x ∈ A

معادلۀ .٧ . ٢ }مثال
x′ = y,
y′ = −x. (٧ . ٢)

به طور هستند. ناوردا مبدأ مركز به دایره هر و مبدأ است. شده رسم ۴ . ١ شͺل در آن فاز تصویر بͽیرید. درنظر را

هستند. ناوردا مجموعه های مبدأ، همراه به دایره ها از اجتماعͬ هر و دایره ها از اجتماعͬ هر ͬ تر، کل

با را ببینید) را ۵١ . ٠ (تعریف x ∈ Rn نقطۀ یك مدار

γ(x) = γf (x) = {φt(x) : t ∈ Ix},

ͬ دهیم. م نمایش

است. مناسب نیز زیر مفاهیم معرفͬ

مجموعۀ ،x ∈ Rn برای .٧ . ٣ تعریف

γ+(x) = γ+f (x) = {φt(x) : t ∈ Ix ∩ R+},

مجموعۀ و x مثبت نیم مدار

γ−(x) = γ−f (x) = {φt(x) : t ∈ Ix ∩ R−},

ͬ شود. م نامیده x منفͬ نیم مدار

به عبارت دیͽر، باشد. مدارها از اجتماعͬ اگر فقط و اگر ناورداست مجموعه ͷی که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ

اگر فقط و اگر ناورداست A ⊂ Rn مجموعۀ ͷی

A =
∪
x∈A

γ(x).



پوانكاره‐بندیͺسون٢۵١ قضیۀ

.(٧ . ٣) معادلۀ برای فاز تصویر :٧ . ١ شͺل

ͬ كنیم. م معرفͬ را ω‐حدی و α‐حدی مجموعه های مفهوم اكنون،

به صورت به ترتیب ((٧ . ١) معادلۀ به توجه (با x ω‐حدی و α‐حدی مجموعه های ،x ∈ Rn برای .۴ . ٧ تعریف

α(x) = αf (x) =
∩

y∈γ(x)

γ−(y),

و

ω(x) = ωf (x) =
∩

y∈γ(x)

γ+(y),

ͬ شوند. م تعریف

داریم x ∈ R2 هر برای ،(٧ . ٢) معادلۀ برای .(٧ . ٢ مثال (ادامۀ .۵ . ٧ مثال

α(x) = ω(x) = γ+(x) = γ−(x) = γ(x).

معادلۀ .۶ . ٧ مثال

{
r′ = r(1− r),
θ′ = 1,

(٧ . ٣)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۵٢معادلات

دهید قرار است. شده داده نشان ٧ . ١ شͺل در آن فاز تصویر بͽیرید. درنظر قطبی مختصات دستگاه در را

S = {x ∈ R2 : ||x|| = 1}.

،x ∈ {(0, 0)} ∪ S هر برای

α(x) = ω(x) = γ+(x) = γ−(x) = γ(x),

0 < ||x|| < 1 با x ∈ R2 هر برای

α(x) = {(0, 0)}, ω(x) = S,

داریم ||x|| > 1 با x ∈ R2 هر برای نهایت در و

α(x) = ∅, ω(x) = S.

داریم ٧ . ٢ شͺل در داده شده فاز تصویر برای .٧ . ٧ مثال

α(x1) = ω(x1) = ∅,

α(x2) = ∅, ω(x2) = {q},

α(x3) = ω(x3) = {p},

α(x1) = ω(x1) = γ(x4).

بیشتر خواص

ͬ کنیم. م تعیین (٧ . ١) معادلۀ برای را ω‐حدی و α‐حدی مجموعه های ͬ های ویژگ از برخͬ بخش این در



پوانكاره‐بندیͺسون٢۵٣ قضیۀ

x1

x2

x3

x4

q

p

. ٧ . ٧ مثال برای فاز تصویر :٧ . ٢ شͺل

آنگاه باشد، کراندار x ∈ Rn نقطۀ از γ+(x) مثبت نیم مدار اگر .٧ . ٨ قضیه

است؛ ناتهͬ و همبند فشرده، ω(x) (الف)

آنگاه ،k → ∞ وقتͬ به گونه ای که باشد موجود tk ↗ +∞ دنبالۀ اگر تنها و اگر y ∈ ω(x) (ب)

φtk(x)؛ → y

φt(y)؛ ∈ ω(x) ، t > 0 هر و y ∈ ω(x) هر برای (ج)

.t→ ∞ ͬ که هنگام inf{||φt(x)− y|| : y ∈ ω(x)} → 0 (د)

بسته ω(x) که گرفت نتیجه به سادگͬ ͬ توان م ω‐حدی مجموعۀ تعریف از .K = γ+(x) دهید قرار برهان.

است. فشرده ω‐حدی مجموعۀ ازاین رو، است. کراندار نیز ω(x) بنابراین، و ω(x) ⊂ K ازسوی دیͽر، است.

بنابراین و ((۴۶ . ١) قضیۀ به توجه (با R+ ⊂ Ix داریم است، کراندار γ+(x) نیم مدار ازآنجایی که علاوه بر آن،

ω(x) =
∩
t>0

At, (۴ . ٧)

آن در که

At = {φs(x) : s > t}.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۵۴معادلات

موجود tk ↗ +∞ دنبالۀ آنگاه ،y ∈ ω(t) اگر درواقع، ͬ دهد. م به دست را قضیۀ خاصیت دو̰مین (۴ . ٧) رابطۀ

موجود k ∈ N برای sk ≥ tk با نیز sk ↗ +∞ دنبالۀ درنتیجه، .y ∈ Atk ،k ∈ N برای به گونه ای که است

قضیه دوم خاصیت با tk ↗ +∞ دنباله اگر ازسوی دیͽر، .φsk(x) → y آنگاه k → ∞ وقتͬ به گونه ای که است

درنتیجه و y ∈ Atk ، k ∈ N برای آنگاه باشد، موجود

y ∈
∞∩
k=1

Atk =
∩
t>0

At,

.At ⊂ At′ ،t > t′ برای چون

زیردنبالۀ بودن، فشرده به دلیل بͽیرید. درنظر را K فشرده مجموعۀ در مشمول (φk(x))k دنبالۀ اکنون،

ناتهͬ ω(x) که ͬ دهد م نشان این است. K از نقطه ͷی به همͽرا که دارد وجود tk ↗ +∞ با (φtk(x))k

است.

ناتهͬ مجموعه های برای ،١٠ . ۶ تعریف به توجه با این صورت، درغیر است. همبند ω(x) ͬ دهیم م نشان حال

ͬ گیریم م نتیجه است، بسته ω(x) ازآنجایی که .ω(x) = A ∪B داریم A ∩B = A ∩B = ∅ که B و A

A = A ∩ ω(x) = A ∩ (A ∪B)
= (A ∩A) ∪ (A ∩B) = A,

هستند. مثبت فاصله دارای درنتیجه و بسته B و A مجموعه های که ͬ دهد م نشان این .B = B مشابه، به طور و

به عبارت دیͽر،

δ := inf{||a− b|| : a ∈ A, b ∈ B} > 0.

مجموعۀ حال

C =

{
z ∈ R2 : inf

y∈ω(x)
||z − y|| ≥ δ

4

}
,

در دوم خاصیت از بنابراین، است. ناتهͬ و فشرده C ∩ K که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ بͽیرید. درنظر را

اشتراک ω(x) با C ∩K که ͬ دانیم م C مجموعۀ تعریف از اما .C ∩K ∩ ω(x) ̸= ∅ ͬ شود م نتیجه قضیه

است. همبند ω(x) که ͬ دهد م نشان تناقض این ندارد.



پوانكاره‐بندیͺسون٢۵۵ قضیۀ

دنبالۀ آنگاه ،y ∈ ω(x) اگر دوم، خاصیت به دلیل که ͬ کنیم م یادآوری قضیه، سوم ویژگͬ بررسͬ برای

t هر برای y 7→ φt(y) تابع ،۴١ . ٠ قضیۀ طبق .k → ∞ وقتͬ φtk → y به گونه ای که دارد وجود tk ↗ +∞

داریم k → ∞ ͬ که هنگام ،t > 0 برای بنابراین، است. پیوسته ثابت،

φtk+t(y) = φt(φtk(y)) → φt(y).

.φtk(y) ∈ ω(x) كه ͬ شود م نتیجه دوم خاصیت از ،k → ∞ ͬ كه هنگام tk + t↗ +∞ آنجایی كه از

ͷی و tk ↗ +∞ دنبالۀ نباشد، برقرار خاصیت این اگر ͬ کنیم. م اثبات را قضیه خاصیت آخرین نهایت، در

،k ∈ N هر برای به طوری که داشت خواهد وجود δ > 0 ثابت

inf
y∈ω(x)

||φtk(x)− y|| ≥ δ. (۵ . ٧)

با به گونه ای که است موجود (φtk(x))k ⊂ K از (φt′k(x))k همͽرای زیردنبالۀ است، فشرده K كه آنجا از

هر برای كه ͬ شود م نتیجه (۵ . ٧) از دیͽر، طرف از است. p ∈ ω(x) حد دارای قضیه دوم خاصیت به توجه

k ∈ N و y ∈ ω(x)

||φt′k(x)− y|| ≥ δ.

را مطلوب نتیجۀ تناقض این .p ̸∈ ω(x) ͬ دهد م نتیجه كه ||p − y|| ≥ δ داریم y ∈ ω(x) هر برای بنابراین

ͬ دهد. م به دست

دارد. وجود α‐حدی مجموعه برای مشابهͬ نتیجه

آنگاه باشد، کراندار x ∈ Rn نقطۀ از γ−(x) مثبت نیم مدار اگر .٧ . ٩ قضیه

است؛ ناتهͬ و همبند فشرده، α(x) (الف)

آنگاه ،k → ∞ وقتͬ به گونه ای که باشد موجود tk ↘ −∞ دنبالۀ ͷی اگر تنها و اگر y ∈ α(x) (ب)

φtk(x)؛ → y
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φt(y)؛ ∈ α(x) ، t < 0 هر و y ∈ α(x) هر برای (ج)

.t→ −∞ ͬ که هنگام inf{||φt(x)− y|| : y ∈ α} → 0 (د)

شود. تعریف g(x) = −f(x) به صورت g : Rn → Rn تابع كنید فرض ،۴ . ۵ قضیۀ برهان همانند برهان.

ماكسیمال بازۀ در t برای x(0) = x0 شرط با x′ = f(x) معادلۀ جواب φt(x0) اگر كه ͬ كنیم م یادآوری

برای x(0) = x0 شرط با x′ = g(x) معادلۀ جواب ψt(x0) = φ−t(x0) آنگاه باشد، Ix0
= (a, b)

x ∈ Rn هر برای كه ͬ دهد م نتیجه این است. t ∈ (−b, −a)

γg(x) = γf (x), γ+g (x) = γ−f (x), (۶ . ٧)

بنابراین و

αf (x) =
∩

y∈γf (x)

γ−f (y) =
∩

y∈γg(x)

γ+g (y) = ωg(x). (٧ . ٧)

داریم ٧ . ٨ قضیۀ از ،γ+g (x) = γ−f (x) آنجایی كه از باشد. كراندار γ−f (x) منفͬ نیم مدار كه كنید فرض اكنون،

است؛ ناتهͬ و همبند فشرده، ωg(x) (الف)

آنگاه ،k → ∞ وقتͬ به گونه ای که باشد موجود tk ↗ +∞ دنبالۀ اگر تنها و اگر y ∈ ωg(x) (ب)

ψtk(x)؛ → y

φt(y)؛ ∈ ωg(x) ، t > 0 هر و y ∈ ωg(x) هر برای (ج)

.t→ +∞ ͬ که هنگام inf{||ψt(x)− y|| : y ∈ ωg(x)} → 0 (د)

ͬ شود. م حاصل ویژگͬ چهار این و (٧ . ٧) از به سادگͬ قضیه ،ψt = φ−t آنجایی كه از

پوانكاره‐بندیͺسون قضیۀ ٧ . ٢

پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ یعنͬ دیفرانسیل معادلات نظریۀ کیفͬ مهم نتایج از ͬͺی و ͬ گردیم R2برم فضای به اکنون

ͬ كنیم. م ثابت را
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قاطع. ͷی ͬͽهمسای در مدارها :٧ . ٣ شͺل

تابع ͷی f : R2 → R2 كنید فرض ͬ کنیم. م بیان ͬͺکم نتیجۀ ͷی ابتدا قاطع. خطوط با اشتراک . ٧ . ٢ . ١

هر برای که است معنͬ بدان این باشد. f بر قاطع خط قطعه ͷی L كنید فرض همچنین باشد. C1 کلاس از

ͷی L که ͬ گوییم م این صورت، در ببینید). را ٧ . ٣ (شͺل ͬ کنند م تولید را R2 ،f(x) و L جهت های x ∈ L

است. f بر قاطع خط

است. نقطه یك حداكثر شامل ω(x) ∩ L اشتراك ،x ∈ R2 برای .٧ . ١٠ قضیه

tk ↗ +∞ دنباله ،٧ . ٨ قضیۀ طبق كنید. انتخاب را q ∈ ω(x)∩L باشد. ناتهͬ ω(x)∩L كنید فرض برهان.

است، f بر قاطع L آنجایی كه از ازسوی دیͽر، .φtk(x) → q آنگاه ،k → ∞ وقتͬ به گونه ای که است موجود

یͺتای زمان یك L به نزدیك به اندازۀ كافͬ y ∈ R2 هر برای كه ͬ شود م نتیجه (۵۴ . ١ (قضیۀ شار جعبه قضیۀ از

داریم s < 0 كه t ∈ (s, 0) برای یا ،s > 0 كه t ∈ (0, s) برای و φs(y) ∈ L به گونه ای که هست s

به گونه ای که است موجود s = sk بالا همانند ،k ∈ N هر برای  به ویژه، ببینید)؛ را ٧ . ٣ (شͺل φs(y) ̸∈ L

.xk = φtk+sk(x) ∈ L

یا است، تناوبی x مدار دراین صورت، که است ثابت دنباله ای (xk)k یا ͬ گیریم: م درنظر را حالت دو حال

ω(x) = ω‐حدی مجموعۀ است، تناوبی x مدار آنجایی که از نخست، حالت در نیست. ثابت دنبالۀ (xk)k
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.L قاطع با برخورد نقاط :۴ . ٧ شͺل

دوم، حالت در ͬ كند. م قطع ω(x) ∩ L = {q} در بنابراین و (xk)k دنبالۀ ثابت مقدار در فقط را L ،γ(x)

۴ . ٧ شͺل همانند L در شͺل دو به ͬ توانند م که ͬ گیریم م درنظر را xk+1 و xk مانند اشتراک در متوالͬ نقطۀ دو

تصویر (به عبارت دیͽر، است جهت همان به سوی همیشه f برداری میدان L طول در كه كنید توجه بͽیرند. قرار

نقطۀ یك دست کم است پیوسته f آنجایی كه از درغیراین صورت، است). جهت همان در همیشه L عمود روی f

همچنین باشد. قاطع ͬ تواند نم L این صورت، در ولͬ است موجود L جهت با یا صفر با برابر f(z) با z ∈ L

تشͺیل را C پیوسته منحنͬ نقطه، دو این بین پاره خط با همراه xk+1 و xk بین مدار قطعۀ که ͬ کنیم م توجه

مؤلفۀ دارد. همبند مؤلفۀ دو ،(١٢ . ۶ (قضیۀ جردن منحنͬ قضیۀ نتیجۀ طبق R2 \ C یعنͬ آن مͺمل که ͬ دهند م

xk+1 و xk بین قطعۀ در f جهت به توجه با است. شده مشخص خاکستری رنگ به ۴ . ٧ شͺل در كراندار همبند

که معناست بدان این دارد. قرار غیركراندار همبند مؤلفۀ در γ+(xk) مثبت نیم مدار کنید)، مراجعه ۴ . ٧ شͺل (به

بر xk+2 و xk+1 ،xk نقاط بنابراین، ندارد. تعلق xk+1 و xk بین پاره خط به ،xk+2 یعنͬ بعدی مشترک نقطۀ

(xk)k دنبالۀ یͺنوایی به دلیل شده اند. مرتب است شده داده نشان ۵ . ٧ شͺل در كه به صورتͬ L قاطع خط روی

.ω(x) ∩ L = {q} بنابراین و دارد L در تجمعͬ نقطۀ ͷی حداکثر ،L امتداد در
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.L قاطع با xk+2 و xk+1 ،xk برخورد نقاط :۵ . ٧ شͺل

است. زیر شرح به فصل این اصلͬ نتیجۀ ١ پوانکاره‐بندیͺسون. قضیۀ . ٧ . ٢ . ٢

معادلۀ برای باشد. C1 كلاس از تابع یك f : R2 → R2 كنید فرض (پوانكاره‐بندیͺسون). .٧ . ١١ قضیه

ω(x) آنگاه باشد، نداشته بحرانͬ نقطۀ هیچ ω(x) و بوده كراندار x نقطۀ از γ+(xk) مثبت نیم مدار اگر ،(٧ . ١)

است. تناوبی مدار یك

نقطۀ نیست. تهͬ ω(x) که ͬ شود م نتیجه ٧ . ٨ گزارۀ از است، كراندار γ+(xk) نیم مدار آنجایی که از برهان.

ω‐حدی، مجموعۀ تعریف با همراه ،٧ . ٨ گزارۀ در سوم و اول خاصیت های از بͽیرید. درنظر را p ∈ ω(x)

طبق بͽیرید. درنظر را q ∈ ω(x) مانند نقطه ͷی است. ω(p) ⊂ ω(x) و بوده ناتهͬ ω(p) که ͬ شود م نتیجه

ازآنجایی که دارد. وجود است f بر قاطع که q شامل L پاره خط ͷی بنابراین، و نیست، بحرانͬ نقطۀ ͷی q فرض،

ͬ که زمان φtk(p) → q به گونه ای که دارد وجود tk ↗ +∞ دنبالۀ ͷی ،٧ . ٨ گزارۀ در دوم خاصیت با ،q ∈ ω(p)

طرف از .φtk(p) ∈ L ،k ∈ N برای كه كرد فرض ͬ توان م همیشه ،٧ . ١٠ قضیۀ با مشابه روندی با .k → ∞

1Poincare-Bendixon theorem
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.φtk(p) ∈ ω(x) ،k ∈ N برای كه ͬ شود م نتیجه ٧ . ٨ قضیۀ سوم خاصیت از ،p ∈ ω(x) آنجایی كه از دیͽر،

داریم ٧ . ١٠ قضیۀ طبق ،φtk(p) ∈ ω(x) ∩ L آنجایی كه از

φtk(p) = q, ∀k ∈ N.

.γ(p) ⊂ ω(x) به ویژه، است. تناوبی مدار یك γ(p) كه معناست بدان این

در است، همبند ω(x) آنجایی که از آنگاه ،ω(x) \ γ(p) ̸= ∅ اگر .ω(x) = γ(x) دهیم نشان باید اكنون

که γ(p) از ͬͽهمسای هر که کنید توجه نیستند. γ(p) در که دارند وجود ω(x) از نقاطͬ γ(p) ͬͽهمسای هر

که است نقاط این از ͬͺی حاوی f بر L′ قاطع ͷی بنابراین، ندارد. بحرانͬ نقطۀ هیچ باشد، ͷکوچ به اندازۀکافͬ

اما γ(p)؛ ⊂ ω(x) زیرا است، نقطه دو حداقل حاوی ω(x)∩L′ یعنͬ، دارد. قرار γ(p) از نقطۀ ͷی و ω(x) در

است. تناوبی مدار ͷی x ω‐حدی مجموعۀ و γ(p) = ω(x) بنابراین، است. تناقض در ٧ . ١٠ قضیۀ با این

آورد. به دست كراندار منفͬ مدارهای نیمه برای ٧ . ١١ قضیۀ با مشابه نتیجه ای ͬ توان م

منفͬ نیم مدار اگر ،(٧ . ١) معادلۀ برای باشد. C1 كلاس از تابع یك f : R2 → R2 كنید فرض .٧ . ١٢ قضیه

است. تناوبی مدار یك α(x) آنگاه باشد، نداشته بحرانͬ نقطۀ هیچ α(x) و بوده كراندار x نقطۀ از γ−(x)

x′ = g(x) معادلۀ و g(x) = −f(x) تعریف با را g : R2 → R2 تابع ،٧ . ٩ قضیۀ اثبات همانند برهان.

داریم (٧ . ٧) و (۶ . ٧) روابط از بͽیرید. درنظر

γ−f (x) = γ+g (x), αf (x) = ωg(x),

است. ٧ . ١١ قضیۀ فوری نتیجۀ اثبات، اکنون

مرکز با ١ شعاع با دایره ای یعنͬ تناوبی، مدار ͷی دارای (٧ . ٣) معادلۀ که ͬ دانیم م .(۶ . ٧ مثال (ادامۀ .٧ . ١٣ مثال

ثابت پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ کاربرد به عنوان را تناوبی مدار ͷی وجود اکنون ببینید). را ٧ . ١ (شͺل است مبدأ
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.D مرز در رفتار :۶ . ٧ شͺل

حلقۀ ͬ کنیم. م

D =

{
x ∈ R2 :

1

2
< ||x|| < 2

}
,

که معناست بدان این .r′ = 2 < 0 داریم r = 2 برای و r′ = 1/4 > 0 داریم r = 1/2 برای بͽیرید. درنظر را

در داده شده نشان کیفͬ رفتار با این ͬ شود. نم خارج D از مثبت) زمان های (برای دیͽر شود D وارد که مداری هر

درنتیجه و است D در مشمول x ∈ D نقطۀ از γ+(x) مثبت نیم مدار هر به طور خاص، دارد. مطابقت ۶ . ٧ شͺل

پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ با است. بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ که ͬ شود م نتیجه (٧ . ٣) از علاوه براین، است. كراندار

است. x ∈ D هر برای تناوبی مدار ͷی ω(x) که ͬ گیریم م نتیجه ،(٧ . ١١ (قضیۀ

معادلۀ .١۴ . ٧ }مثال
x′ = x(x2 + y2 − 3x− 1)− y,
y′ = y(x2 + y2 − 3x− 1) + x,

(٧ . ٨)

شͺل به قطبی مختصات دستگاه در كه بͽیرید درنظر }را
r′ = r(r2 − 3r cos θ − 1),
θ′ = 1,

داریم كوچك اندازۀ كافͬ به r هر برای است.

r2 − 3r cos θ − 1 < 0,
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داریم بزرگ اندازۀ كافͬ به r هر برای علاوه بر آن، .r′ < 0 درنتیجه و

r2 − 3r cos θ − 1 > 0,

٧ . ١٣ مثال در مشابه استدلال ͷی از اکنون است. بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ، سوی دیͽر، از .r′ > 0 بنابراین و

در بحرانͬ نقطۀ هیچ بزرگ، به اندازۀکافͬ r2 > 0 و ͷکوچ به اندازۀکافͬ r1 > 0 برای یعنͬ، ͬ کنیم. م استفاده

حلقۀ

D′ = {x ∈ R2 : r1 < ||x|| < r2},

است. کراندار ازاین رو، و است D′ در مشمول x ∈ D′ نقطۀ γ−(x) منفͬ نیم مدار هر علاوه براین، ندارد. وجود

دارای (٧ . ٨) معادلۀ به ویژه، است. x′ ∈ D هر برای تناوبی مدار ͷی α(x) ⊂ D′ که ͬ آید برم ٧ . ١٢ قضیۀ از

دارد. D′ در تناوبی مدار ͷی حداقل

حاوی ω(x) که ͬ دهد م تعمیم حالتͬ به را پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ که ͬ کنیم م فرمول بندی را نتیجه ای اکنون

باشد. بحرانͬ نقاط

مثبت نیم مدار اگر ،(٧ . ١) معادلۀ برای باشد. C1 كلاس از تابع یك f : R2 → R2 كنید فرض .١۵ . ٧ قضیه

دارد، وجود بحرانͬ نقطۀ متناهͬ تعداد به حداکثر آن در که باشد فشرده ای مجموعۀ در مشمول x نقطۀ γ+(x)

است صادق زیر گزینه های از ͬͺی آنگاه

است؛ بحرانͬ نقطۀ ͷی ω(x) (الف)

است؛ تناوبی مدار ͷی ω(x) (ب)

است. ͷهتروکلینی یا ͷهموکلینی مدارهای و بحرانͬ نقاط متناهͬ تعداد از اجتماعͬ ω(x) (ج)

بحرانͬ نقاط متناهͬ تعداد حداکثر دارای ω(x) مجموعه ͬ گیریم م نتیجه ،ω(x) ⊂ γ+(x) آنجایی که از برهان.

است، همبند مجموعۀ ،٧ . ٨ قضیۀ طبق ازآنجایی که آنگاه باشد، بحرانͬ نقاط حاوی فقط مجموعه این اگر است.

است. منفرد بحرانͬ نقطۀ ͷی لزوماً ͬ شود م نتیجه
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نشان است. γ(p) تناوبی مدار ͷی دست کم دارای و است غیربحرانͬ نقاط حاوی ω(x) که ͬ کنیم م فرض حال

(xk)k ⊂ دنبالۀ ͷی است، همبند ω(x) از آنجایی که غیر این صورت، در است. تناوبی مدار ω(x) که ͬ دهیم م

.k → ∞ ͬ که هنگام xk → x0 به گونه ای که داشت خواهد وجود x0 ∈ γ(p) نقطۀ ͷی و ω(x) \ γ(p)

که ͬ شود م نتیجه ٧ . ١٠ گزارۀ از .x0 ∈ L به گونه ای که ͬ گیریم م درنظر f برداری میدان به L قاطع ͷی اکنون

k برای γ+(xk) ⊂ ω(x) که ͬ شود م نتیجه ،٧ . ١٠ قضیۀ اثبات همانند دیͽر، سوی از .ω(x) ⊂ L = {x0}

داریم بزرگ به اندازۀکافͬ k برای ،ω(x) ∩ L = {x0} آنجایی که از ͬ کند. م قطع را (xk)k بزرگ به اندازۀکافͬ

است. تناوبی مدار ͷی ω(x) درنتیجه است. تناقض در (xk)k دنبالۀ انتخاب با که xk ∈ γ(x0) = γ(p)

ͬ دهیم م نشان نباشد. متناوبی مدار هیچ شامل ولͬ بوده غیربحرانͬ نقاط شامل ω(x) ͬ کنیم م فرض سرانجام،

درنظر را ω(p) فقط ما هستند. بحرانͬ نقاط α(p) و ω(p) مجموعه های ،p ∈ ω(x) غیربحرانͬ نقطۀ هر برای

کنید توجه باشد. غیربحرانͬ نقطۀ ͷی p ∈ ω(x) کنید فرض است. مشابه α(p) به مربوط بحث چون ͬ گیریم م

قضیۀ طبق آنگاه باشد، q شامل f بر L قاطع و نباشد بحرانͬ نقطۀ ͷی q ∈ ω(p) اگر .ω(p) ⊂ ω(x) که

،٧ . ١٠

ω(x) ∩ L = ω(p) ∩ L = {q};

ͬ گیریم م نتیجه ،γ+(p) ⊂ ω(x) ازآنجایی که ͬ کند. م قطع x0 مانند نقطه ای در را L ،γ+(p) مدار به ویژه،

نتیجه ،٧ . ١٠ قضیۀ اثبات روند مانند دوباره، هستند. q نقطۀ شامل دو هر ω(p) و γ+(p) بنایراین، و ،x0 = q

بحرانͬ نقاط شامل فقط ω(p) که ͬ دهد م نشان تناقض این است. تناوبی مدار ͷی ω(p) = γ(p) که ͬ گیریم م

است. بحرانͬ نقطۀ ͷی فقط حاوی است همبند آنجایی که از و است

مثال، برای ،١۵ . ٧ قضیۀ مفروضات تحت ͬ شود. م همبند ω(x) مجموعه ٧ . ٨ قضیۀ طبق که ͬ کنیم م یادآوری

باشد. بحرانͬ نقاط از (متناهͬ) اجتماع ͷی ω(x) که ͬ دهد نم اجازه این

کرد. فرمول بندی منفͬ نیم مدارهای برای را متناظر نتیجۀ ͷی ͬ توان م همچنین



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۶۴معادلات

تمرین ها

ماتریس های .٧ . ١ تمرین

A =


4 1 0 0 0
0 4 1 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 −1 1

 , B =


−1 1 0 0 0
0 −1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 0 −3
0 0 0 3 0

 ,

بͽیرید. درنظر را

.α(x) = {0} داریم x ∈ R5 هر برای که دهید نشان x′ = Ax معادلۀ برای (الف)

.x(0) ∈ {0}3×R2 اگر تنها و اگر است کراندار x جواب ͷی که دهید نشان x′ = Bx معادلۀ برای (ب)

ω‐حدی ناهمبند مجموعۀ ͷی دست کم با صفحه در معادلاتͬ که کنید بررسͬ فاز، تصویر رسم با .٧ . ٢ تمرین

است. موجود

معادلۀ .٧ . ٣ }تمرین
x′ = x2 − xy,
y′ = y2 − x2 − 1,

بͽیرید. درنظر را

مدارهاست. از اجتماعͬ x = 0 راست خط که دهید نشان (الف)

خیر. یا ͬ گذرند م مبدأ از مشابه ویژگͬ با دیͽری راست خطوط آیا که کنید بررسͬ (ب)

معادلۀ ،ϵ ∈ R هر برای .۴ . ٧ }تمرین
r′ = r(1− r),
θ′ = sin2 θ + ϵ,

بͽیرید. درنظر قطبی مختصات در را

کنید. رسم را حالت تصویر ϵ ∈ R هر برای (الف)

بیابید. است، پایستار معادله آنها برای که را ϵ از مقادیری همۀ (ب)

کنید. پیدا را تناوبی مدار هر تناوب دورۀ ϵ = 1 برای (ج)



پوانكاره‐بندیͺسون٢۶۵ قضیۀ

حالت در (0, 1) مرکز و 1/2 شعاع با باز گوی حاوی ناوردا مجموعۀ کوچͷ ترین آیا که کنید بررسͬ (د)

نه. یا است باز مجموعۀ ͷی ،ϵ = 0

معادلۀ .۵ . ٧ }تمرین
x′ = x2 − y2,
y′ = x2 + y2,

بͽیرید. درنظر را

دارد. وجود (0, 0) حاوی ناوردا مستقیم خط ͷی که دهید نشان (الف)

ندارد. وجود تناوبی مدار هیچ که دهید نشان (ب)

کنید. ترسیم را فاز تصویر (ج)

معادلۀ B(x, y) = xy(1− x− y) تابع برای .۶ . ٧ تمرین

x′ =
∂B(x, y)

∂y
, y′ =

∂B(x, y)

∂x
,

بͽیرید. درنظر را

هستند. ناوردا y = 0 و x = 0 مستقیم خطوط که کنید بررسͬ و بیابید را بحرانͬ نقاط تمام (الف)

است. ناوردا x+ y = 1 مستقیم خط که دهید نشان (ب)

بیابید. نقطه نامتناهͬ با ناوردا فشردۀ مجموعۀ ͷی (ج)

کنید. ترسیم را فاز تصویر (د)

دهید نشان بͽیرید. درنظر را x′ = ▽f(x) معادلۀ ،C2 کلاس از f : R2 → R داده شده تابع برای .٧ . ٧ تمرین

است. بحرانͬ نقطۀ ͷی ناتهͬ ω‐حدی مجموعۀ هر که

وجود بحرانͬ نقاط بدون اما تناوبی مدار ͷی با R3 در خودگردان معادلۀ ͷی آیا که کنید بررسͬ .٧ . ٨ تمرین

دارد.

. جواب ها



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢۶۶معادلات

ندارد. وجود خیر. (ب) ٧ . ٣

نیست. پایستار ϵ از مقداری هیچ برای معادله (ب) ۴ . ٧

آن تناوب دورۀ و مبدأ آن مرکز که است ١ شعاع با دایره ای تناوبی، مدار تنها (ج)

∫ 2π

0

1/(sin2 θ + 1)dθ =
√
2π

است.

است. باز (د)

.(1/3, 1/3) و (1, 0) ،(0, 1) ،(0, 0) (الف) ۶ . ٧

.(1, 0) و (0, 1) ،(0, 0) رئوس با مثلث (ج)



.



چهارم بخش

بیشتر موضوعات



٨ فصل

مرکزی خمینه های و انشعاب

ͬ کنیم. م شروع انشعاب ها از نمونه چند شرح با ما ͬ پردازد. م انشعاب نظریۀ از مختصری معرفͬ به فصل این

سپس است. تناوبی مدار ͷی شدن ناپدید) (یا ظاهر به مربوط که ͬ گیریم، م درنظر را هاف انشعاب به طورخاص،

وجود مطالعه در را معادله ͷی درجۀ تا ͬ دهد م اجازه اغلب که ͬ کنیم، م ارائه مرکزی خمینه های نظریۀ بر مقدمه ای

پایداری مطالعۀ به مسئله تبدیل با بحرانͬ نقطۀ ͷی پایداری مطالعۀ در مرکزی خمینه های دهیم. کاهش انشعاب ها

حذف آن هدف که ͬ دهیم، م ارائه نرمال صورت های نظریۀ بر مقدمه ای نهایت، در هستند. مفید مرکزی خمینۀ روی

،٨] به را خواننده بیشتر، موضوعات برای است. مناسب متغیر تغییر طریق از اصلͬ معادلۀ در ممͺن جملات همۀ

ͬ دهیم. م ارجاع [١۴ ،١٢

انشعاب نظریۀ معرفͬ ٨ . ١

ͬ دهد. م نشان را انشعاب درنظر یۀ گرفته شده درنظر مسائل نوع که ͬ کنیم م شروع مثالͬ با

معادلۀ .٨ . ١ }مثال
x′ = x,
y′ = (1 + ϵ)y,

(٨ . ١)

است. شده داده نشان ٨ . ١ شͺل در ϵ مقدار هر برای فاز تصویر بͽیرید. درنظر  ϵ ∈ R با را



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٧٠معادلات

ε > 0 ε = 0

−1 < ε < 0 ε = −1 ε < −1

.ϵ0 ∈ R هر برای (٨ . ١) معادلۀ فاز تصویر :٨ . ١ شͺل

به طوری که دارد وجود ϵ0 دلخواه ͷکوچ ͬͽهمسای ͷی ،ϵ0 ∈ R مقادیر از ͷکدام ی برای بدانیم که علاقه مندیم

کنید). مراجعه ۴۴ . ٢ تعریف (به نباشند مزدوج دیفرانسیل پذیر به طور ϵ و ϵ0 برای (٨ . ١) معادلۀ جواب های

از علاوه براین، ͬ افتد. م اتفاق ϵ = −1 و ϵ = 0 برای این که است واضح ،٨ . ١ شͺل در فاز تصاویر از

ماتریس زیرا ͬ افتد، م اتفاق همین ϵ ͬ مانده باق مقادیر همۀ برای که ͬ شود م نتیجه ۴٢ . ٧ و ۴۵ . ٢ قضیه های

(
1 0
0 1 + ϵ

)
,

برای (٨ . ١) معادلۀ جواب های ازاین رو، دارد. ϵ مختلف مقادیر برای متفاوتͬ ویژۀ مقادیر (٨ . ١) خطͬ معادلۀ از



مرکزی٢٧١ خمینه های و انشعاب

تا دیفرانسیل پذیر تزویج های که ͬ دهد م نشان این نیستند. مزدوج دیرانسیل پذیر به طور ϵ متفاوت مقدار دو هر

در اول فاز سه تصاویر (مانند دارند یͺسانͬ کیفͬ رفتار به وضوح که را فازی تصاویر زیرا هستند، صلب حدودی

ͬ کنند. م متمایز (٨ . ١ شͺل

برای بدانیم ͬ خواهیم م به عبارت دیͽر، ͬ گیریم. م درنظر  ͬͺتوپولوژی تزویج مفهوم برای را مشابهͬ مسئلۀ اکنون

برای (٨ . ١) معادلۀ جواب های به طوری که دارد وجود ϵ دلخواه ͷکوچ ͬͽهمسای ͷی ،ϵ0 ∈ R مقادیر از ͷکدام ی

۵٢ . ٠ قضیۀ از به آسانͬ دراین مورد، کنید). مراجعه ۴۴ . ٢ تعریف (به نیستند مزدوج ͬͺتوپولوژی نظر از ϵ و ϵ0

در (٨ . ١) معادلۀ در انشعاب ͷی که ͬ گوییم م سپس ͬ دهد. م رخ ϵ = −1 برای فقط این که ͬ گیریم م نتیجه

ͬ دهد. م رخ ϵ = −1

تغییر ͷی حد در ͬͺتوپولوژی تزویج ͬ دهیم م اجازه همچنین و ͬ کنیم م فرمول بندی را انشعاب مفهوم اکنون

معادلۀ و C1 کلاس از f : Rn × Rk → Rn تابع ͷی کند. تغییر مدار هر طول در زمانͬ

x′ = f(x, ϵ), (٨ . ٢)

بͽیرید. درنظر  ϵ ∈ Rk پارامتر مقدار هر برای را

دلخواه به طور ϵ1 ∈ Rk هر برای اگر ͬ دهد نم رخ انشعاب ϵ = ϵ0 در (٨ . ٢) رابطۀ در که ͬ گوییم م .٨ . ٢ تعریف

هر برای كه t 7→ τ(t, x) با τ : R×Rn → R پیوسته تابع ͷی و h : Rn → Rn همسانریخت ͷی ،ͷنزدی

x ∈ Rn و t ∈ R هر برای به طوری كه باشد داشته وجود است صعودی x ∈ Rn

h(φt(x)) = ψτ(t, x)(h(x)), (٨ . ٣)

اولیۀ مقدار مسائل جواب های به ترتیب، ψt(z) و φt(z) آن در }که
x′ = f(x, ϵ0),
x(0) = z,

{
x′ = f(x, ϵ1),
x(0) = z,

(۴ . ٨)

هستند.



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٧٢معادلات

ϵ1 مقدار ،ϵ0 از ͷبه دلخواه کوچ ͬͽهمسای هر برای اگر ͬ افتد م اتفاق ϵ = ϵ0 در انشعاب يك به عبارت دیͽر،

معادلات جواب به طوری که باشد داشته وجود

x′ = f(x, ϵ0), x′ = f(x, ϵ1),

نباشند. یͺدیͽر به تبدیل قابل جهت حافظ همسانریخت يك با

معادلۀ .٨ . ٣ }مثال
x′ = (1 + ϵ2)y,
y′ = −(1 + ϵ2)x,

(۵ . ٨)

به که هستند دایره ای تناوبی مدارهای باقیمانده، مدارهای و است بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ بͽيريد. درنظر  را

قطبی مختصات به صورت ͬ توان م را (٨ . ٣) معادلۀ درواقع، دارند. قرار 2π/(1 + ϵ2) تناوب دورۀ و مبدأ }مرکز
r′ = 0,
θ′ = −(1 + ϵ2),

ازآنجا یی كه نوشت.

φt = ψt(1+ϵ20)/(1+ϵ21),

دادن قرار با شده اند، تعريف (۴ . ٨) در ψt و φt كه

h(x) = x, τ(x) = t(1 + ϵ20)/(1 + ϵ21),

ͬ دهد. نم رخ (۵ . ٨) رابطۀ در انشعابی هیچ که ͬ دهد م نشان این ͬ شود. م حاصل (٨ . ٣) تساوی

معادلۀ .۴ . ٨ مثال

x′ = ϵx− x2, (۶ . ٨)

٨ . ٢ شͺل در که است همان فاز تصوير هستند. بحرانͬ نقاط x = ϵ و x = 0 به وضوح، بͽيريد. درنظر  را

انشعاب انشعاب، این ͬ دهد. م رخ ϵ = 0 در انشعاب تنها که کرد بررسͬ به راحتͬ ͬ توان م است. شده داده نشان



مرکزی٢٧٣ خمینه های و انشعاب

ε < 0

ε = 0

ε > 0

ε 0

ε0

0

.(۶ . ٨) معادلۀ فاز تصویر :٨ . ٢ شͺل

که ͬ شود م است ناپایدار دیͽری و پایدار ͬͺی كه بحرانͬ، نقطۀ دو برخورد به مربوط و ͬ شود م نامیده فرابحرانͬ

ͬ کنند. م مبادله برخورد از پس را خود پایداری

معادلۀ .۵ . ٨ مثال

x′ = ϵ− x2, (٨ . ٧)

برای ندارد، وجود بحرانͬ نقطۀ هیچ ϵ < 0 برای دارد. بستگͬ ϵ علامت به بحرانͬ نقاط تعداد بͽيريد. درنظر  را

تصوير دارد. وجود
√
ϵ و −

√
ϵ بحرانͬ نقطۀ دو ϵ > 0 برای درنهایت، و است، مبدأ بحرانͬ، نقطۀ تنها ϵ = 0

ͬ دهد. م رخ ϵ = 0 در (٨ . ٧) معادلۀ در انشعاب تنها که است واضح است. شده داده نشان ٨ . ٣ شͺل در فاز

و پایدار ͬͺی بحرانͬ، نقطۀ دو برخورد به مربوط و ببینید) نیز را ۶ . ٨ مثال ) ͬ گویند م گره‐زینͬ انشعاب آن به

ͬ روند. م بین از برخورد از پس که است ناپایدار دیͽری

معادلۀ .۶ . ٨ }مثال
x′ = ϵ− x2,
y′ = y,

(٨ . ٨)

(٨ . ٨) معادلۀ فاز تصویر بنابراین، و است، منطبق (٨ . ٧) معادلۀ با اول مولفۀ که کنید توجه بͽیرید. درنظر  را

ͬ توان م ͬ دهد. م رخ ϵ = 0 در فقط انشعاب دوباره، است. شده داده نشان ۴ . ٨ شͺل در که است چیزی همان



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٧۴معادلات

ε < 0

ε = 0

ε > 0
√

ε−

√

ε

0

.(٨ . ٧) معادلۀ فاز تصویر :٨ . ٣ شͺل

ε < 0 ε = 0 ε > 0

.(٨ . ٨) معادلۀ فاز تصویر :۴ . ٨ شͺل

این، ͬ شوند. م ناپدید ϵ < 0 برای که کرد توصیف ϵ > 0 برای گره ͷی و زینͬ نقطۀ ͷی برخورد به عنوان را آن

ͬ کند. م توجیه ۵ . ٨ مثال در را انشعاب نام

معادلۀ .٨ . ٧ مثال

x′ = ϵx− x3, (٨ . ٩)

و −
√
ϵ بحرانͬ نقطۀ دو ϵ > 0 برای ͬ که درحال است، بحرانͬ نقطۀ تنها مبدأ، ϵ ≤ 0 برای بͽیرید. درنظر  را

که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ است. شده داده نشان ۵ . ٨ شͺل در که است همان فاز تصویر دارد. وجود
√
ϵ



مرکزی٢٧۵ خمینه های و انشعاب

ε ≤ 0

ε > 0
√

ε0

0

.(٨ . ٩) معادلۀ فاز تصویر :۵ . ٨ شͺل

بحرانͬ نقطۀ دو نابودی) (یا ایجاد به مربوط و دارد نام چنگال انشعاب که ͬ دهد م رخ ϵ = 0 در فقط انشعاب

است. ناپایدار دیͽری و پایدار ͬͺی که است

معادلۀ .٨ . ٨ مثال

{
x′ = ϵx− y − x(x2 + y2),
y′ = x+ ϵy − y(x2 + y2),

(٨ . ١٠)

به صورت قطبی مختصات در که بͽیرید درنظر  را

{
r′ = ϵr − r3,
θ′ = 1,

(٨ . ١١)

دلیل به اکنون (اگرچه، است شده گرفته درنظر  ٨ . ٧ مثال در قبلا́ (٨ . ١١) در مؤلفه اولین که ͬ کنیم م توجه است.

همان ،(٨ . ١١) معادلۀ یا ،(٨ . ١٠) معادلۀ فاز تصویر هستیم). علاقه مند متغیر غیرمنفͬ مقادیر به فقط ،r ≥ 0

(٨ . ١٠) معادلۀ انشعاب تنها که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ است. شده داده نشان ۶ . ٨ شͺل در که است چیزی

است. تناوبی مدار ͷی نابودی) (یا ایجاد به مربوط و ͬ شود م نامیده هاف انشعاب که ͬ دهد م رخ ϵ = 0 در

قرار کتاب محدودۀ از خارج انشعاب نظریۀ اصولͬ مطالعۀ اما دارند، وجود دیͽر انشعاب های از بسیاری

ͬ دهیم). م ارجاع [١٢ ،٨] به را خواننده دقیق تر، ͬ های بررس (برای ͬ گیرد م



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٧۶معادلات

ε ≤ 0 ε > 0

.(٨ . ١٠) معادلۀ فاز تصویر :۶ . ٨ شͺل

كاربردها و مركزی خمينه های ٨ . ٢

نظر یۀ در ͬ تواند م چͽونه که ͬ دهیم م نشان و ͬ کنیم م ارائه مرکزی خمينه های نظریۀ بر کوتاه مقدمه ای بخش، این در

کند. ͷکم انشعاب

بحرانͬ نقطۀ يك x0 و بوده C1 كلاس از تابع يك f : Rn → Rn كنيد فرض پایه ای. مفاهیم . ٨ . ٢ . ١

است هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 که ͬ کنیم نم فرض اینجا در ،١ . ۴ بخش برخلاف باشد. x′ = f(x) معادلۀ

.A = dx0
f ͬ نويسيم م و

به صورت به ترتیب را x0 نقطۀ مرکزی و ناپایدار فضاهای پایدار، .٨ . ٩ تعریف

Es =
{
x ∈ Rn \ {0} : lim supt→+∞

1
t log ||e

Atx|| < 0
}
∪ {0},

Eu =
{
x ∈ Rn \ {0} : lim supt→−∞

1
|t| log ||e

Atx|| < 0
}
∪ {0},

Ec =
{
x ∈ Rn \ {0} : lim supt→±∞

1
|t| log ||e

Atx|| < 0
}
∪ {0},

ͬ کنیم. م تعریف

ͬ که درحال هستند، جواب هایشان نمایی رفتار برای اولیه شرایط Euدارای Esو مبدأ)، از (به غیر به عبارت دیͽر

ͬ که درحالت که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ ندارند. نمایی رفتار آن جواب های که است اولیه ای شرایط دارای Ec



مرکزی٢٧٧ خمینه های و انشعاب

در ͬ شده معرف ناپایدار و پایدار فضاهای با ،٨ . ٩ تعریف در Eu و Es مجموعه های باشد هذلولوی بحرانͬ نقطۀ

هستند. منطبق ٢ . ۴ تعریف

آنگاه باشد، x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 اگر .٨ . ١٠ قضیه

Es؛ ⊕ Eu ⊕ Ec = Rn و هستند Rn زیرفضاهای Es و Eu ،Es (الف)

داریم t ∈ R هر برای (ب)

eAt(Es) ⊂ Es, eAt(Eu) ⊂ Eu, eAt(Ec) ⊂ Ec.

A = dx0
f جردن ماتریس متعارف شͺل یعنͬ، کرد. اقدام ٣ . ۴ گزارۀ اثبات با مشابه روشͬ به ͬ توان م برهان.

بلوکͬ شͺل به Rn = Es ⊕ Eu ⊕ Ec تجزیۀ به توجه با ͬ توان م Asرا 0 0
0 Au 0
0 0 Ac

 .

منفͬ، حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر با جردن بلوک های با متناظر به ترتیب Ac و Au ،As ماتریس های نوشت.

هستند. صفر و مثبت

قضیۀ و گروبمن‐هارتمن قضیۀ است، هذلولوی x0 بحرانͬ نقطۀ که زمانͬ یعنͬ ،Ec = {0} ͬ که هنگام

x0 ͬͽهمسای ͷی در را x′ = f(x) معادلۀ فاز تصویر کافͬ جزئیات با (٢ . ۵ و ٧ . ۴ (قضیه های هادامارد‐پرون

نظر از 0 و x0 ͬ های ͽهمسای در به ترتیب y′ = Ay و x′ = f(x) معادلات جواب های به ویژه ͬ کنند. م توصیف

که ((۶ . ۵) رابطۀ در شمول مفهوم (با دارد وجود ناوردایی خمینه های علاوه براین، هستند. مزدوج ͬͺتوپولوژی

هستند. Eu و Es ناپایدار و پایدار فضاهای بر مماس به ترتیب و بوده x0 شامل

با C1 برداری میدان ͷی از C1 ͷکوچ به اندازۀکافͬ اختلال هر که ͬ دهد م نشان ١٢ . ۴ قضیۀ علاوه براین،

ͷی ͬͽهمسای در انشعابی هیچ بنابراین، هستند. همسانریخت فاز تصویر ͷی دارای هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی

است ممͺن انشعاب درنتیجه، ندارد. وجود C1 ͷکوچ به اندازۀکافͬ اختلال های تحت هذلولوی بحرانͬ نقطۀ

.Ec ̸= {0} که دهد رخ زمانͬ تنها



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٧٨معادلات

مشابه نتیجه ای با را (Ec ̸= {0} (وقتͬ غیرهذلولوی حالت مورد در بحث ما مرکزی. خمینه های . ٨ . ٢ . ٢

ͬ کنیم. م شروع (٢ . ۵ (قضیۀ هادامارد‐پرون قضیۀ با

f : Rn → تابع برای x′ = f(x) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 ∈ Rn اگر مرکزی). خمینۀ (قضیۀ .٨ . ١١ قضیه

موجودند x0 مشمول Ck کلاس از W c و Wu ،W s خمینه های آنگاه باشد، k ∈ N با Ck کلاس از Rn

به طوری که

Tx0W؛
c = Ec ،Tx0W

u = Eu ،Tx0W
s = Es (الف)

در ͷکوچ به اندازۀ کافͬ زمان برای W c و Wu ،W s در اولیه شرط با x′ = f(x) معادلۀ جواب های (ب)

ͬ ماند. م باقͬ خمینه ها این

x0 ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای هر در ͬ ها ویژگ این توسط یͺتا به طور Wu و W s خمینه ها ی علاوه براین،

ͬ شوند. م تعیین

جزئیات با اگرچه، کنید). مراجعه [۶] به جزئیات (برای است کتاب محدوده از خارج ٨ . ١١ قضیۀ اثبات

ͷی به عنوان را ٢ . ۵ قضیۀ ،٨ . ١١ قضیۀ که کنید توجه دارد. مطابقت (٢ . ۵ (قضیۀ هادامارد‐پرون قضیۀ اثبات

است). هذلولوی بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 که (زمانͬ دارد بر در خاص مورد

ͬ شوند. م نامیده مرکزی و ناپایدار پایدار، خمینه های به ترتیب W c و Wu ،W s خمینه های .٨ . ١٢ تعریف

است ممͺن ٨ . ١١ قضیۀ در W c مرکزی خمینۀ ͬ افتد، م اتفاق ناپایدار و پایدار خمینه های در آنچه برخلاف

نباشد. یͺتا

معادلۀ .٨ . ١٣ }مثال
x′ = x2,
y′ = −y, (٨ . ١٢)

داریم ،f(x, y) = (x2, −y) تابع برای و است بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ بͽیرید. درنظر  را

d(0, 0)f =

(
0 0
0 −1

)
.



مرکزی٢٧٩ خمینه های و انشعاب

.(٨ . ١٢) معادلۀ فاز تصویر :٨ . ٧ شͺل

بنابراین،

Es = {0} × R, Eu = {0}, Ec = R× {0}.

جواب دارای (٨ . ١٢) معادلۀ (x(0), y(0)) = (x0, y0) اولیۀ شرط برای که کرد بررسͬ به راحتͬ ͬ توان م

(x(t), y(t)) =

(
x0

1− tx0
, e−ty0

)
,

ͬ شود. م ٨ . ٧ شͺل در فاز تصویر به منجر که ͬ آید م به دست y(x) = (y0e
−1/x0)e

1/x ،t حذف با است.

مرکزی خمینه های بی نهایت تعداد به است، افقͬ محور بر مماس R− ×R نیم صفحۀ در مدار هر ازآنجایی که

توسط که دارد وجود

W c = {(x, ηc(x)) : x ∈ R},

،c ∈ R دلخواه ثابت برای که ͬ شوند م داده

ηc(x) =

{
ce1/x, x < 0,
0, x ≥ 0.

نیست). تحلیلͬ (اما است C∞ کلاس از W c خمینۀ هر که کرد بررسͬ به راحتͬ ͬ توان م



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٨٠معادلات

خمینه های چͽونه که ͬ دهیم م توضیح خلاصه به طور بخش این در ما مرکزی. خمینه های کاربردهای . ٨ . ٢ . ٣

شوند. استفاده (غیرهذلولوی) بحرانͬ نقطۀ ͷی پایداری مطالعه در ͬ توانند م ٨ . ١١ قضیۀ توسط ارائه شده مرکزی

ͬ کنند م پارامتری x0 از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در را W s×Wu×W c که z̄ و ȳ ،x̄ متغیرهای

جواب های که داد نشان ۵٢ . ٠ قضیۀ با همراه گروبمن‐هارتمن قضیۀ مناسب تعمیم با ͬ توان م بͽیرید. درنظر 

جواب های با ͬͺتوپولوژی نظر از x′ = f(x) معادلۀ x̄′ = −x̄,
ȳ′ = ȳ,
z̄′ = F (z̄),

(٨ . ١٣)

که ͬ گیریم م نتیجه (٨ . ١٣) از ،Eu ̸= {0} وقتͬ هستند. مزدوج ببینید) را [۶] جزئیات (برای F تابع يك برای

x0 آنگاه ،Ec = {0} اگر دراین مورد، .Eu = {0} که ͬ کنیم م فرض اکنون، است. ناپایدار x0 بحرانͬ نقطۀ

در مبدأ پایداری با x0 پایداری آنگاه ،Eu ̸= {0} اما Eu = {0} اگر ازسوی دیͽر، است. پایدار مجانبی به طور

معادلۀ

z̄′ = F (z̄) (١۴ . ٨)

داریم: حالت سه به طورخلاصه شود). داده نمایش z̄ = 0 با x0 اینکه فرض (با است منطبق

است؛ ناپایدار x0 آنگاه ،Eu ̸= {0} اگر (الف)

است؛ پایدار مجانبی به طور x0 آنگاه ،Ec = {0} و Eu = {0} اگر (ب)

است. منطبق (١۴ . ٨) معادلۀ در مبدأ پایداری با x0 پایداری آنگاه ،Ec ̸= {0} و Eu = {0} اگر (ج)

است. کافͬ مرکزی خمینۀ در رفتار مطالعۀ سوم، حالت در

معادلۀ .١۴ . ٨ }مثال
x′ = −x+ y2,
y′ = y2 − x2,

(١۵ . ٨)



مرکزی٢٨١ خمینه های و انشعاب

تابع برای و است بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ بͽیرید. درنظر  را

f(x, y) = (−x+ y2, y2 − x2),

داریم

d(0, 0)f =

(
−1 0
0 0

)
.

بنابراین،

Es = R× {0}, Eu = {0}, Ec = {0} × R,

نتیجه (٨ . ١١ (قضیۀ مرکزی خمینۀ قضیۀ از است، C∞ کلاس از f ازآنجایی که هستیم. سوم حالت در ما و

مانند تابعͬ برای علاوه برآن، دارند. وجود Ck کلاس از W c و W s خمینه های ،k ∈ N هر برای که ͬ شود م

،φ(0) = φ′(0) = 0 که Ck کلاس از φ : (−δ, δ) → R

W c = {(φ(y), y) : y ∈ (−δ, δ)},

به صورت (k درجه (تا را تیلور سری ͬ توان م بنابراین، .T0W c = Ec و 0 ∈W c چون

φ(y) = ay2 + by3 + · · · , (١۶ . ٨)

،(١۵ . ٨) در x = φ(y) جایͽذاری با نوشت.

x′ = φ′(y)y′ = φ′(y)(y2 − φ(y)2),

رابطۀ به طورمعادل، یا را

−φ(y) + y2 = φ′(y)(y2 − φ(y)2),

تساوی ،(١۶ . ٨) از استفاده با ͬ آوریم. م به دست را

−ay2 − by3 − · · ·+ y2 = (2ay + 3by2 + · · · )(y2 − a4y2 − · · · )



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٨٢معادلات

داشت خواهیم معادله، این در یͺسان درجۀ با جملات جایͽذاری با ͬ شود. م حاصل

−a+ 1 = 0, −b = 2a, . . . ,

به معنͬ که

a = 1, b = −2, . . . ,

درنتیجه، است.

φ(y) = y2 − 2y3 + · · · , (٨ . ١٧)

شͺل به z̄′ = F (z̄) معادلۀ که ͬ شود م نتتیجه (١۵ . ٨) از دوباره و

y′ = y2 − φ(y)2 = y2 − y4 − · · · . (٨ . ١٨)

بنابراین و است مطابق y2 علامت با y′ علامت y = 0 از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در ͬ آید. م در

است. ناپایدار (١۵ . ٨) رابطۀ در مبدأ که ͬ دهد م نشان این قبلͬ، بحث توجه به با است. ناپایدار (٨ . ١٨) در مبدأ

مرکزی خمینۀ مبدأ، از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در که ͬ شود م نتیجه (٨ . ١٨) و (٨ . ١٧) از علاوه براین،

است. شده داده نشان ٨ . ٨ شͺل در که هستند آنهایی W c امتداد در حرکت و W c

نیز پایدار خمینۀ تقریب برای قبلͬ روش از ͬ توان م اما نیست، ضروری مبدأ پایداری مطالعۀ برای اگرچه

داریم ،ψ(0) = ψ′(0) = 0 که Ck کلاس از ψ : (−δ, δ) → R مانند تابعͬ برای یعنͬ، کرد. استفاده

W s = {(x, ψ(x)) : x ∈ (−δ, δ)},

نوشت ͬ توان م دراین صورت، .T0W s = Es و 0 ∈W s چون

ψ(x) = αx2 + βx3 + · · · . (٨ . ١٩)



مرکزی٢٨٣ خمینه های و انشعاب

E
c

E
s

W
c

.(١۵ . ٨) معادلۀ مرکزی خمینه :٨ . ٨ شͺل

ͬ آوریم م به دست ،(١۵ . ٨) در y = ψ(x) جایͽذاری با

y′ = ψ′(x)x′ = ψ′(x)(−x+ ψ(x)2),

بنابراین، و

ψ(x)2 − x2 = ψ′(x)(−x+ ψ(x)2).

تساوی ،(٨ . ١٩) از استفاده با

α2x4 + · · · − x2 = (2αx+ 3βx2 + · · · )(−x+ α2x4 + · · · ),

داشت خواهيم تساوی، این در جملات دادن قرار برابر با ͬ شود. م حاصل

−1 = −2α, 0 = −3β, . . . ,

بنابراین و

ψ(x) =
1

2
x2 + 0x3 + · · · .

است. شده داده نشان ٨ . ٩ شͺل در که است به صورتͬ فاز تصویر مبدأ، از ͬͽهمسای ͷی در كه ͬ دهد م نشان این



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٨۴معادلات

E
c

E
s

W
c

W
s

مبدأ. از ͬͽهمسای ͷی در (۶ . ٨) معادلۀ فاز تصویر :٨ . ٩ شͺل

معادلۀ .١۵ . ٨ }مثال
x′ = x2 − xy,
y′ = −y + x2,

(٨ . ٢٠)

تابع برای و است بحرانͬ نقطۀ ͷی مبدأ بͽیرید. درنظر  را

f(x, y) = (x2 − xy, −y + x2),

داریم

d(0, 0)f =

(
0 0
0 −1

)
.

بنابراین،

Es = {0} × R, Eu = {0}, Ec = R× {0}.

ناوردا عمودی محور بنابراین، است. عمودی عمودی، محور روی f تابع ،f(0, y) = (0, −y) ازآنجایی که

.W c = Es ͬ شود م نتیجه ،٨ . ١١ قضیۀ در پایدار خمینۀ یͺتایی به دلیل است.

مرکزی خمینۀ اکنون

W c = {(x, ψ(x)) : x ∈ (−δ, δ)},



مرکزی٢٨۵ خمینه های و انشعاب

که را

ψ(x) = ax2 + bx3 + · · · , (٨ . ٢١)

،(٨ . ٢٠) معادلۀ در y = ψ(x) جایͽذاری با ͬ گیریم. م درنظر 

y′ = ψ′(x)x′ = ψ′(x)(x2 − xψ(x)),

درنتیجه و ͬ شود م حاصل

−ψ(x) + x2 = ψ′(x)(x2 − xψ(x)).

تساوی ،(٨ . ٢١) از استفاده با

−ax2 − bx3 − · · ·+ x2 = (2ax+ 3bx2 + · · · )(x2 − ax3 − bx4 − · · · ),

ͬ شود م نتیجه و ͬ آید م به دست

a = 1, 2a = −b, . . . .

ازاین رو

ψ(x) = x2 − 2x3 + · · · ,

و

x′ = x2 − xψ(x) = x2 − x3 + 2x4 + · · · .

داده نشان (٨ . ١٠) شͺل در فاز تصویر مبدأ، از ͬͽهمسای ͷی در است. ناپایدار (٨ . ٢٠) معادلۀ در مبدأ بنابراین،

است. شده

انشعاب نظریۀ مطالعۀ کردن ساده برای ͬ توانند م مرکزی خمینه های چͽونه که ͬ دهیم م نشان مثال ͷی با اکنون،

بروند. به کار



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٨۶معادلات

E
s = W

s

E
c

W
c

مبدأ. ͬͽهمسای ͷی در (٨ . ٢٠) معادلۀ فاز تصویر :٨ . ١٠ شͺل

معادلۀ .١۶ . ٨ }مثال
x′ = ϵx− x3 + y2,
y′ = −y + x2,

(٨ . ٢٢)

داریم ϵ′ = 0 سوم مؤلفۀ ͷی افزودن با بͽیرید. درنظر  xyرا
ϵ

′

=

0 0 0
0 −1 0
0 0 0

xy
ϵ

+

ϵx− x3 + y2

x2

0

 . (٨ . ٢٣)

(٨ . ١١ (قضیۀ مرکزی خمینۀ قضیۀ از است، −1 و 0 ،0 ویژه مقادیر دارای (٨ . ٢٣) در 3×3 ماتریس ازآنجایی که

مرکزی و پایدار فضاهای بر به ترتیب که دارند وجود Wu و W c خمینه های که ͬ شود م نتیجه

Es = {0} × R× {0}, Ec = R× {0} × R,

((٨ . ٢٢) در بنابراین (و (٨ . ٢٣) در مبدأ پایداری تعیین برای که ͬ آید برم بخش این ابتدای بحث از هستند. مماس

را آن ͬ توان م گیرد. قرار مطالعه مورد مرکزی) خمینۀ هر دقیق تر، به طور (یا مرکزی خمینۀ در رفتار که است کافͬ

به صورت d(0, 0)φ = 0 و φ(0, 0) = 0 که φ : (−δ, δ)× (−δ, δ) → R, مانند تابعͬ برای

W c = {(x, φ(x, ϵ), ϵ) : x, ϵ(−δ, δ)},
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داریم y = φ(x, ϵ) برای نوشت.

y′ =
∂φ

∂x
x′ +

∂φ

∂ϵ
ϵ′ =

∂φ

∂x
(ϵx− x3 + y2),

،(٨ . ٢٢) رابطۀ از و

∂φ

∂x
(ϵx− x3 + y2) = −φ(x, ϵ) + x2, (٢۴ . ٨)

نوشتن با ͬ آید. م به دست

φ(x, ϵ) = ax2 + bxϵ+ cϵ2 + . . . ,

ͬ شود م نتیجه (٢۴ . ٨) از

(2ax+ bϵ+ · · · )(ϵx− x3 + φ(x, ϵ)2) = −ax2 − bxϵ− cϵ2 − · · ·+ x2,

،(٨ . ٢٢) در تساوی اولين به توجه با بنابراين ͬ دهد. م به دست را a = b = c = 0 که

x′ = ϵx− x3 + φ(x, ϵ)2 = ϵx− x3 + · · · ,

قبلا́ که x′ = ϵx− x3 معادلۀ از ͬ توان م را مبدأ ͬͽهمسای در (٨ . ٢٢) معادلۀ جواب های رفتار ͬ شود. م حاصل

کرد. استنباط داديم، قرار مطالعه مورد ٨ . ٧ مثال در

نرمال صورت های نظريۀ ٨ . ٣

شود. ارائه طبقه بندی نوعͬ که است مطلوب و دارد وجود انشعاب ها از مختلفͬ انواع شد، ذکر قبلا که همانگونه

امͺان حد تا که باشیم داشته رویه ای است بهتر است، کتاب محدودۀ از خارج ͷسیستماتی مطالعۀ ͷی ͬ که درحال

صورت های نظریۀ کند. ساده انشعاب ها وجود مطالعۀ از قبل را معادلات از بزرگͬ کلاس بتواند خودکار به صورت

ͬ كنيم. م شروع مثال يك با ͬ دهد. م ارائه را رویه ای چنین ͬ پردازیم، م آن معرفͬ به بخش این در که نرمال
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قطبی معادلۀ ،ϵ ∈ R هر برای .٨ . ١٧ مثال

x′ = ϵx+ f(x),

رابطۀ ،f تیلور بسط نوشتن با بͽیرید. درنظر  است f(0) = f ′(0) = 0 با C∞ کلاس از f : R → R که را

x′ = ϵx+ ax2 + bx3 + · · · , (٢۵ . ٨)

متغیر تغییر اکنون ͬ آید. م به  دست

x = y + αy2 + βy3 + · · · , (٢۶ . ٨)

باشد)، چندجمله ای اگر (به ویژه، باشد مثبت همͽرایی شعاع ͷی دارای (٢۶ . ٨) سری اگر بͽیرید. درنظر را

در (٢۶ . ٨) جایͽزینͬ با ͬ کند. م تعریف مبدأ از ͷکوچ به اندازۀکافͬ ͬͽهمسای ͷی در را متغیرها تغییر درواقع

رابطۀ ،(٢۵ . ٨)

y′(1 + 2αy + 3βy2 + · · · ) = ϵ(y + αy2 + βy3) + a(y2 + 2αy3) + by3 + · · · ,

داريم بنابراین، و ͬ آوریم م به دست را

y′ =
ϵy + (ϵα+ a)y2 + ϵβ + (2aα+ b)y3 + · · ·

1 + 2αy + 3βy2 + · · ·
.

رابطه از استفاده با
∞∑
k=0

(−r)k =
1

1 + r
,

داشت خواهيم کمͬ محاسبه، از پس است، برقرار |r| < 1 برای که

y′ = (ϵy + (ϵα+ a)y2 + · · · )
×[1− 2αy − 3βy2 − · · ·+ (2αy + 3βy2 + · · · )2 − · · · ]

= ϵy + (a− ϵα)y2 + (b+ 2ϵα2 − 2ϵβ)y3 + · · · .
(٨ . ٢٧)
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دادن قرار با یعنͬ شود، صفر (٨ . ٢٧) در y3 و y2 ضرایب که به گونه ای β و α ضرایب انتخاب با به ویژه،

α =
a

ϵ
, β =

a2

ϵ2
+

b

2ϵ
,

معادلۀ ،ϵ ̸= 0 برای

y′ = ϵy + o(y3),

ͬ شود. م حاصل

کلاس از f : Rn → Rn تابع ͷی و A ∈ Mn داده شدۀ ماتریس برای بͽیرید. درنظر را کلͬ حالت اکنون

معادلۀ ،d0f = 0 و f(0) = 0 با C∞

x′ = Ax+ f(x),

ͷی h : Rn → Rn که را x = y + h(x) متغیر تغییر شد، انجام ٨ . ١٧ مثال در آنچه مشابۀ بͽیرید. رادرنظر

دراین صورت بͽیرید. درنظر است، d0h = 0 و h(0) = 0 با دیفرانسیل پذیر تابع

x′ = y′ + dyhy′ = (Id + dyh)y
′.

داریم ||B|| < 1 با B مربعͬ ماتریس هر برای که ͬ کنیم م یادآوری اکنون،

∞∑
k=0

(−B)k = (Id + dyh)
−1. (٨ . ٢٨)

Id + dyh ماتریس ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ y هر برای که ͬ شود م نتیجه (٨ . ٢٨) از ،d0h = 0 آنجايی که از

نوشت ͬ توان م و است وارون پذیر

y′ = (Id + dyh)
−1x′

(Id + dyh)
−1[A(y + h(y)) + f(y + h(y))].

ͬ گیریم م نتیجه (٨ . ٢٨) از همچنین

y′ = (Id − dyh+ · · · )[Ay +Ah(y) + f(y + h(y))]. (٨ . ٢٩)
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همͽن چندجمله ای ͷی مولفۀ هر به طوری که باشد p : Rn → Rn توابع همۀ مجموعۀ Hm,n کنید فرض اکنون

با xm1
i1

· · ·xmk
ik

صورت  به چندجمله ای ها از خطͬ ترکیب یعنͬ، ،m درجۀ از

k ∈ N, i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}, m1 + · · ·+mk = m

دهید قرار است. خطͬ فضای ͷی Hm,n که کنید توجه است.

f = f2 + f3 + · · · (٨ . ٣٠)

و

h = Id + h2 + h3 + · · · ,

ͬ شود م نتیجه (٨ . ٢٩) از .fm, gm ∈ Hm,n داریم ،m ≥ 2 هر برای که

y′ = Ay + [Ah2(y) + f2(y)−Dyh2Ay]

+
∑+∞
k=3[Ahk(y) + gk(y)−DyhkAy],

(٨ . ٣١)

ممͺن جملات همۀ حذف برای هستند. وابسته hk−1 ،· · · ،h2 به فقط gk : Rn → Rn توابع از ͷی هر که

معادلات ،k ≥ 3 برای ͬ کنیم م سعͬ ،(٨ . ٣١) راست سمت در

Dyh2Ay −Ah2(y) = f2(y), (٨ . ٣٢)

و

DyhkAy −Ahk(y) = gk(y), (٨ . ٣٣)

معادلات (٨ . ٣٣) و (٨ . ٣٢) معادلات بیابیم. را . . . ،h3 ،h2 توابع به ترتیب تا کنیم حل بازگشتͬ به صورت را

نگاشت ،n ∈ N و m ≥ 2 هر برای ͬ شوند. م نامیده همسانͬ

Lm,nA : Hm,n → Hm,n,



مرکزی٢٩١ خمینه های و انشعاب

ضابطۀ با

(Lm,nA h)(y) = DyhAy −Ah(y),

به ͬ توان م را همͽن معادلات است. تبدیل خطͬ ͷی Lm,nA که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ ͬ کنیم. م تعریف را

صورت 

L2,n
A h2 = f2, Lk,nA hk = gk, k ≥ 3, (٣۴ . ٨)

نوشت.

به صورت ͬ توان م را h ∈ H2,2 تابع هر .
(

0 1
−1 0

)
و m = n = 2 کنید فرض .٨ . ١٨ مثال

h(x, y) = (ax2 + bxy + cy2, dx2 + exy + fy2),

ͬ آوریم م به دست .dimH2,2 = 6 به ویژه، نوشت. f و d ،c ،b ،a ثابت های برای

(L2,2
A )(x, y) =

(
2ax+ by bx+ 2cy
2dx+ ey ex+ 2fy

)(
y
−x

)
−

(
dx2 + exy + fy2

−ax2 − bxy − cy2

)
= a

(
2xy
x2

)
+ b

(
y2 − x2

xy

)
+ c

(
−2xy
y2

)
+d

(
−x2
2xy

)
+ e

(
−xy

y2 − x2

)
+ f

(
−y2
−2xy

)
,

به صورت H2,2 پایه به توجه با


0 −1 0 −1 0 0
2 0 −2 0 −1 0
0 −1 0 0 0 −1
1 0 0 0 −1 0
0 1 0 2 0 −2
0 0 1 0 1 0

 ماتریس با L2,2
A تبدیل خطͬ بنابراین، و

{(
x2

0

)
,

(
xy
0

)
,

(
y2

0

)
,

(
0
x2

)
,

(
0
xy

)
,

(
0
y2

)}
,

ͬ شود. م داده
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وجود که زمانͬ را Lm,nA تبدیل هر معکوس است کافͬ (٣۴ . ٨) در همͽن معادلات حل برای که کنید توجه

است کافͬ تبدیل، بودن وارون پذیر مورد در تصمیم گیری برای است، خطͬ Lm,nA ازآنجایی که اما کنیم. پیدا دارد

کنیم. محاسبه را آن ویژۀ مقادیر

،Lm,nA ویژۀ مقادیر آنگاه باشد، آنها) چندگانگͬ گرفتن درنظر  (با A ویژۀ مقادیر λn ،. . . ،λ1 اگر .٨ . ١٩ قضیه

اعداد

− λk +

n∑
i=1

miλi, (٣۵ . ٨)

برای

k ∈ {1, . . . , n}, m1, . . . ,mn ∈ N ∪ {0}, m1 + · · ·+mn = m,

چندجمله   ا ی های ،(٣۵ . ٨) در ویژه مقادیر با متناظر Lm,nA ویژۀ بردارهای علاوه برآن، هستند.

xm1
1 . . . xmn

n vk, (٣۶ . ٨)

است. λk ویژۀ مقدار با متناظر A ویژۀ بردار ͷی vk که هستند

ͬ شود. م داده زیر مثال در خاص حالت ͷی

قطری ماتریس برای .٨ . ٢٠ مثال

A =


λ1 0

0 λn

 ,
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آنگاه باشد، R استاندارد پایۀ en ،. . . ،e1 اگر

Lm,nA (xm1
1 . . . xmn

n ek)(x1, . . . , xn)

=



0
...
0

(m1x
m1−1
1 x2 . . . xn) . . . (mnx

m1
1 . . . xmn−1

n )
0
...
0



λ1x1
...

λnxn



−xm1
1 x2 . . . x

mn
n λkek

= (m1λ1 + . . .+mnλn)x
m1
1 x2 . . . x

mn
n ek − xm1

1 x2 . . . x
mn
n λkek

= (
∑n
i=1miλi − λk)x

m1
1 x2 . . . x

mn
n ek.

است. (٣۵ . ٨) در ویژه مقدار با متناظر Lm,nA ویژۀ بردار ͷی xm1
1 x2 . . . x

mn
n ekm,n که ͬ دهد م نشان این

را (٣۴ . ٨) همͽن معادلۀ نتوان است ممͺن باشند، صفر (٣۵ . ٨) در اعداد از بعضͬ اگر ،٨ . ١٩ قضیۀ طبق

است. زیر مفهوم انگیزۀ این، کرد. حل

و k ∈ {1, . . . , n} صحیح اعداد هرگاه ͬ شود م نامیده تشدید ͷی (λ1, . . . , λn) بردار .٨ . ٢١ تعریف

به طوری که باشند موجود m1 + . . .+mn ≥ 2 با m1, . . . ,mn ∈ N ∪ {0}

λk =

n∑
i=1

miλi.

تمام درنتیجه و کرد حل را همͽن معادلات همۀ ͬ توان م باشد، نداشته وجود تشدیدی بردار هيچ ͬ که هنگام

،x → 0 برای اگر g : Rn → Rn تابع ͷی برای که ͬ کنیم م یادآوری کرد. حذف (٨ . ٣٠) در را fm جملات

.g(x) = o(||x||k) ͬ نویسیم م آنگاه ،g(x)/||x||k → 0 باشیم داشته

C∞ کلاس از تابعͬ f : Rn → Rn و باشد n × n ماتریس ͷی A کنید فرض (پوانکاره). .٨ . ٢٢ قضیه

هر برای آنگاه نباشد، تشدید کننده A ویژه مقادیر توسط تشͺیل شده بردار اگر باشد. d0f = 0 و f(0) = 0 با

به x = y + h(y) متغیر تغییر با ͬ توان م را x′ = Ax+ f(x) معادلۀ k ∈ N

y′ = Ay + o(||y||k),



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٩۴معادلات

کرد. تبدیل

همۀ نیست، کننده تشدید ͬ شود م تشͺیل A ویژه مقادیر توسط که (λ1, . . . , λn) بردار ازآنجایی که برهان.

ͬ توان م و است معکوس پذير Lm,nA تبدیل خطͬ هر بنابراین، هستند. ناصفر (٣۵ . ٨) در Lm,nA ویژۀ مقادیر

آورد. به دست k مرتبۀ تا (٣۴ . ٨) در را همͽن معادلات همۀ متوالͬ جواب های

این مورد در ͬ افتد. م اتفاقͬ چه دارد وجود تشدید بردارهای وقتͬ که ͬ دهیم م توضیح به طورخلاصه اکنون

در ناصفر ویژۀ مقادیر با متناظر ریشۀ فضاهای توسط که Hm,n از E زیرفضای به را Lm,nA تحدید ͬ توان م فقط

F آن در که بͽیرید درنظر  را Hm,n = E ⊕ F تجزیۀ دقیق تر، به طور کرد. معکوس ͬ شود، م تولید (٣۵ . ٨)

ازآنجایی که است. (٣۵ . ٨) در صفر ویژۀ مقادیر به مربوط ریشه فضاهای توسط توليدشده Hm,n زيرفضای

Lm,nA E = E, Lm,nA F = F,

همچنین نوشت.
(
LE 0
0 LF

)
به صورت را Lm,nA تبديل خطͬ Hm,n = E ⊕ F تجزیۀ به توجه با ͬ توان م

ͬ دهیم م قرار

f2 =

(
fE2
fF2

)
, h2 =

(
hE2
hF2

)
.

به صورت (٣۴ . ٨) در همͽن معادلۀ }نخستین
LEh

E
2 = fE2 ,

،LFhF2 = fF2
⇔

{
hE2 = L−1

E fE2 ,
LFh

F
2 = fF2 ,

سرانجام ،(٨ . ٣١) در hE2 جایͽذاری با است.

y′ = Ay + f2(y)− (Lm,nA h2)(y) + · · ·
= Ay + fE2 (y)− (LEh

E
2 )(y) + fF2 (y)− (LFh

F
2 )(y) · · ·

= Ay + fF2 (y)− (LFh
F
2 )(y) + · · ·

با .fF2 = 0 باشیم داشته ابتدا از اینکه مͽر کرد، حذف ͬ توان نم را F مقادیر با ٢ درجۀ شرایط ͬ آید. م به دست

ͬ توان نم را (٣۶ . ٨) شͺل به جملات فقط به طورکلͬ ،(٣۴ . ٨) در باقیمانده همͽن معادلات برای روش این ادامه

کرد. حذف
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معادلۀ .٨ . ٢٣ مثال

(
x
y

)′

=

(
0 2
−2 0

)(
x
y

)
= · · · , (٨ . ٣٧)

آیا اینکه تعیین برای بنابراین، و هستند ±2i اعداد ،(٨ . ٣٧) در 2 × 2 ماتریس ویژۀ مقادیر بͽیرید. درنظر را

معادلۀ باید دارند، وجود تشدید بردارهای

m12i+m2(−2i) = ±2i,

به عبارت دیͽر یا

m1 −m2 = ±1,

از عبارتند جواب ها .m1 +m2 ≥ 2 و m1,m2 ∈ N ∪ {0} که کنیم حل را

(m1, m2) = (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), . . . .

شͺل به جملات فقط متغیرها، تغییر با که ͬ دهد م نشان قبلͬ بحث

xy2, x2y, x2y3, x3y2, . . . ,

(٨ . ٣٧) معادلۀ جدید، مختصات در v و u شͺل به مؤلفه ها دادن نشان با به عبارت دیͽر، کرد. حذف ͬ توان نم را

}شͺل
u′ = 2v + a1uv

2 + a2u
2v + a3u

2v3 + a4u
3v2 + · · · ,

v′ = −2u+ b1uv
2 + b2u

2v + b3u
2v3 + b4u

3v2 + · · · ,

ͬ گیرد. م به خود i ∈ N که ai, bi ∈ R ثابت های برای را

معادلۀ .٢۴ . ٨ مثال

(
x
y

)′

=

(
2 0
0 1

)(
x
y

)
= · · · (٨ . ٣٨)
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آیا اینکه تعیین برای بنابراین، و هستند 1 و 2 اعداد ،(٨ . ٣٨) در 2 × 2 ماتریس ویژۀ مقادیر بͽیرید. درنظر را

معادلات باید دارند، وجود تشدید بردارهای

2m1 +m2 = 2, 2m1 +m2 = 1,

(m1, m2) = (0, 2) که کرد بررسͬ به راحتͬ ͬ توان م کنیم. m1+m2حل ≥ 2 و m1,m2 ∈ N∪{0} با را

(٨ . ٣٨) معادلۀ متغیرها، مناسب تغییر از پس v و u با مؤلفه ها نمايش با كه ͬ دهد م نتیجه این است. جواب تنها

شͺل ،α, β ∈ R مانند ثابت هایی }برای
u′ = 2u+ αv2,
v′ = v + βv2,

(m1, m2) = جواب ،٨ . ١٩ قضيۀ به توجه با زیرا گرفت درنظر  صفر را β ͬ توان م علاوه براین، ͬ گیرد. م به خود را

است. صفر با برابر دوم مؤلفۀ که ببينيد)، را (٣۶ . ٨)) دارد مطابقت (y2, 0) ویژۀ بردار با (0, 2)

مقادیر دارای فقط آن ماتریس های که خطͬ معادلات اختلالات مورد در کلͬ نتیجۀ ͷی با را بخش این ما

ͬ رسانیم. م به پایان هستند، مثبت حقيقͬ قسمت با ویژه

است مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه مقادیر دارای فقط که است n× n ماتریس ͷی A کنید فرض .٢۵ . ٨ قضیه

،k ∈ N هر برای دراین صورت، باشد. d0f = 0 و f(0) = 0 با C∞ کلاس از تابع ͷی f : Rn → Rn و

به x = y + h(y) متغیر تغییر با ͬ توان م را x′ = Ax+ f(x) معادلۀ

y′ = Ay + p(y) + o(||y||k),

است. چندجمله ای ͷی آن در p که کرد تبدیل

معادلۀ تشدید، بردارهای وجود بررسͬ برای برهان.

λk =

n∑
i=1

miλi, (٨ . ٣٩)



مرکزی٢٩٧ خمینه های و انشعاب

که کنید توجه بͽیرید. درنظر  را

Reλj =
n∑
i=1

miReλi. (۴٨ . ٠)

به طوری که (m1, . . . ,mn) بردار گرفتن درنظر با

n∑
i=1

mi >
maxi Reλi
mini Reλi

ͬ آوریم م به دست هستند)، مثبت حقیقͬ قسمت دارای ویژه مقادیر فرض، طبق که ͬ آوریم م یاد n∑(به
i=1miReλi ≥

∑n
i=1mimini Reλi

> maxi Reλi ≥ Reλj .

بنابراین نیست. ,m1برقرار . . . ,mn) بردار برای (٨ . ٣٩) تساوی در نتیجه و (۴٨ . ٠) تساوی که ͬ دهد م نشان این

که آنهایی بین از
n∑
i=1

mi ≤
maxi Reλi
mini Reλi

,

به همراه را مطلوب نتیجه این دارد. وجود (m1, . . . ,mn) کنندۀ تشدید بردارهای از متناهͬ تعداد حداکثر

دارد.

تمرین ها

معادلۀ .٨ . ١ }تمرین
x′ = xy + ax3 + bxy2,
y′ = −y + cx2 + dx2y,

بͽیرید. درنظر را

کنید. پیدا سوم مرتبۀ تا مبدأ از مرکزی خمینۀ ͷی (الف)

کنید. تعیین a+ c < 0 برای را مبدأ پایداری (ب)

معادلۀ .٨ . ٢ }تمرین
x′ = 2x+ p(x, y),
y′ = y + q(x, y),



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٢٩٨معادلات

هستند. 1 یا 0 درجه از جملات بدون چندجمله ای هايی q و p آن در که بͽیرید درنظر را

کنید. پیدا مبدأ برای را مرکزی و ناپایدار پایدار، خمینه های (الف)

به ͬ توان م را معادله مناسب، متغیر تغییر با که دهید نشان (ب)

z′ = 2z + cw2, w′ = w,

کرد. تبدیل

معادلۀ ،ϵ ∈ R هر برای .٨ . ٣ }تمرین
x′ = y − x3,
y′ = ϵy − x3,

بͽیرید. درنظر را

کنید. استفاده ϵ = 0 برای مبدأ پایداری دادن نشان برای لیاپانوف تابع ͷی از (الف)

کنید. پیدا پنجم مرتبۀ تا مبدأ از مرکزی خمینۀ ͷی (ب)

کنید. تعیین ϵ ̸= 0 هر برای را مبدأ پایداری (ج)

کنید. پیدا ϵ = 1 برای مبدأ از مرکزی خمینۀ ͷی (د)

دارد. وجود ϵ = 1 برای ͷهتروکلینی مدارهای آیا که کنید بررسͬ (ه)

معادلۀ .۴ . ٨ }تمرین
x′ = y + x3,
y′ = ϵx− y2,

بͽیرید. درنظر را

دارد. وجود ϵ = 1 حالت برای اول ربع در تناوبی مدارهای آیا که کنید بررسͬ (الف)

کنید. تعیین ϵ = 1 برای را بحرانͬ نقاط همۀ پایداری (ب)

کنید. تعیین ϵ = 0 برای را مبدأ پایداری (ج)

ͬ افتد. م اتفاق ϵای > 0 برای انشعابی آیا که کنید بررسͬ (د)



مرکزی٢٩٩ خمینه های و انشعاب

معادلۀ ،(ϵ, δ) ∈ R2 هر برای .۵ . ٨ }تمرین
x′ = ϵx− y + δx(x2 + y2),
y′ = x− ϵy + δy(x2 + y2),

بͽیرید. درنظر را

تابع برای راهنمایی: کنید. تعیین |ϵ| < 1 که (ϵ, δ) جفت هر برای را مبدأ پایداری (الف)

V (x, y) = x2 + y2 − 2ϵxy,

داریم

V̇ (x, y) = 2δ(x2 + y2)V (x, y).

ͬ دهد. نم رخ مبدأ از ͬͽهمسای ͷی در انشعابی هیچ دهید نشان ،|ϵ| > 1 که (ϵ, δ) جفت هر برای (ب)

است. کراندار مثبت، زیرمدار هر که دهید نشان ،δ < 0 که (ϵ, δ) جفت هر برای (ج)

. جواب ها

.W c = {(x, cx2 + o(x3)) : x ∈ (−δ, δ)} (الف) ٨ . ١

است. ناپایدار مبدأ (ب)

W s = {(0, 0)}, Wu = (−δ, δ)× (−δ, δ), W c = {(0, 0)}. (الف) ٨ . ٢

.(x4 + 2y2)′ = 4(x3x′ + yy′) = −4x6 ≤ 0 (الف) ٨ . ٣

(ب)

W c =

{
(−δ, δ)× (−δ, δ) ϵ = 0,
{(x, x3/ϵ+ 3x5/ϵ3 + . . .) : x ∈ (−δ, δ)} ϵ ̸= 0.

است. ناپایدار (ج)

.W c = {(x, x3) : x ∈ (−δ, δ)} (د)

است. موجود (ه)

ندارد. وجود (الف) ۴ . ٨



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٠٠معادلات

ناپایدارند. (1, −1) و (0, 0) (ب)

است. ناپایدار (ج)

ندارد. وجود انشعابی (د)

مجانبی به طور δ < 0 برای و نیست پایدار مجانبی به طور δ = 0 برای است. پایدار δ > 0 برای (الف) ۵ . ٨

است. پایدار



٩ فصل

همیلتونͬ دستگاه های

در آنها وجود به توجه با به ویژه كه ͬ پردازیم م همیلتونͬ دستگاه های نظریۀ از مختصری معرفͬ به فصل این در

دستگاه های پایداری مورد در را نتایجͬ نظریه، اساسͬ مفاهیم معرفͬ از پس هستند. مهم بسیار ،ͬͺفیزی دستگاه های

مورد در را لیوویل‐آرنولد قضیۀ به ویژه و انتگرال پذیری مفهوم همچنین ͬ کنیم. م بیان غیرخطͬ و خطͬ همیلتونͬ

ایده های خلاصه به طور این، علاوه بر ͬ گیریم. م درنظر برگشت در مستقل انتگرال های تراز مجموعه های ساختار

،٢٢ ،٣ ،١] به را خواننده بیشتر، موضوعات برای ͬ دهیم. م شرح را کولموگروف‐آرنولد‐موزر نظریۀ اساسͬ

ͬ دهیم. م ارجاع [٢۵

پایه ای مفاهیم ٩ . ١

ͬ توان م به طور کلͬ، ͬ شود. م نامیده همیلتونͬ ͷی که باشد C2 کلاس از تابعͬ H : R2n → R کنید فرض

که ͬ نویسیم م (q, p) شͺل به R2n در را مختصات گرفت. درنظر R2n از باز زیرمجموعه ای در را همیلتونͬ

.p = (p1, . . . , pn) و q = (q1, . . . , qn)

معادلات دستگاه .٩ . ١ تعریف

q′j =
∂H

∂pj
(q, p), p′j = −∂H

∂qj
(q, p), j = 1, . . . , n, (٩ . ١)



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٠٢معادلات

ͬ شود. م نامیده آزادی درجۀ n با همیلتون١ͬ دستگاه

هستند. همیلتونͬ دستگاه زیر مثال های

q′′ = −U ′(q) معادلۀ ،q′ = p دادن قرار با باشد. C2 کلاس از تابع ͷی U : R → R کنید فرض .٩ . ٢ مثال

همیلتونͬ معادلۀ با که است آزادی درجۀ ͷی با همیلتونͬ دستگاه با هم ارز

H(q, p) =
p2

2
+ U(q), (٩ . ٢)

معادلۀ جواب های طول در H که کرد بررسͬ ͬ توان م به سادگͬ ͬ شود. م داده

{
q′ = p,
p′ = −U(q),

(٩ . ٣)

دارند. مطابقت پتانسیل و جنبشͬ انرژی با به ترتیب (٩ . ٢) در U(q) و p2

2 عبارات درضمن، ͬ ماند. م ثابت

دو با همیلتونͬ دستگاه ͷی توسط ͬ تواند م و است جسم دو مسئلۀ از خاص مورد ͷی کپلر مسئلۀ .٩ . ٣ مثال

همیلتونͬ یعنͬ شود، توصیف آزادی درجۀ

H(q, p) =
||p||2

2
− U(q), (۴ . ٩)

نظیر، همیلتونͬ دستگاه بͽیرید. درنظر را µ ∈ R و U(q) = − µ
||q|| پتانسیل برای R4 در

q′ = p, p′ = − µq

||q||3
, (۵ . ٩)

است.

به صورت را (٩ . ١) دستگاه اکنون

x′ = XH(x) = J▽H(x), (۶ . ٩)
1Hamiltonian system



همیلتون٣٠٣ͬ دستگاه های

،x = (q, p) ∈ R2n که بنویسید

▽H =

(
∂H

∂q1
, . . . ,

∂H

∂qn
,
∂H

∂p1
, . . . ,

∂H

∂pn

)
,

و

J =

(
0 Id

−Id 0

)
.

به را همیلتونͬ ساختار تبدیل، کدام که بدانیم مایلیم خاص، به طور است. همانͬ ماتریس Id ∈ Mn اینجا در

به (۶ . ٩) همیلتونͬ دستگاه ،x = φ(y) متغیر تغییر با ͬ کند. م حفظ زیر معنای

y′ = (φ∗XH)(y),

که ͬ شود م تبدیل

(φ∗XH)(y) = (dyφ)
−1XH(φ(y)).

بنابراین و φ∗XH = XH◦φ داشت خواهیم

y′ = XH◦φ(y),

،y ∈ R2n هر برای اگر تنها و اگر بود خواهد همیلتونͬ دستگاه حفظ با متناظر نیز

(dyφ)
−1J▽H(φ(y)) = J▽(H ◦ φ)(y).

ازآنجایی که

▽(H ◦ φ)(y) = (dyφ)
∗▽H(φ(y)),

که است برقرار وقتͬ φ∗XH = XH◦φ تساوی

(dyφ)
−1J = J(dyφ)

∗. (٩ . ٧)
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به صورت ͬ توان م را (٩ . ٧) تساوی ،J−1 = −J ازآنجایی که

(dyφ)
∗Jdyφ = J, (٩ . ٨)

نوشت.

هرگاه ͬ شود م نامیده متعارف V ⊂ R2n باز مجموعۀ روی φ : V → R2n دیفرانسیل پذیر تبدیل .۴ . ٩ تعریف

باشد. برقرار y ∈ V هر برای (٩ . ٨) تساوی

فقط و اگر است متعارف φ : V → R2 دیفرانسیل پذیر تبدیل ͷی n = 1 برای که ͬ دهیم م نشان .۵ . ٩ مثال

نوشتن با .det dyφ = 1 ،y ∈ V هر برای اگر

dyφ =

(
a b
c d

)
,

با معادل (٩ . ٨) معادلۀ

(
a b
c d

)∗ (
0 1
−1 0

)(
a b
c d

)
=

(
0 ad− bc

−ad+ bc 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
,

اگر تنها و اگر است برقرار آخر تساوی است.

det dyφ = ad− bc = 1.

را جهت و مساحت که هستند دیفرانسیل پذیری تبدیل های متعارف، تبدیل های n = 1 برای که ͬ دهد م نشان این

ͬ کنند. م حفظ

القا جهت و حجم حافظ متعارف تبدیل های همیلتونͬ، دستگاه ͷی جواب های که ͬ دهیم م نشان اکنون

کنید فرض داده شده، x ∈ R2n برای باشد. C2 کلاس از همیلتونͬ ͷی H : R2n → R کنید فرض ͬ کنند. م

باشد. φ0(x) = x اولیۀ شرط با (۶ . ٩) همیلتونͬ دستگاه جواب φt(x)



همیلتون٣٠۵ͬ دستگاه های

تبدیل ͷی φt نگاشت ،ͷکوچ به اندازۀکافͬ t هر برای و C2 کلاس از H همیلتونͬ ͷی برای .۶ . ٩ قضیه

ͬ کند. م حفظ را جهت و حجم که است متعارف

رابطۀ برهان.

∂

∂t
φt(x) = XH(φt(x)), (٩ . ٩)

برای که ͬ شود م نتیجه ۴١ . ٢ قضیۀ از مناسبی تعمیم و (٩ . ٩) از است، C2 کلاس از H ازآنجایی که داریم. را

داریم C2 برداری میدان های

∂

∂t
dxφt = dφt(x)XH(φt).

است. φt(x) جواب امتداد در همیلتونͬ دستگاه خطͬ تغییرات معادلۀ جواب ͷی dxφt که ͬ دهد م نشان این

دهید قرار اکنون .dxφ0 = Id داریم ،φ0(x) = x آنجایی که از علاوه براین،

α(t) = (dxφt)
∗Jdxφt.

،t به نسبت مشتقات گرفتن با .α(t) = J که دهیم نشان ͬ خواهیم م

α′(t) = (dφt(x)XHdxφt)
∗Jdxφt + (dxφt)

∗Jdφt(x)XHdxφt

= (dxφt)
∗[(dφt(x)XH)∗J + Jdφt(x)XH ]dxφt,

ͬ شود م نتیجه dyXH = Jd2yH معادلۀ از و ͬ آوریم م به دست را

α′(t) = (dxφt)
∗(d2φt(x)

HJ∗J + J2d2φt(x)
H)dxφt.

رابطۀ ،J2 = −Id و J∗J = Id ازآنجايي که

α′(t) = (dxφt)
∗(d2φt(x)

H − d2φt(x)
H)dxφt = 0,



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٠۶معادلات

ͬ آید. م به دست

نشان این .α(t) = α(0) = J درنتیجه و α(0) = J بنابراین ،dxφ0 = Id ازآنجايی که دیͽر، طرف از

ازآنجایی که است. متعارف تبدیل ͷی φt که ͬ دهد م

det(dxφt)
∗ = det dxφt,

پیوستگͬ از ،det dxφ0 = det Id = 1 آنجایی که از اما |det dxφt|2 = 1 که ͬ شود م نتیجه (٩ . ٨) تساوی از

ایجاد را مطلوب نتیجۀ این، .det dxφt = 1 ،ͷکوچ به اندازۀ کافͬ t هر برای که ͬ گیریم م نتیجه t 7→ φt(x)

ͬ کند. م

همیلتونͬ دستگاه .٩ . ٧ }مثال
q′ = p,
p′ = −q,

همیلتونͬ از که را آزادی درجۀ ͷی با

H(q, p) =
p2

2
+
q2

2
,

داریم ،١ . ٨ مثال مطابق بͽیرید. درنظر ͬ شود م تعیین

φt(q0, p0) = (p0 sin t+ q0 cos t, p0 cos t− q0 sin t)

=

(
cos t sin t
− sin t cos t

)(
q0
p0

)
,

به وضوح، و

det d(q0, p0)φt = det

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
= 1.

(۶ . ٩) معادلۀ از x(t) جواب برای F : R2n → R دیفرانسیل پذیر تابع هر برای که ͬ کنیم م توجه همچنین

داریم
d

dt
F (x(t)) = ▽F (x(t)).XH(x(t)) = (▽F (x(t)))∗J▽H(x(t)).



همیلتون٣٠٧ͬ دستگاه های

به صورت F, G : R2n → R دیفرانسیل پذیر تابع دو {F, G} پواسون براکت .٩ . ٨ تعریف

{F, G}(x) = (▽F (x))∗J▽G(x) =
n∑
j=1

(
∂F

∂qj
(x)

∂G

∂pj
(x)− ∂F

∂pj
(x)

∂G

∂qj
(x)

)
,

ͬ شود. م تعریف

آنگاه باشد، دیفرانسیل پذیر تابع ͷی F و (۶ . ٩) همیلتونͬ دستگاه از جوابی x(t) اگر

d

dt
F (x(t)) = {F, H}(x(t)).

که است لازم کنید) مراجعه ۶١ . ٧ تعریف (به باشد (۶ . ٩) معادلۀ از انتگرالͬ F اینکه برای بنابراین،

همیلتونͬ دستگاه جواب های امتداد در همیلتونͬ هر بنابراین، و {H, H} = 0 درضمن، .{F, H} = 0

است. ثابت خود

خطͬ همیلتونͬ دستگاه ٩ . ٢

متقارن 2n× 2n ماتریس ͷی برای به عبارت دیͽر، ͬ گیریم. م درنظر را ͬ ها همیلتون از خاص دستۀ بخش، این در

همیلتونͬ ،S داده شدۀ

H(x) =
1

2
x∗Sx,

دستگاه است. 1 یا 0 درجۀ با جملاتͬ بدون ٢ درجۀ چندجمله ای ͷی H که است واضح بͽیرید. درنظر را

یعنͬ، ͬ شود، م نامیده خطͬ همیلتونͬ دستگاه متناظر، همیلتونͬ

x′ = XH(x) = JSx.

هرگاه ͬ شود م نامیده متعارف A ماتریس ͬ شود. م نامیده همیلتونͬ متقارن، S با B = SJ ماتریس .٩ . ٩ تعریف

A∗JA = J. (٩ . ١٠)
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ͬ دهیم. م ارائه مثال چند

،y ∈ V هر برای آنگاه باشد، متعارف تبدیل ͷی φ : V → R2n اگر که ͬ شود م نتیجه (٩ . ٨) از .٩ . ١٠ مثال

است. متعارف ماتریس ͷی dyφ

اگر فقط و اگر است همیلتونͬ B ماتریس ͷی که ͬ دهیم م نشان .٩ . ١١ مثال

B∗J + JB = 0, (٩ . ١١)

آنگاه باشد، همیلتونͬ B اگر درواقع،

B∗J + JB = S∗J∗G+ J2S = S∗ − S = 0.

آنگاه باشد، برقرار (٩ . ١١) معادلۀ اگر دیͽر، طرف از

(−JB)∗ = B∗(−J)∗ = B∗J = −JB,

است. همیلتونͬ B ماتریس و JS = −J2B = B علاوه بر آن، است. متقارن S = −JB ماتریس و

فرض است. متعارف ماتریس ͷی B همیلتونͬ ماتریس ͷی از eBt نمایی تابع هر که ͬ دهیم م نشان .٩ . ١٢ مثال

تابع و باشد همیلتونͬ ماتریس ͷی متقارن، S با ،B = JS کنید

β(t) = (eBt)∗JeBt

و β(0) = J داریم بͽیرید. درنظر را

β′(t) = (JSeJSt)∗JeJSt + (eJSt)∗JJSeJSt

= (eBt)∗S∗J∗JeBt + (eBt)∗J2SeBt

= (eBt)∗SeBt − (eBt)∗SeBt = 0,

است. متعارف eBt ماتریس هر و ،t ∈ R برای β(t) = J که ͬ دهد م نشان این است. متقارن S ماتریس زیرا



همیلتون٣٠٩ͬ دستگاه های

ͬ دهیم. م شرح را متعارف ماتریس های و همیلتونͬ ماتریس های ویژۀ مقادیر ͬ های ویژگ از برخͬ اکنون

و λ̄ ،−λ آنگاه باشد، B از ویژه مقدار ͷی λ اگر باشد. همیلتونͬ ماتریس ͷی B کنید فرض .٩ . ١٣ قضیه

دارای آنگاه باشد، B ویژۀ مقدار يك 0 اگر علاوه براین، هستند. λ چندگانگͬ همان با ،B ویژۀ مقادیر نیز −λ̄

است. زوج چندگانگͬ

هستند متشابه −B∗ و B ماتریس های این رو، از .B = J−1(−B∗)J که ͬ شود م نتیجه (٩ . ١١) از برهان.

ͷی −λ̄ آنگاه باشد، B از ویژه مقدار ͷی λ اگر بنابراین، دارند. یͺسان) چندگانگͬ (با یͺسانͬ ویژۀ مقادیر و

ͬ گیریم م نتیجه است، حقیقͬ B که آنجایی از است. چندگانگͬ) همان (با B از همچنین و −B∗ از ویژه مقدار

دو با گروه های ،B ناصفر ویژۀ مقادیر خاص، به طور هستند. چندگانگͬ) همان (با ویژه مقادیر نیز −λ و λ̄ که

است. زوج چندگانگͬ دارای باشد، ویژه مقدار ͷی 0 اگر بنابراین، و ͬ دهند، م تشͺیل عضو چهار یا

−1/λ̄ و λ̄ ،1/λ آنگاه باشد، A ویژۀ مقدار ͷی λ اگر باشد. متعارف ماتریس ͷی A کنید فرض .١۴ . ٩ قضیه

آنها از ͷی هر آنگاه باشند، A ویژۀ مقادیر −1 و 1 اگر به علاوه، هستند. چندگانگͬ همان با A ویژۀ مقادیر نیز

هستند. زوج چندگانگͬ دارای

A−1 ماتریس های به ویژه، .A∗ = JA−1J−1 و است پذیر معکوس A که ͬ شود م نتیجه (٩ . ١٠) از برهان.

A از ویژه مقدار ͷی λ اگر بنابراین، دارند. یͺسان) چندگانگͬ (با یͺسانͬ ویژه مقادیر و هستند متشابه A∗ و

ویژۀ مقدار ͷی 1/λ̄ که ͬ دهد م نشان این است. A∗ از همچنین و A−1 از ویژه مقدار ͷی 1/λ آنگاه باشد،

(با ویژه مقادیر نیز 1/λ و λ̄ که ͬ گیریم م نتیجه است، حقیقͬ A آنجایی که از است. (λ چندگانگͬ همان (با A

ͬ شود. م حاصل قبلͬ ͬ های ویژگ از بلافاصله ویژگͬ آخرین هستند. چندگانگͬ) همان

حقیقͬ قسمت اگر فقط و اگر است پایدار مجانبی به طور x′ = Bx خطͬ معادلۀ ،٣ . ١٠ قضیۀ توجه با

نداشته مثبت حقیقͬ قسمت با ویژه ای مقدار هیچ B اگر فقط و اگر است پایدار و باشند، منفͬ B ویژۀ مقادیر

ͬ توان م به راحتͬ ٩ . ١٣ قضیۀ از باشد. قطری جردن بلوک ͷی دارای صفر حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار هر و باشد
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اگر علاوه براین، نیست. پایدار مجانبی به طور x′ = Bx خطͬ معادلۀ B همیلتونͬ ماتریس برای که گرفت نتیجه

دارند. قطری جردن بلوک ͷی و هستند ͬ محض موهوم B ویژۀ مقادیر تمام باشد، پایدار معادله

تعادل ها پایداری ٩ . ٣

کنید فرض ͬ پردازیم. م همیلتونͬ غیرخطͬ دستگاه ͷی بحرانͬ نقاط پایداری بررسͬ به بخش این در

درنظر را x′ = XH(x) متناظر همیلتونͬ دستگاه و باشد C2 کلاس از همیلتونͬ ͷی H : R2n → R

بͽیرید.

از x0 تعادل ͷی .▽H(x0) = 0 اگر ͬ شود م نامیده H همیلتونͬ تعادل ͷی x0 ∈ R2n نقطۀ .١۵ . ٩ تعریف

باشد. غیرتکین d2x0
H هسین ماتریس اگر ͬ شود م ناتباهیده H

هستند. x′ = XH(x) بحرانͬ نقاط H تعادل های که ͬ کنیم م توجه

(u, v) 7→ u∗d2x0
Hv, مثال، برای H : R2n×R2n → R دوخطͬ تبدیل ͷی شاخص که ͬ آوریم م به یاد

نشان زیر گزارۀ است. معین منفͬ E × E در F که است به گونه ای E ⊂ R2n زیرفضاهای از بعد حداکثر

ماتریس شاخص توسط کامل به طور x0 ناتباهیده تعادل ͬͽهمسای ͷی در H یͷ همیلتونͬ صورت که ͬ دهد م

ببینید). را [٢١] مثال، برای اثبات، (برای ͬ شود م تعیین d2x0
H هسین

H ناتباهیده تعادل ͷی x0 ∈ R2n و باشد C2 کلاس از Hتابعͬ : R2n → R اگر مورس). (لم .١۶ . ٩ قضیه

به طوری که است، x0 از ͬͽهمسای ͷی V آن در که دارد وجود g : B(0, r) → V متغیرهای تغییر آنگاه باشد،

است، d2x0
H شاخص λ که (y1, . . . , y2n) = B(0, r) هر برای و g(0) = x0

(H ◦ g)(y1, . . . , y2n) = H(x0)−
λ∑
i=1

y2i +

2n∑
i=λ+1

y2i .

لم از اثبات ͬ کنیم. م ارائه غیرخطͬ همیلتونͬ دستگاه ͷی تعادل پایداری مورد در را نتیجه نخستين اکنون

ͬ کند. م استفاده مورس
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معین هسین ماتریس با H تعادل ͷی x0 اگر باشد. C2 کلاس از همیلتونͬ ͷی H کنید فرض .٩ . ١٧ قضیه

مجانبی بحرانͬ نقطۀ ͷی اما است x′ = XH(x) معادلۀ پایدار نقطۀ ͷی x0 آنگاه باشد، d2x0
H منفͬ) یا (مثبت

نیست. پایدار

که ͬ شود م نتیجه مورس لم از این رو، از است. 2n یا ٠ با برابر d2x0
H هسین ماتریس شاخص فرض، طبق برهان.

g(0) = x0 به طوری که است، x0 ͬͽهمسای ͷی V آن در که دارد وجود g : B(0, r) → V مانند متغیری تغییر

،(y1, . . . , y2n) = B(0, r) هر برای و

(H ◦ g)(y1, . . . , y2n) = H(x0)±
2n∑
i=1

y2i .

و معین، مثبت d2x0
برای c > H(x0) با ،H(x0) به ͷنزدی به اندازۀکافͬ c يك برای که ͬ دهد م نشان این

تراز مجموعه های معین، منفͬ d2x0
H برای c < H(x0)

Vc = {x ∈ V : H(x) = c},

دیͽر، سوی از هستند. ͷدیفیومورفی ͬ شوند م ͷنزدی x0 نقطۀ به c → H(x0) وقتͬ که 2n‐بعدی کره های با

x ∈ Vc اولیه شرط با φt(x) جواب هر است، ثابت خود همیلتونͬ دستگاه جواب های امتداد در H آنجایی که از

این از ͷی هر بازۀ حداکثر است، فشرده Vc آنجایی که از که ͬ کنیم م (توجه ͬ ماند م باقͬ Vc در t ∈ R هر ازای به

دارد. همراه به را مطلوب نتیجۀ این، است). R جواب ها

اگر که ͬ آید برم چنین ٩ . ١٧ قضیۀ از بͽیرید. درنظر را (٩ . ٢) در H همیلتونͬ .(٩ . ٢ مثال (ادامۀ .٩ . ١٨ مثال

به طور نه اما پایدار بحرانͬ نقطۀ ͷی (q0, 0) آنگاه باشد، U ′′(q0) > 0 با U از اکید موضعͬ مینیمم ͷی q0

و U ′(q0) = 0 داریم است، U موضعͬ مینیمم ͷی q0 ازآنجایی که درواقع، است. (٩ . ٣) معادلۀ پایدار مجانبی

هسین ماتریس ،U ′′(q0) > 0 چون علاوه برآن، است. (٩ . ٣) معادلۀ بحرانͬ نقطۀ ͷی (q0, 0) ازاین رو،

d2(q0, 0)H = d(q0, 0)(U
′, p) =

(
U ′′(q0) 0

0 1

)
,

است. مثبت معین
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معادلۀ که است بهتر ،x0 تعادل پایداری مطالعۀ برای ͬ گیریم. م درنظر نیست معین d2x0
H که را موردی حال

خطͬ وردشͬ

y′ = dx0
XHy,

بͽیریم. درنظر را

ͬ نامند. م x0 در XH مشخصه نمای را dx0
XH = Jd2x0

H همیلتونͬ ماتریس ویژۀ مقادیر .٩ . ١٩ تعریف

آنگاه باشد، مثبت حقیقͬ قسمت دارای x0 در XH مشخصۀ نماهای از برخͬ اگر که ͬ آید برم ٩ . ۴ قضیۀ از

قضیۀ از است، همیلتونͬ dx0XH ماتریس آنجایی که از است. x′ = XH(x) معادلۀ ناپایدار بحرانͬ نقطۀ x0

x0 در XH مشخصۀ نماهای همه که است این x0 تعادل ͷی پایداری برای لازم شرط که ͬ آید برم چنین ٩ . ١٣

ͬ دهیم. م ارائه پایداری برای کافͬ شرط ͷی اکنون باشند. ±iλn ،. . . ،±iλ1 با برابر مثلا́ ͬ باشند، موهوم کاملا́

مشخصۀ نماهای با H تعادل x0 کنید فرض .٩ . ٢٠ قضیه

±iλ1, . . . ,±iλn,

پایدار مجانبی نه اما پایدار بحرانͬ نقطۀ ͷی x0 آنگاه باشند، متمایز دو به دو و ناصفر |λn| ،. . . ،|λ1| اگر باشد.

است. x′ = XH(x) معادلۀ

که ͬ کنیم م فرض کلیت کاستن بدون برهان.

λ1 > . . . > λn > 0. (٩ . ١٢)

کنید فرض حال

w1, . . . , wn, w̄1, . . . , w̄n ∈ C2n \ {0},

باشند. B = Jd2x0
H ماتریس از −iλn ،. . . ،−iλ1 ،iλn ،. . . ،iλ1 ویژۀ مقادیر با متناظر ویژۀ بردارهای

ͬ نویسیم م

uj = Rewj , vj = Imwj .
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Bwj = iλjwj رابطۀ از و است R2n برای پایه ͷی vn ،. . . ،v1 ،un ،. . . ،u1 که کرد بررسͬ به راحتͬ ͬ توان م

داریم j = 1, . . . , n برای که ͬ شود م نتیجه

Buj = −λjvj , Bvj = λjuj (٩ . ١٣)

که ͬ کنیم م فرض بدون کاستن از کلیت، است). حقیقͬ B (زیرا

u∗jJvj = 1, j = 1, . . . , n. (١۴ . ٩)

داریم u, v ∈ R2n برای بͽیرید. درنظر C2n × C2n در را < u, v >= u∗Jv دوخطͬ تبدیل اکنون

< u, v >=< u, v >∗= v∗J∗u = −v∗Ju = − < v, u > . (١۵ . ٩)

ͬ آوریم م به دست ،u = v گرفتن با خاص، به طور

< uj , uj >=< vj , vj >= 0, j = 1, . . . , n. (١۶ . ٩)

ͬ شود م نتیجه (١۵ . ٩) و (١۴ . ٩) از علاوه براین،

< uj , vj >= − < vj , uj >= 1, j = 1, . . . , n. (٩ . ١٧)

داریم همچنین،

< Bwj , wk >= iλj < wj , wk >, (٩ . ١٨)

رابطۀ ،(٩ . ١١) از استفاده با و

< Bwj , wk >= w∗
jB

∗Jwk = −w∗
jJBwk = −iλk < wj , wk >, (٩ . ١٩)

ͬ آوریم. م به دست را
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ترتیب، بدین

i(λj + λk) < wj , wk >= 0,

ͬ گیریم م نتیجه λj + λk > 0 از و

< wj , wk >= 0, j, k = 1, . . . , n.

رابطۀ wk = uk + ivk و wj = uj + ivj جایͽزینͬ با

< uj , uk > +i < uj , vk > +i < vj , uk > − < vj , vk >= 0, (٩ . ٢٠)

ͬ آید. م به دست

،w̄j به جای wj جایͽزینͬ با (٩ . ١٩) و (٩ . ١٨) مانند

i(−λj + λk) < w̄j , wk >= 0, k = 1, . . . , n

،j ̸= k برای ازاین رو، و < w̄j , wk >= 0 ،j ̸= k برای که ͬ شود م نتیجه (٩ . ١٢) از بنابراین، ͬ آید. م به دست

< uj , uk > +i < uj , vk > −i < vj , uk > + < vj , vk >= 0. (٩ . ٢١)

تساوی های ،(٩ . ٢١) و (٩ . ٢٠) کردن کم و اضافه با

< uj , uk > +i < uj , vk >= 0,

و

i < vj , uk > − < vj , vk >= 0,

رابطۀ ،j ̸= k برای درنهایت موهومͬ، و حقیقͬ قسمت های برداشتن با ͬ آید. م به دست j ̸= k برای

< uj , uk >=< uj , vk >=< vj , uk >=< vj , vk >= 0, (٩ . ٢٢)



همیلتون٣١۵ͬ دستگاه های

ͬ آید. م به دست

،un ،. . . ،u1 ستون های با C ماتریس که ͬ شود م نتیجه (٩ . ٢٢) و (٩ . ١٧) ،(١۶ . ٩) تساوی  های از

در vn ،. . . ،v1

C∗JC = J,

داریم ،(٩ . ١٣) رابطۀ از علاوه براین، است. متعارف ماتریس ͷی C به عبارت دیͽر، ͬ کند. م صدق

C−1BC =


λ1

λn
−λ1

−λn

 ,

بنابراین، و

C∗JBC = JC−1BC = −


λ1

λn
λ1

λn

 .

تابع به توی را H همیلتونͬ x− x0 = Cy متغیر تغییر درنتیجه،

y 7→ H(x0) +
1

2
(Cy)∗d2x0

HCy + o(||y||2)

= H(x0)−
1

2
y∗C∗JBCy + o(||y||2)

= H(x0)−
1

2
y∗JC−1BCy + o(||y||2)

= H(x0) +
1

2

n∑
j=1

λj(q̄
2
j + p̄2j ) + o(||y||2),

٩ . ١٧ قضیۀ اثبات مانند را مطلوب نتیجۀ ͬ توان م اکنون ͬ کند. م تبدیل y = (q̄1, . . . , q̄n, p̄1, . . . , p̄n) که

آورد. به دست
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زاویه‐کنش مختصات و انتگرال پذیری ۴ . ٩

ͬ ها همیلتون از کلاسͬ بخش، این در آید. به دست صریح به طور ͬ تواند م به ندرت همیلتونͬ دستگاه ͷی جواب های

C2 کلاس از همیلتونͬ ͷی H : R2n → R کنید فرض دارد. وجود آنها برای امͺان این که ͬ گیریم م درنظر را

باشد.

به طوری که باشد داشته وجود (θ, I) ∈ Tn × Rn متغیرهای به  توی متعارف تبدیل ͷی اگر .٩ . ٢١ تعریف

نامیده زاویه‐کنش مختصات ،(θ, I) متغیرهای آنگاه نوشت، H(q, p) = h(I) شͺل به بتوان را H همیلتونͬ

ͬ شوند. م

شͺل به ͬ توان م را همیلتونͬ دستگاه زاویه‐کنش، مختصات در

θ′ = w(I), I ′ = 0,

توسط صریح به طور جواب ها این رو، از .w(I) = ▽h(I) که نوشت

θ(t) = θ0 + tw(I0), I(t) = I0,

.I0 = I(0) و θ0 = θ(0) که ͬ شود م داده

همیلتونͬ .٩ . ٢٢ مثال

H(q, p) =
1

2

n∑
j=1

λj(q
2
j + p2j ), λj ∈ R \ {0}, (٩ . ٢٣)

تبدیل اعمال با ͬ توان م بͽیرید. درنظر را

qj =
√

2Ij cos θj , pj = −
√

2Ij sin θj , j = 1, . . . , n,

(qj , pj) 7→ (θj , Ij) مشتق زیرا است، متعارف تبدیل این ،۵ . ٩ مثال در یافت. انتقال زاویه‐کنش مختصات به

H̃(θ, I) = H(q, p) همیلتونͬ (θ, I) جدید مختصات در است. j = 1, . . . , n برای ١ دترمینان دارای
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توسط

H̃(θ, I) =

n∑
j=1

λjIj ,

به صورت متناطر، همیلتونͬ دستگاه ͬ شود. م داده

I ′j = 0, θ′j = λj , j = 1, . . . , n,

است.

ͬ ها همیلتون از دسته ای بااین حال، نوشت. زاویه‐کنش مختصات در ͬ توان نم را همیلتونͬ ͷی کلͬ، به طور

برای موضعͬ به صورت که ͬ گویند، م لیوویل) معنای به انتگرال پذیر (یا انتگرال پذیر کاملا́ آنها به که دارند وجود

که ͬ دهیم م توضیح H : R2n → R همیلتونͬ ͷی برای دقیق تر، به طور دارد. وجود زاویه‐کنش مختصات آنها

ͬ کنند، م برآورده U ⊂ R2n مجموعۀ ͷی در را خاصͬ ͬ های ویژگ که Fn ،. . . ،F1 انتگرال  n وجود چͽونه

به صورت تراز مجموعه هر در جواب ها ساختار و دارند موضعͬ زاویه‐کنش مختصات وجود مهمͬ درمورد نتایج

Mc = {x ∈ U : Fj(x) = cj , j = 1, . . . , n}, (٢۴ . ٩)

ͬ کنیم. م معرفͬ را مفهوم چند ابتدا .c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn که است

آنها ͬ گوییم م F1, . . . , Fn : R2n → R داده شده دیفرانسیل پذیر تابع n برای .٩ . ٢٣ تعریف

خطͬ به صورت x ∈ U هر برای ▽Fn(x) ،. . . ،▽F1(x) هرگاه هستند مستقل U ⊂ R2n در (الف)

باشند. مستقل

.{Fi, Fj} = 0 باشیم داشته i, j = 1, . . . , n هر برای U در هرگاه هستند بازگشتͬ U ⊂ R2n در (ب)

ͬ کنیم. م معرفͬ را کامل ͬͽپارچͺی مفهوم همچنین،

U ⊂ R2n مجموعه ͷی در لیوویل) معنای به انتگرال پذیر (یا انتگرال پذیر کاملا́ H همیلتونͬ .٢۴ . ٩ تعریف

U مجموعۀ ͷی در و بوده مستقل که باشد داشته وجود (۶ . ٩) معادلۀ از Fn ،. . . ،F1 انتگرال n هرگاه است

باشد. بازگشتͬ
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که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ بͽیرید. درنظر را (٩ . ٢٣) در H همیلتونͬ .(٩ . ٢٢ مثال (ادامۀ .٢۵ . ٩ مثال

توابع

Hj(q, p) = λj(q
2
j + p2j )/2

است. انتگرال پذیر Hکاملا́ همیلتونͬ ازاین رو، هستند. بازگشتͬ R2n در و مستقل، انتگرال، j = 1, . . . , n برای

زاویه ای تکانۀ و (۴ . ٩) در H همیلتونͬ .(٩ . ٣ مثال (ادامۀ .٢۶ . ٩ مثال

L(q, p) = q1p2 − q2p1, (٢۵ . ٩)

ͬ شود م استنباط چنین (۵ . ٩) از درواقع، است. انتگرال ͷی L که کرد بررسͬ ͬ توان م به راحتͬ بͽیرید. درنظر را

آنگاه باشد، جواب ͷی x(t) = (q(t), p(t)) اگر که

d

dt
L(x(t)) = q′1p2 + q1p

′
2 − q′2p1 − q2p

′
1

= p1p2 − q1
µq2
||q||3

− p2p1 + q2
µq1
||q||3

= 0.

ͬ کنیم م مشاهده اول، ویژگͬ برای .{H, L} = 0 و هستند مستقل مبدأ از خارج L Hو انتگرال های علاوه براین،

که

▽H =

(
p,

µq1
||q||3

)
, ▽L = (p2, −p1, −q2, q1).

توجه دوم، خاصیت برای هستند. مستقل خطͬ به صورت مبدأ از خارج ▽L و ▽H و ▽H.▽L = 0 ازاین رو،

که ͬ کنیم م

{H, L} =
∂H

∂q1
.
∂L

∂p1
+
∂H

∂q2
.
∂L

∂p1
− ∂H

∂p1
.
∂L

∂q1
− ∂H

∂p2
.
∂L

∂q2

=
µq1
||q||3

(−q2) +
µq2
||q||3

q1 − p1p2 − p2(−p1) = 0.

است. انتگرال پذیر کاملا́ مبدأ از خارج (۴ . ٩) در همیلتونͬ این رو، از
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چنبره ببینید). را [١٩] مثال، برای جزئیات، (برای ͬ کنیم م فرمول بندی اثبات بدون را زیر مهم نتیجه اکنون

ͬ دهیم. م نشان Tn = Rn/Zn با را n‐بعدی

انتگرال پذیر کاملا́ U ⊂ R2n باز مجموعۀ ͷی در که H همیلتونͬ ͷی برای (لیوویل‐آرنولد). .٩ . ٢٧ قضیه

هستند. بازگشتͬ U در و مستقل که باشند (۶ . ٩) معادلۀ انتگرال های F1, . . . , Fn : U → R کنید فرض است،

دراین صورت

x′ = XFi
(x) معادلات جواب های تحت که است n‐بعدی خمینۀ ͷی (٢۴ . ٩) Mcدر مجموعۀ هر (الف)

ناورداست. i = 1, . . . , n برای

Mc از همبند مؤلفۀ هر آنگاه باشند، R حداکثر بازه دارای Mc در معادلات این جواب های همۀ اگر (ب)

ͬͽهمسای ͷی در زاویه‐کنش مختصات و است Tk×Rn−k با ͷدیفیومورفی 0 ≤ k ≤ n از بعضͬ برای

مسیرهای Mc در x′ = XH(x) معادلۀ جواب های این، علاوه بر دارد؛ وجود Mc از

t 7→ (φ0 + tw mod1, y0 + tν),

.ν = ν(c) ∈ Rn−k و w = w(c) ∈ Rk که ͬ کنند م القا Tk × Rn−k در را

ͬ گیریم. م درنظر R2 در مثالͬ ابتدا

که است انتگرال پذیر کاملا́ (q0, 0) ∈ R2 نقطۀ هر از ͬͽهمسای ͷی در (٩ . ٢) در H همیلتونͬ .٩ . ٢٨ مثال

ͷی در متغیر تغییر حد در ،(١۶ . ٩ (قضیۀ مورس لم با علاوه براین، است. U از اکید موضعͬ مینیمم ͷی q0

قضیۀ در n = k = 1 گرفتن به دلیل این هستند. دایره (٢۴ . ٩) در Mc تراز مجموعه های (q0, 0) ͬͽهمسای

ͬ شوند. م ͷدیفیومورفی T1 = S1 چنبره با Mc مجموعه های دراین صورت که است، ٩ . ٢٧

رخ ٩ . ٢٧ قضیۀ در تراز مجموعه های به تجزیه در ͬ تواند م که را ͬ هایی پیچیدگ که ͬ کنیم م ارائه مثالͬ اکنون

ͬ کنیم. م حذف را آنها حدی تا ما بنابراین و است، کتاب محدودۀ از خارج جزئیات ͬ دهد. م نشان دهد،
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با بͽیرید. درنظر را (٢۵ . ٩) در L زاویه ای تکانۀ و (۴ . ٩) در را H همیلتونͬ .(٢۶ . ٩ مثال (ادامۀ .٩ . ٢٩ مثال

متعارف تبدیل

r =
√
q21 + q22 , θ = arctan

q2
q1
, pr =

q1p1 + q2p2√
q21 + q22

, pθ = q1p2 − q2p1,

نوشت ͬ توان م

H =
1

2

(
p2r +

p2θ
r2

)
− µ

r
, L = pθ.

به صورت ͬ توان م را همیلتونͬ دستگاه اكنون

r′ =
∂H

∂pr
, θ′ =

∂H

∂pθ
, p′r = −∂H

∂r
, p′θ = −∂H

∂θ
,

به عبارت دیͽر نوشت.
r′ = pr,
θ′ = pθ/r

2

p′r = −p2θ/r3 + µ/r2,
p′θ = 0.

تراز مجموعه های F2 = L و F1 = H انتگرال های برای

Mc = {(r, θ, pr, pθ) ∈ R+ × S1 × R2 : H(r, pr, pθ) = a, pθ = b}

=

{
(r, θ, pr, b) ∈ R+ × S1 × R2 :

1

2

(
p2r +

b2

r2

)
− µ

r
= a

}
,

موجود جواب آن در که (r, θ) متغیرهای با ناحیه ،p2r+b2/r2 ≥ 0 ازآنجایی که .c = (a, b) که ͬ آید م به دست

به صورت است

Ra = {(r, θ) ∈ R+ × S1 :
µ

r
≥ −a},

که داد نشان ͬ توان م ،B و A بین دیفیومورفیسم وجود دادن نشان برای A ≈ B نماد از استفاده با ͬ شود. م داده

Ra؛ ≈ (−µ/a, +∞)× S1 ،a > 0 برای و Ra = ∅ ،a ≤ 0 برای آنگاه ،µ < 0 اگر (الف)

Ra؛ ≈ R+ × S1 ،a ≥ 0 برای و Ra = ∅ ،a < 0 برای آنگاه ،µ = 0 اگر (ب)
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اکنون .Ra ≈ (0, −µ/a)×S1 ،a < 0 برای و Ra ≈ R+ ×S1 ،a ≥ 0 برای آنگاه ،µ > 0 اگر (ج)

Sa =
∪

(r, θ)∈Ra

Ia(r, θ),

که ͬ کنیم م تعریف را

Ia(r, θ) =
{
(r, θ, pr, pθ) ∈ R+ × S1 × R2 : p2r + p2θ/r

2 = 2
(µ
r
+ a

)}
.

Ra بیرون در یا مرز در درون، در (r, θ) اگر است، تهͬ مجموعۀ یا نقطه ͷی بیضͬ، ͷی Ia(r, θ) مجموعه

که: داد نشان ͬ توان م باشد.

Sa؛ ≈ S3 \ (S1 ∪ S1) ،a ≥ 0 برای و Sa ≈ S3 \ S1 ،a < 0 برای آنگاه ،µ > 0 اگر (الف)

Sa؛ ≈ S3 \ (S1 ∪ S1) ،a ≥ 0 برای و Sa = ∅ ،a < 0 برای آنگاه ،µ = 0 اگر (ب)

.Sa ≈ S3 \ S1 ،a > 0 برای و Sa = ∅ ،a ≤ 0 برای آنگاه ،µ < 0 اگر (ج)

گرفتن درنظر با

Mc = Sa ∩ (R+ × S1 × R× {b}),

کرد. توصیف دیفيومورفیسم ͷی حد تا را تراز مجموعه های ͬ توان م

Mc تراز مجموعه های که ͬ دهد م رخ زمانͬ (٩ . ٢٧ (قضیۀ لیوویل‐آرنولد قضیۀ از جالب خاص مورد ͷی

نیست). فشرده Rm (زیرا است Tn چنبرۀ با ͷدیفیومورفی Mc همبند مؤلفۀ هر مورد، این در باشند. فشرده

ماکسیمم بازۀ دارای x′ = XFi(x) معادلات جواب که کنیم فرض ٩ . ٢٧ قضیۀ همانند نیست لازم علاوه براین،

ͬ کنیم. م معرفͬ را زیر مفهوم زمینه این در ͬ شود. م برآورده خودکار به طور ویژگͬ این زیرا است، R

با که Mc تراز سطح ͷی با ͷدیفيومورفی Tn چنبره ͷی در مسیرها .٩ . ٣٠ تعریف

t 7→ (α1 + tw1, . . . , αn + twn) mod 1, (٢۶ . ٩)

غیررزونانسͬ w بردار ͬ شوند. م نامیده w = (w1, . . . , wn) فرکانس بردار با تناوبی شبه مسیرهای ͬ شود، م داده

.< k, w > ̸= 0 ،k ∈ Zn \ {0} هر برای هرگاه ͬ شود م نامیده
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ͬ شود. م حاصل به راحتͬ زیر نتیجۀ

یك با ͷدیفیومورفی Mc تراز سطح هر برای باشد. انتگرال پذیر کاملا́ همیلتونͬ ͷی H كنید فرض .٩ . ٣١ قضیه

است. چͽال چنبرۀ در (٢۶ . ٩) در مسیر هر آنگاه باشد، رزونانس غیر w اگر ،Tn چنبرۀ

KAM قضیۀ ۵ . ٩

دستگاه های از بسیاری نمونه های هم هنوز هستند، نادر نسبتاً انتگرال پذیر کاملا́ همیلتونͬ دستگاه های اگرچه

زاویه‐كنش مختصات از استفاده با و h(I) شͺل به ͬ ها همیلتون ͷکوچ اختلالات با که دارد وجود همیلتونͬ

تعامل گرفتن درنظر بدون که ͬ شود م ارائه شمسͬ منظومۀ در سیارات حرکت با عینͬ مثال ͷی ͬ آیند. م به دست

انتگرال پذیر کاملا́ آخر، دستگاه این است. ͷنزدی حرکت مسئله به سیاره) هر و خورشید بین فقط (و سیارات بین

کنید). مراجعه ٢۶ . ٩ و ٩ . ٣ مثال های (به است شده تشͺیل دو‐جسم مسئله چندین از زیرا است،

ͷی اگر f : R → R تابع برای که ͬ آوریم م به یاد کنیم. معرفͬ را زیر مفهوم که است طبیعͬ كتاب این در

.g(ϵ) = O(ϵ) ͬ نویسیم م آنگاه ،|g(ϵ)| ≤ C|ϵ| ،ϵ ∈ R هر برای به طوری که باشد، داشته وجود C > 0 ثابت

بعضͬ برای (θ, I) ∈ Tn × G با Hϵ = Hϵ(θ, I) ͬ های همیلتون از پارامتری خانواده ͷی .٩ . ٣٢ تعریف

شͺل به صفر از ͬͽهمسای یك در ϵ ∈ R هر برای اگر که ͬ شود م گفته انتگرال پذیر تقریباً ،G ⊂ Rn

Hϵ(θ, I) = h(I) + fϵ(θ, I), fϵ(θ, I) = O(ϵ), (٩ . ٢٧)

باشد.

Hϵ توسط تعریف شده همیلتونͬ دستگاه باشد. ͬ ها همیلتون از انتگرال پذیر تقریباً خانوادۀ ͷی Hϵ كنید فرض

به صورت

θ′ = w(I) +
∂fϵ
∂I

(θ, I), I ′ = −∂fϵ
∂θ

(θ, I),
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هستند. ناوردا I ∈ G با TI = Tn × {I} n‐بعدی چنبره های همه ϵ = 0 برای .w(I) = ▽h(I) كه است

،I ∈ G برای که ͬ کنیم م فرض ما حال

det d2Ih ̸= 0. (٩ . ٢٨)

TI چنبره های همۀ ازاین رو، و است موضعͬ ديفيومورفیسم ͷی I 7→ w(I) تبدیل که ͬ کند م تضمین شرط این

جزئیات، (برای داریم را زیر اساسͬ نتیجه کرد. پارامتری موضعͬ) (به صورت w(I) بردار مؤلفه های با ͬ توان م را

ببینید). را [٢٢] مثال، برای

(٩ . ٢٨) و (٩ . ٢٧) در صادق TI ×G در تحلیلͬ همیلتونͬ ͷی Hϵ کنید فرض .( KAM (قضیۀ .٩ . ٣٣ قضیه

چنبره هر برای آنگاه ،|ϵ| ≤ ϵ0 اگر به طوری که دارد وجود ϵ0 = O(γ2) ،γ > 0 و τ > n − 1 برای باشد.

با TI = Tn × {I}

| ⟨k, w(I)⟩ | ≥ γ

||k||τ
, k ∈ Zn \ {0},

فاصله حداکثر به طوری که باشد، داشته وجود w(I) فرکانس بردار همان با ،Hϵ همیلتونͬ از TϵI ناوردا چنبره ͷی

TϵI چنبره ها پوشش تحت مجموعه های از Tn×G در مͺمل حجم علاوه براین، باشد. O(ϵ/γ) برابر TI از TϵI

است. O(γ) برابر

از بسیاری آنگاه باشد، ͷکوچ به اندازۀکافͬ ϵ اگر ،(٩ . ٢٨) در ناتبهͽونͬ شرایط تحت که ͬ گوید م ٩ . ٣٣ قضیۀ

n = 2 برای ͬ شوند. م حفظ یافته اختلال دستگاه در ͷکوچ شͺل تغییر ͷی حد در n‐بعدی ناوردای چنبره های

(که چنبره ها زیرا است، کران دار مسیرهای دارای یافته اختلال دستگاه که گرفت نتیجه ٩ . ٣٣ قضیۀ از ͬ توان م

درحالت کلͬ ،n ≥ 3 برای جردن). خم قضیۀ (توسط ͬ کنند م جدا را فاز فضای هستند) بسته خم های دراین مورد

نباشد. برقرار است ممͺن ویژگͬ این
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تمرین ها

دیفرانسیل پذیر توابع برای اگر فقط و اگر است متعارف φ دیفرانسیل پذیر تبدیل ͷی که دهید نشان .٩ . ١ تمرین

،G و F

{F ◦ φ, G ◦ φ} = {F, G} ◦ φ.

کنید استفاده (٢ . ١٠ (قضیۀ لیوویل فرمول از همیلتونͬ، دستگاه ͷی توسط تعریف شده φt شار برای .٩ . ٢ تمرین

det dxφt = 1 که دهید نشان تا

دهید نشان .٩ . ٣ تمرین

trB؛ = 0 آنگاه باشد، همیلتونͬ ماتریس ͷی B اگر (الف)

detA؛ = 1 آنگاه باشد، متعارف ماتریس ͷی A اگر (ب)

trB؛ = 0 اگر تنها و اگر است همیلتونͬ ماتریس ͷی B ،n = 1 برای (ج)

.detA = 1 اگر تنها و اگر است متعارف ماتریس ͷی A ،n = 1 برای (د)

است. آزادی درجۀ ͷی با همیلتونͬ دستگاه ͷی x′′ + sinx = 0 معادلۀ که کنید بررسͬ .۴ . ٩ تمرین

متناظر همیلتونͬ دستگاه به طوری که باشد C2 کلاس از همیلتونͬ ͷی H : R2n → R کنید فرض .۵ . ٩ تمرین

که دهید نشان کند. تعریف R2n در φt شار ͷی

ͬ ماند. م ثابت جواب ها طول در H (الف)

باز، مجموعۀ A ⊂ R2n آن در که µ(φt(A)) = µ(A) یعنͬ ͬ کند، م حفظ R2n در را حجم φt (ب)

ͬ دهد. م نشان R2n در را حجم µ و t ∈ R

ندارند. وجود مجانبی پایدار تناوبی جواب های یا مجانبی پایدار بحرانͬ نقاط (ج)

φt شار ͷی x′ = f(x) معادلۀ که کنید فرض ،C1 کلاس از f : Rn → Rn تابع ͷی برای .۶ . ٩ تمرین

،t ∈ R هر برای به طوری که دارد وجود A ⊂ Rn کراندار مجموعۀ ͷی و ͬ کند م تعریف Rn در حجم حافظ

.φt(A) = A



همیلتون٣٢۵ͬ دستگاه های

مجموعه های همه که دهید نشان ،U ⊂ A داده شدۀ ناتهͬ باز مجموعۀ برای (الف)

φ1(U), φ2(U), φ3(U), . . . ,

نیستند. مجزا جفت جفت

به طوری که دارد وجود n ∈ N و x ∈ U ͷی ،U ⊂ A ناتهͬ باز مجموعۀ هر برای که دهید نشان (ب)

.φ2n(x) ∈ U



کتاب نامه

[1] Abraham R., Marsden J. (1978). Foundations of Mechanics. Benjamin/Cummings.

[2] Amann H. (1990). Ordinary Differential Equations, Walter de Gruyter.

[3] Arnold V. (1989).Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer.

[4] Arnold V. (1992). Ordinary Differential Equations, Springer.

[5] Bhatia R. (1997).Matrix Analysis, Springer.

[6] Carr J. (1981). Applications of Centre Manifold Theory, Springer.

[7] Chicone C. (1999). Ordinary Differential Equations with Applications, Springer.

[8] Chow S. N., Hale J. (1982).Methods of Bifurcation Theory, Springer.

[9] Coddington E., Levinson N. (1955). Theory of Ordinary Differential Equations,
McGraw- Hill.

[10] Dieck T. (2008). Algebraic Topology, European Mathematical Society.

[11] Dubrovin B., Fomenko A., Novikov S. (1985).Modem Geometry - Methods and Appli-
cations: The Geometry and Topology of Manifolds, Springer.

[12] Guckenheimer J., Holmes P. (1983). Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and
Bifurcations of Vector Fields, Springer.

[13] Hale J. (1980). Ordinary Differential Equations, Robert E. Krieger.

[14] Hale J., Kogak H. (1991). Dynamics and Bifurcations, Springer.

[15] Hartman P. (2002). Ordinary Differential Equations, SIAM.

[16] Higham N. (2008). Functions of Matrices: Theory and Computation, SIAM.



کتاب نامه٣٢٧

[17] Hirsch M., Smale S. (1974). Differential Equations, Dynamical Systems, and Linear
Algebra, Academic Press.

[18] Irwin M. (1980). Smooth Dynamical Systems, Academic Press.

[19] Katok A., Hasselblatt B. (1995). Introduction to the Modem Theory of Dynamical Sys-
tems, Cambridge University Press.

[20] La Salle J., Lefschetz S. (1961). Stability by Liapunov’s Direct Method, With Applica-
tions, Academic Press.

[21] Milnor J. (1963).Morse Theory, Princeton University Press.

[22] Moser J. (1973). Stable and Random Motions in Dynamical Systems, Princeton Uni-
versity Press.

[23] Palis J., de Melo W. (1982). Geometric Theory of Dynamical Systems, Springer.

[24] Sanchez D. (1968). Ordinary Differential Equations and Stability Theory, Dover.

[25] Verhulst F. (1996).Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems, Springer.



فارسͬ به انگلیسͬ واژه نامه

A

action-angle coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنش ‐ زاویه مختصات

almost-integrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال پذیر تقریباً

Arzela-Ascoli theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرزلا‐آسͺولͬ قضیه

asymptotically stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی پایدار

attracting point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاذب. نقطۀ

autonomous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودگردان

B

bifurcation theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انشعاب. نظریۀ

flow box theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شار جعبه قضیۀ

Brouwer fixed-point theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآور ثابت نقطۀ قضیۀ

C



فارس٣٢٩ͬ به انگلیسͬ واژه نامه

canonical matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعارف ماتریس

canonical transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعارف تبدیل

center manifold theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی خمینۀ قضیۀ

characteristic exponent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه نمای

characteristic multipliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه مضارب

complete metric space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. ͷمتری فضای

completely integrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال پذیر کاملا́

conservative equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایستار معادلۀ

D

degrees of freedom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزادی. درجۀ

differentially conjugate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلͬ. مزدوج

E

equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل

exponential of a matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ͷی نمای

F

fiber contraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تار انقباض

fiber contraction theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تار انقباض قضیۀ



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٣٠معادلات

Floquet theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فلوکه قضیۀ

frequency vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرکانس بردار

fundamental solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ جواب های

G

global solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری. جواب

Grobman-Hartman theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروبمن‐هارتمن قضیۀ

Gronwall’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرونوال لم

fundamental theorem of algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر اساسͬ قضیۀ

H

Hadamard-Perron theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضیۀ هادامارد‐پرون.

Hamiltonian systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همیلتونͬ دستگاه های

heteroclinic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهتروکلینی

homoclinic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهموکلینی

homological equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسانͬ معادلات

homotopic paths . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهموتوپی مسیرهای

Hopf bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاف انشعاب

I



فارس٣٣١ͬ به انگلیسͬ واژه نامه

index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص

index theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص. نظریۀ

invariance of domain theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردایی. دامنۀ قضیۀ

invariant manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا خمینه های

involution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ

isolated critical point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها بحرانͬ نقطۀ

J

Jordan’s curve theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جردن خم قضیۀ

K

KAM theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KAM قضیه

L

line integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ انتگرال

linear variational equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ وردشͬ معادلۀ

linearly conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. مزدوج

Liouville-Arnold theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل‐آرنولد قضیۀ

Liouville’s formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل فرمول

locally Lipschitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیپشیتز موضعͬ به طور



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٣٢معادلات

M

monodromy matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مداری ماتریس

Morse’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مورس لم

N

nondegenerate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناتباهیده

nonresonant vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیررزونانسͬ بردار

normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال صورت

P

Peano theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پئانو قضیۀ

periodic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبی.

perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلالات

phase portrait . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاز تصویر

Picard-Lindelof theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیͺارد‐لیندف. قضیۀ

pitchfork bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چنگال انشعاب

Poincare-Bendixon theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ

Poisson bracket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون براکت

Q



فارس٣٣٣ͬ به انگلیسͬ واژه نامه

quasi-periodic trajectories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبی شبه مسیرهای

R

regular path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار مسیر

resonant vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشدید بردار

S

saddle-node bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گره‐زینͬ. انشعاب

saddle point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطۀ

semiorbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم مدار

singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین.

stable focus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار کانون

stable node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار گره

stable space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار فضای

T

topologically conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتوپولوژی مزدوج

transcritical bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرابحرانͬ انشعاب

transverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاطع



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٣۴معادلات

U

unstable focus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار کانون

unstable node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار. گره

unstable space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار فضای

V

variation of parameters formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها تغییر فرمول



انگلیسͬ به فارسͬ واژه نامه

الف

line integral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ انتگرال

perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اختلالات

pitchfork bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چنگال انشعاب

saddle-node bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گره‐زینͬ. انشعاب

transcritical bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرابحرانͬ انشعاب

Hopf bifurcation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هاف انشعاب

fiber contraction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تار انقباض

ب

involution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتͬ

Poisson bracket . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسون براکت

resonant vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تشدید بردار

frequency vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرکانس بردار

nonresonant vector . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیررزونانسͬ بردار

locally Lipschitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیپشیتز موضعͬ به طور



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٣۶معادلات

ت

canonical transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعارف تبدیل

phase portrait . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاز تصویر

equilibrium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل

almost-integrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال پذیر تقریباً

singular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین.

periodic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبی.

پ

asymptotically stable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجانبی پایدار

ج

global solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سراسری. جواب

fundamental solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اساسͬ جواب های

خ

invariant manifolds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردا خمینه های

autonomous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خودگردان

د

degrees of freedom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزادی. درجۀ

Hamiltonian systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همیلتونͬ دستگاه های

ش

index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص

ص

normal form . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال صورت



انگلیس٣٣٧ͬ به فارسͬ واژه نامه

ف

variation of parameters formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامترها تغییر فرمول

Liouville’s formula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل فرمول

stable space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار فضای

complete metric space. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل. ͷمتری فضای

unstable space . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار فضای

ق

transverse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاطع

Arzela-Ascoli theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آرزلا‐آسͺولͬ قضیه

fundamental theorem of algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر اساسͬ قضیۀ

fiber contraction theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تار انقباض قضیۀ

Peano theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پئانو قضیۀ

Poincare-Bendixon theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پوانکاره‐بندیͺسون قضیۀ

Picard-Lindelof theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیͺارد‐لیندف. قضیۀ

flow box theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شار جعبه قضیۀ

Jordan’s curve theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جردن خم قضیۀ

center manifold theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرکزی خمینۀ قضیۀ

invariance of domain theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناوردایی. دامنۀ قضیۀ

Floquet theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فلوکه قضیۀ

Grobman-Hartman theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروبمن‐هارتمن قضیۀ

Liouville-Arnold theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیوویل‐آرنولد قضیۀ

Brouwer fixed-point theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برآور ثابت نقطۀ قضیۀ



کیفͬ نظریه عادی: دیفرانسیل ٣٣٨معادلات

Hadamard-Perron theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قضیۀ هادامارد‐پرون.

KAM theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KAM قضیه

ک

stable focus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار کانون

unstable focus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار کانون

completely integrable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال پذیر کاملا́

گ

stable node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار گره

unstable node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایدار. گره

ل

Gronwall’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرونوال لم

Morse’s lemma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مورس لم

م

canonical matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متعارف ماتریس

monodromy matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مداری ماتریس

action-angle coordinate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنش ‐ زاویه مختصات

topologically conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتوپولوژی مزدوج

differentially conjugate. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیلͬ. مزدوج

linearly conjugate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ. مزدوج

regular path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموار مسیر خطͬ مزدوج

quasi-periodic trajectories . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تناوبی شبه مسیرهای

homotopic paths . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهموتوپی مسیرهای



انگلیس٣٣٩ͬ به فارسͬ واژه نامه

characteristic multipliers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه مضارب

homological equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همسانͬ معادلات

conservative equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایستار معادلۀ

linear variational equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ وردشͬ معادلۀ

ن

nondegenerate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناتباهیده

bifurcation theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انشعاب. نظریۀ

index theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شاخص. نظریۀ

isolated critical point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تنها بحرانͬ نقطۀ

attracting point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جاذب. نقطۀ

saddle point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زینͬ نقطۀ

characteristic exponent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه نمای

exponential of a matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ͷی نمای

semiorbit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیم مدار

ه

heteroclinic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهتروکلینی

homoclinic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷهموکلینی



نمایه

٢۵١ حدی، α‐مجموعۀ

٢۵١ حدی، ω‐مجموعۀ

‐قضیۀ

١٠٨ فلوکه،

انشعاب

٢۶٩ ، نظریۀ

٢٧۵ ، هاف‐

٢٧۵ ، چنگال‐

٢٧٣ ، گره‐زینͬ‐

٢٧٣ ، فرابحرانͬ‐

اساسͬ

٨٣ جواب،

٢۴٢ جبر، قضیۀ

۵٨ انتگرال،

۵٨ اول، انتگرال

٢٣٢ خطͬ، انتگرال

٣١۶ انتگرال پذیری،

٢٧٣ فرابحرانͬ، انشعاب

٢٧۵ هاف، انشعاب

٢٧۵ چنگال، انشعاب

٢٧٣ گره‐زینͬ، انشعاب

٢١ ،١۶ انقباض،

٢۴ تار‐،

اولیه

۶ شرط،

٧ ،٢ اولیه، مقدار با مسئلۀ

۴١ ،۴٠ ماکسیمال، بازۀ

٣٠٧ پواسون، براکت

بردار

٢٩٣ تشدید‐،

٣٢١ غیررزونانسͬ‐،



نمایه

٣٢١ فرکانس‐،

٧٠ میدان،

٢٩٣ تشدید، بردار

٣٢١ فرکانس، بردار

بسته

٢٣١ مسیر،

١٧ گوی،

پایدار مجانبی به طور

١۴۵ جواب،

تابع

١۵٧ ،١٣ لیپشیتز‐، موضعͬ به طور

١٠٧ تناوبی‐،

١۵٨ اکید‐، لیاپانوف

١۵٨ ،١۵٧ ،١۴٢ ، لیاپانوف‐

١٢ لیپشیتز‐،

١۵٧ ،١٣ لیپشیتز، موضعͬ به طور تابع

١۵٨ ،١۵٧ ،١۴٢ لیاپانوف، تابع

١۵٩ اکید، لیاپانوف تابع

١٢ لیپشیتز، تابع

٢۴ تار،

٣١٠ تعادل،

٣١٠ ناتباهیده‐،

٣١٠ ناتباهیده، تعادل

٣٢٢ همیلتونͬ، انتگرال پذیر تقریباً‐

تناوبی

١٠٧ تابع،

۵١ مدار،

توابع

٣١٧ بازگشتͬ،

٣١٧ مستقل‐،

٣١٧ مستقل، توابع

٧١ ،۴ ،٣ جواب،

۵١ سراسری،

٨٣ اساسͬ،

١۴٣ ناپایدار‐،

١۴٣ پایدار‐،

۵١ سراسری، جواب

جواب های

١٢٠ ،‐ ͬͺتوپولوژی مزدوج

١٢١ خطͬ‐، مزدوج

١٢١ ،‐ دیفرانسیلͬ مزدوج

خطͬ

٣٠٧ همیلتونͬ، دستگاه

١٢١ مزدوج،



٣۴٢

٨٠ معادلۀ،

٨۴ وردشͬ، معادلۀ

٢٣٢ ،۶٩ خم،

۶۶ خمینه،

خمینۀ

٢٧٨ مرکزی‐،

٢٠۵ ،٢٠١ ناوردا‐،

٢٧٨ ،٢٠۵ ناپایدار‐،

٢٧٨ ،٢٠۵ پایدار‐،

٣٠٢ آزادی، درجۀ

۶۶ مختصات، دستگاه

دنبالۀ

١٨ کوشͬ‐،

١٨ همͽرا‐،

١٩ ،١٨ کوشͬ، دنبالۀ

دیفرانسیل پذیر

۶۶ ساختار،

١٢١ مزدوج،

۶٨ نگاشت،

٢۴٣ ،٢٣٢ ،٢٣١ شاخص،

٢٣١ نظریۀ،

٩ شار،

۴٩ جعبه، قضیۀ

٩٠ جردن، متعارف صورت

٢٨٧ نرمال، صورت

فاز

٩٣ ،۵٢ ،۴٨ تصویر،

۴٨ فضا،

١۶ فاصله،

فرمول

١٠۴ ،١٠٣ پارامترها‐، تغییر

٨٧ لیوویل‐،

١٠٣ پارامتر، تغییر فرمول

٨٧ لیوویل، فرمول

٢٧۶ فضا،

٨١ جواب ها،

١٩ کامل‐، ͷمتری

١۶ ،‐ͷمتری

٢٧۶ مرکزی‐،

٢٧۶ ،١٧۴ ناپایدار‐،

٢٧۶ ،١٧۴ پایدار‐،

١۶ ،ͷمتری فضای

١٩ کامل، ͷمتری فضای



نمایه

٢۵٧ قاطع،

قضیۀ

٣٢٣ ،٣٢٢ -KAM،

۴۴ آرزلا‐آسͺولͬ‐،

٢۴ تار‐، انقباض

۴٩ شار‐، جعبۀ

٢٣٧ جردن‐، خم

٢٧٨ مرکزی، خمینۀ

١٨٧ ناوردایی‐، دامنه

٣١٩ لیوویل‐آرنولد‐،

٢۴١ براوئر‐، ثابت نقطۀ

٢٠۴ هادامارد‐پرون‐،

۴۶ پئانو‐،

٢۵٩ ،٢۵۶ پوانکاره‐بندیͺسون‐،

١٢ پیͺارد‐لیندف‐،

١٨٧ ،١٧۶ گروبمن‐هارتمن‐،

٣٢٣ ،٣٢٢ KAM، قضیۀ

۴۴ آرزلا‐آسͺولͬ، قضیۀ

٢٣٨ جردن، خم قضیۀ

٢٧٨ خمینه، قضیۀ

١٨٧ ناوردایی، دامنه قضیۀ

١٠٨ فلوکه، قضیۀ

٣١٩ لیوویل‐آرنولد، قضیۀ

٢۴١ براوئر، ثابت نقطۀ قضیۀ

۴۶ پئانو، قضیۀ

١٢ پیͺارد‐لیندف، قضیۀ

١٨٧ ،١٧۶ گروبمن‐هارتمن، قضیۀ

٢٠۴ قضیۀ هادامارد‐پرون،

لم

٣١٠ مورس،

٢٩ گرونوال،

٣١٠ مورس، لم

٢٩ گرونوال، لم

مؤلفۀ

٢٣٨ همبند،

ماتریس

٣٠٧ متعارف‐،

١١٠ مداری‐،

١٢۴ هذلولوی‐،

٣٠٧ همیلتونͬ‐،

١١٠ مداری، ماتریس

متعارف

٣٠۴ تبدیل،

٣٠٨ ماتریس،



٣۴۴

مجموعۀ

٢۵١ α−حدی‐،

٢۵١ ω−حدی‐،

٢٧ ، فشرده

٢٣٨ ناهمبند،

٢٣٨ همبند،

٢۵٠ ناوردا،

٢٧ ، فشرده مجموعۀ

٢٣٨ ناهمبند، مجموعۀ

٣١۶ زاویه‐کنش، مختصات

٢۵٠ ،۴٩ مدار،

۵١ تناوبی‐،

۵١ ،‐ͷهتروکلینی

۵١ ،‐ͷهموکلینی

۵١ ،ͷهتروکلینی مدار

۵١ ،ͷهموکلینی مدار

١٠٢ مرکز،

٢٧۶ فضا،

مرکزی

٢٧٨ خمینۀ،

٢٧٨ خمینۀ، قضیۀ

مزدوج

١٧٣ ،١٢۴ ،١٢٠ ،‐ͬͺتوپولوژی

١٢١ خطͬ‐،

١٢١ دیفرانسیلͬ‐،

١٧٣ ،١٢۴ ،١٢٠ ،ͬͺتوپولوژی مزدوج

مسیر

٢٣٢ بسته‐،

٢٣٢ هموار‐،

٢٣٢ هموار، مسیر

٣٢١ تناوبی، شبه مسیرهای

٢٣۵ ،ͷهوموتوپی مسیرهای

مشخصه

١١٠ مضارب،

١١٠ نما،

معادلۀ

١۴٩ ، پایدار‐ مجانبی به طور

٨٠ خطͬ‐،

٢ خودگردان‐،

٨٠ غیرخودگردان،

١٠۴ غیرهمͽن‐،

١۴٩ ناپایدار‐،

٢٩٠ همسانͬ‐،

١٠۴ همͽن‐،



نمایه

٨۴ خطͬ‐، وردشͬ

١۴٩ پایدار‐،

۵٨ پایستار‐،

٢ خودگردان، معادلۀ

٢ دیفرانسیل، معادلۀ

۶۶ خمینه، روی

٨٠ غیرخودگردان، معادلۀ

٢٩٠ همسانͬ، معادلۀ

١٠۴ همͽن، معادلۀ

۵٨ پایستار، معادلۀ

١۶۴ ناپایداری، معیار

۶٨ بحرانͬ، مقدار

مماس

۶٩ بردار،

۶٩ فضا،

۶٩ کلاف،

ناوردا

٢٠۵ ،٢٠١ خمینۀ،

٢۵٠ مجموعۀ،

ناپایدار

١۴٣ جواب،

٢٧٨ خمینۀ،

٢٧۶ ،١٧۴ فضا،

١۴٩ معادلۀ،

١٠٢ کانون،

٩٨ ،٩۴ گره،

نظریۀ

٢٨٧ نرمال، صورت های

٢۴٩ پوانکاره‐بندیͺسون‐،

نقطۀ

۴٩ بحرانͬ‐،

٢٢ ثابت‐،

٢٣ جاذب‐،

۴٩ بحرانͬ، نقطۀ

٢۴٣ تنها‐،

١٨٧ ،١٧٣ هذلولوی‐،

٢۴٣ تنها، بحرانͬ نقطۀ

٢٢ ثابت، نقطۀ

٢٣ جاذب، نقطۀ

٩۵ زینͬ، نقطۀ

٨٨ نما،

۶۶ ، نمودار

١٧ نُرم،

نیم مدار



٣۴۶

٢۵٠ مثبت‐،

٢۵٠ منفͬ‐،

٢۵٠ مثبت، نیم مدار

٢۵٠ منفͬ، نیم مدار

هذلولوی

١٢۴ ماتریس،

١٨٧ ،١٧٣ بحرانͬ، نقطۀ

١٧٣ بودن، هذلولوی

٣٠١ همیلتونͬ،

٣٢٢ انتگرال پذیر، تقریباً

٣٠٢ دستگاه،

٣٢۴ ماتریس،

٣١٧ انتگرال پذیر، کاملا́

٣١٧ انتگرال پذیر، کاملا́ همیلتونͬ

٢٣۵ هوموتوپی،

۴۶ ،٢ جواب ها، وجود

پایدار

١۴٣ جواب،

٢٧٨ خمینۀ،

٢٧۶ ،١٧۴ فضا،

١۴٩ معادلۀ،

١٠٢ کانون،

٩٩ ،٩۵ ،٩۴ گره،

١۵٢ ،١۴٣ پایداری،

١۴۴ مجانبی‐،

١۵٩ معیار،

١۴٢ نظریۀ،

١۴۴ مجانبی، پایداری

پوانکاره‐بندیͺسون

٢۵٩ ،٢۵۶ قضیۀ،

٢۴٩ نظریۀ،

کانون

١٠٢ ناپایدار‐،

١٠٢ پایدار‐،

گره

٩٩ ،٩٨ ،٩۴ ناپایدار،

٩٩ ،٩۵ ،٩۴ پایدار،

گوی

١٧ بسته‐،

١٧ باز‐،

١٢ جواب ها، یͺتایی



University of Guilan Press 

 

 

 

 

Ordinary Differential Equations 
 Qualitative Theory 

 
 

 

 

 

By: 
           Luis Barreira, Claudia Valls                                

 

 

 

Translated by: 

Mozhgan Akbari Khoshkebijari, Ph.D                        

Sanaz Lamei, Ph.D                                                     

 


	پیشگفتار مترجمین 
	 پیشگفتار مؤلفین
	اول مفاهیم اولیه و معادلات خطی
	 معادلات دیفرانسیل عادی
	مفاهیم اولیه
	وجود و یکتایی جواب‌ها
	خواص بیشتر
	وجود جواب‌ها برای میدان‌های پیوسته
	تصاویر فاز
	معادلات روی خمینه‌ها
	تمرین‌ها

	معادلات خطی و مزدوج‌ها
	معادلات خطی غیر خودگردان
	معادلات با ضرایب ثابت
	فرمول تغییر پارامترها
	معادلات با ضرایب تناوبی
	مزدوج‌ها بین معادلات خطی
	تمرین‌ها


	دوم پایداری و هذلولوی بودن
	پایداری و توابع لیاپانوف 
	مفاهیم پایداری
	پایداری معادلات خطی
	پایداری تحت اختلال‌های غیر خطی
	توابع لیاپانوف 
	تمرین‌ها

	 هذلولوی بودن و مزدوج‌های توپولوژیکی 
	نقاط بحرانی هذلولوی
	قضیۀ گروبمن-هارتمن
	مزدوج‌های هولدر
	پایداری ساختاری
	تمرین‌ها

	وجود خمینه‌های ناوردا
	نمادهای پایه‌ای
	قضیۀ ‌هادامارد-پرون
	وجود خمینه‌های لیپشیتز ناوردا
	همواری خمینه‌های ناوردا
	تمرین‌ها


	سوم معادلات در صفحه
	نظریۀ شاخص
	شاخص میدان‌های برداری در صفحه
	کاربردهایی از مفهوم شاخص
	شاخص یک نقطۀ بحرانی تنها

	قضیۀ پوانكاره-بندیكسون
	مجموعه‌های حدی
	قضیۀ پوانكاره-بندیكسون


	چهارم موضوعات بیشتر
	انشعاب و خمینه‌های مرکزی
	معرفی نظریۀ انشعاب
	خمينه‌های مركزی و كاربردها
	 نظريۀ صورت‌های نرمال

	دستگاه‌های همیلتونی
	مفاهیم پایه‌ای
	دستگاه همیلتونی خطی
	پایداری تعادل‌ها
	انتگرال‌پذیری و مختصات زاویه-کنش
	قضیۀ KAM

	کتاب‌نامه
	واژه‌نامه انگلیسی به فارسی
	واژه‌نامه فارسی به انگلیسی
	نمایه 


