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مؤلف پیشΎفتار

دروس عناوین و فصل ها سر در تحول و تغییر و برنامه ریزی عالی شورای جدید تصمیم با

آن بر ریاضی رشته ٢ آنالیز درس برای مناسب مرجع کمبود بهدلیل همچنین و ریاضی رشته

نظریه درس و درس این دانشجویان نیاز پاسخگوی که کتابی نگارش و بهتدوین تا شدم

مجبور کارشناسی دورۀ در دروس این تدریس برای عمدتاً بپردازم. باشد، کاربردها و اندازه

ترجمه کتب برخی یا تکمیلی تحصیلات دوره های پیشرفته تر کتاب های از مطالب انتخاب به

مختلف کتاب های از مطالبی مناسب جمع آوری کتاب این بوده ام. پراکنده بهصورت نشده

دانشجویان نیاز بهنحوی که است اندازه نظریه و دیفرانسیل هندسه چندمتغیره، آنالیز باب در

بر متنوع تمرین های و مثال ها نمونه ارائه با است شده کوشش مسیر این در دهد. پوشش را

گردد. افزوده مطالب تنوع و عمق

دیدگاه با خطی جبر از مطالبی به اول فصل در است. فصل ۶ بر مشتمل کتاب این

مورد بسیار بعدی فصل های در ماتریس  ها به مربوط مفاهیم که آنجا از می پردازیم. توپولوژی

مورد را آن ها فضای بر حاکم توپولوژی های و ماتریس ها فضای فصل این در است، نیاز

در مشتق بهمفهوم است کتاب قسمت بنیادی ترین که دوم فصل در می دهیم. قرار مطالعه
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متغیره چند ریاضیات بنیادین قضایای شامل سوم فصل می پردازیم. بالاتر بعد با فضاهای

قرار مطالعه مورد چهارم فصل در اقلیدسی فضاهای در متغیره چند انتگرال نظریه است.

تشکیل را ششم و پنجم فصل های بهترتیب دیفرانسیل فرم های و اندازه نظریه می گیرد.

می دهند.

دلیل به محض ریاضی ارشد کارشناس احدزاده ربابه خانم سرکار زحمات از پایان در

ویراستاری دلیل به محمدی سیدکریم آقای و دست نویس نسخۀ تایپ در صمیمانه همکاری

می نمایم. سپاسگزاری کتاب این صفحه آرایی و

یوسفی شمس مرضیه

گیلان دانشگاه ریاضی علوم دانشکده استادیار



مقدمه

ریاضیدانان کوانتومی و نیوتونی از اعم فیزیک در آن اساسی نقش و متغیره چند ریاضیات

توابع تحلیلی خواص بررسی است. کرده ترغیب شاخه این در تلاش و جو و جست به را

از است مربوط پیوستگی و حد و برد دامنه، تعیین چون بهمباحثی که آنجا تا چندمتغیره

را زمینه این در پاسخگویی توانایی مقدماتی ریاضیات و نیست دشوار چندان نظری لحاظ

با اساسی، مفهوم بهاین تعمیم بخشی به نیاز و مشتق بهمفهوم برخورد محض به اما داراست.

چند تابع یک مشتق مفهوم برای تعمیم طبیعی ترین شاید هستیم. مواجه جدی  مشکل یک

در عموماً که باشد آن پاره ای) (مشتق جزئی مشتق ابزار از استفاده مقدار، حقیقی متغیره

می دانیم، متغیره یک ریاضیات از که چنان اما می شود. پرداخته آن به مقدماتی ریاضیات

اگر اما می دهد. نتیجه را نقطه آن در تابع پیوستگی نقطه یک در تابع یک مشتق وجود

نشان ذیل مثال بدانیم، نقطه یک در تابع یک مشتق پذیری تعمیم را جزئی مشتقات وجود

نیست. مناسب تعمیم این که می دهد
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است ذیل تابع می گیرد قرار آزمایش مورد که تابعی

f(x, y) =


x۲y

x۲ + y۲ (x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰).

احتمال تنها بنابراین .∂f∂x (۰, ۰) = ۰ = ∂f
∂y (۰, ۰) است. صفر مبدا در f تابع جزئی مشتقات

اینکه به باتوجه اما است. افقی صفحه ی مبدأ در تابع نمودار بر مماس صفحه ی وجود برای

مماس نمی تواند افقی صفحه ی نمی گراید صفر به تابع نمودار شیب گوناگون راستاهای در

در تابع لذا و نیست موجود تابع نمودار این بر صفر در مماس صفحه ی هیچ واقع در باشد

نیست. مشتق پذیر صفر

موجود هم هستند جزئی مشتقات دارای که مشتق ناپذیر لذا و پیوسته غیر توابع از مثال

که همانگونه بود مشتق مفهوم برای مناسبی جایگزین دنبال به باید جهت این از است.

ارائه تصمیم این ارائه برای جدیدی دیدگاه دید، خواهید کتاب این مشتق پذیری فصل در

واقع در می کند. ایفا اساسی نقش مشتق برای ماتریسی و عملگری دیدگاه آن در که می شود
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R از خطی عملگرهای همه دانستن یکی با f : R −→ R تابع مشتق ماتریسی، دیدگاه در

نه را a نقطه ی در f تابع مشتق عبارتی به می شود. تعریف یک در یک ماتریس های با R به

(عملگر) تابع یک یا و یک در یک ماتریس یک بهعنوان بلکه حقیقی عدد یک بهعنوان

می گیریم. نظر در می برد f ′(a)h به را h که R به R از خطی



١ فصل

توپولوژی روی΋رد با ͳخط جبر

ͳخط عملΎرهای ١ . ١

ابزارهای مهمترین از خطی جبر می پردازیم. خطی جبر بر مختصری مطالعه به بخش این در

می کند. آسان را مطالعه و جبری دستگاه های مجردسازی که است جبری ساختارهای مطالعه

آن اعضای که E مانند مجموعه یک از است عبارت برداری فضای یک .١ . ١ . ١ تعریف

جمع را آن که عمل یک با همراه اسکالر، را آن اعضای که F مانند میدان یک بردار، را

مانند نگاشتی از است عبارت و می نامیم برداری

+ : E × E −→ E

(x, y) −→ x+ y,

مانند نگاشتی از است عبارت و می نامیم اسکالر ضرب را آن که عمل یک و

• : F× E −→ E



برداري آنالیز 2

(c, x) −→ cx,

باشند: صادق ذیل شرایط در که

.(x, y ∈ E) x+ y = y + x است؛ جابجایی جمع (الف)
.(x, y, z ∈ E)) (x+ y) + z = x+ (y + z) است؛ شرکت پذیر جمع (ب)

.x+ ۰ = x داریم x ∈ E هر برای بهطوری که است موجود E در ۰ مانند یکتا بردار (ج)
.x+(−x) = ۰ بهطوری که است Eموجود x−در مانند برداری ،x ∈ E بردار هر برای (د)

.۱x = x ،x ∈ E هر برای (ه)
.(c۱c۲)x = c۱(c۲x) ،F به متعلق c۲ و c۱ و x ∈ E هر برای (و)

.c(x+ y) = cx+ cy ،x, y ∈ E و c ∈ F هر برای (ز)
. (c۱ + c۲)x = c۱ + c۲x ،F به متعلق c۲و c۱ و x ∈ E هر برای (ح)

E به نباشد ابهام جای اگر و می دهیم نمایش (E, • ,+) با را برداری فضای صورت این در

می کنیم. اکتفا

و دلخواه میدان یک F اگر مثال بهعنوان

E = {(x۱, . . . , xn) | xi ∈ F},

اسکالر ضرب و جمع طبیعی اعمال با E آنگاه

(x۱, . . . , xn) + (y۱, . . . , yn) = (x۱ + y۱, . . . , xn + yn)

و

∀ c ∈ F c(x۱, . . . , xn) = (cx۱, . . . , cxn),

است. برداری فضای یک
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منظور است. برداری فضای یک F میدان روی m × n ماتریس های فضای همچنین

با m × n ماتریس های همۀ از است عبارت F میدان روی m × n ماتریس های فضای از

طبیعی اعمال صورت دراین می دهیم. نمایش Mm×n(F) با معمولا را آن که F از درایه های

می شود: گرفته نظر در برداری فضای اعمال بهعنوان زیر اسکالر ضرب و جمع

[xij ]m×n + [yij ]m×n = [xij + yij ]m×n ,

و

c[xij ]m×n = [cxij ]m×n .

و ناتهی S ⊆ E و F میدان روی برداری فضای یک E کنیم فرض .١ . ١ . ٢ تعریف

بردارهایی هرگاه است S اعضای از خطی ترکیب یک E از x بردار گوییم باشد. دلخواه

بهطوری که باشند موجود F از cn و . . . ،c۱ چون اسکالرهایی و S از xnو . . . ،x۱ چون

.x =
∑n

i=۱ αixi

مجموعۀ با E اگر باشد. دلخواه و ناتهی مجموعه یک S ⊂ R کنیم فرض .١ . ١ . ٣ تعریف

یا و مͳ کند تولید را E مجموعۀ S که گوییم باشد، برابر S اعضای خطی ترکیبات تمام

است. S تولید E اینکه

است. برداری فضای یک تولید، هر که است بدیهی

ناتهی مجموعۀ زیر باشد. F میدان روی برداری فضای یک E کنیم فرض .۴ . ١ . ١ تعریف

اسکالرهای و S از xn و . . . ،x۱ متمایز بردارهای هرگاه می نامیم خطی وابسته را E از S

بهطوریکه شوند، یافت F در نباشند صفر همگی cnکه و . . . ،c۱

c۱x۱ + · · ·+ cnxn = ۰ .

می شود. نامیده خطی مستقل نباشد، خطی وابسته که مجموعه ای
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باشد بردار r با خطی مستقل مجموعۀ یک شامل X برداری فضای اگر .۵ . ١ . ١ تعریف

r بعد دارای X که گوییم نباشد، شامل را بردار r + ۱ با خطی مستقل مجموعۀ هیچ ولی

.dimX = r می نویسیم و است

بهطور آن بعد است؛ برداری فضای یک باشد، شده تشکیل ۰ از تنها که مجموعه ای

می شود. تعریف صفر قراردادی

بهوسیلۀ X برداری فضای یک اگر است. مثبتی صحیح عدد r کنیم فرض .۶ . ١ . ١ قضیه

.dimX ≤ r آنگاه شود، تولید بردار r از مجموعه ای

مجموعۀ بهوسیله که دارد وجود X مانند برداری فضای یک نباشد، برقرار قضیه اگر برهان.

خطی مستقل مجموعۀ شامل حال عین در و می شود تولید بردار r از S۰ = {x۱, . . . , xr}

را Si مجموعه می کنیم فرض و ۱ ≤ i < r کنیم فرض است. Q = {y۱, . . . , yr+۱}

r − i بهعلاوۀ ۱ ≤ j ≤ i که yjهایی تمام شامل و می کند تولید را X که داریم به قسمی

خلف فرض همان i = ۰ حالت که می کنیم است(توجه xr−i, . . . , x۱ مثلا ،S۰ از عضو

بدون ،Q از اعضایی با S۰ از عضو i کردن جایگزین با Si دیگر .بهعبارت است( قضیه

در yi+۱ پس می کند تولید را X فضای Si چون می شود. حاصل کند تغییر آن تولید اینکه

ai+۱ = ۱ با ai+۱, . . . , a۱ و br−i, . . . , b۱ مانند اسکالر هایی بنابراین دارد. قرار Si تولید

که بهقسمی دارد، وجود

i+۱∑
j=۱

ajyj +

r−i∑
k=۱

bkxk = ۰ .

یک که باشند، ۰ نیز ajها تمام که می کند ایجاب Q استقلال باشند، ۰ ها bk تمام اگر

اعضای سایر از خطی ترکیب که است موجود چنان xk ∈ Si بنابراین است. تناقض

Si+۱ را باقیمانده مجموعۀ و می کنیم خارج Ti از را xk این است. Ti = Si ∪ {yi+۱}

بهاینترتیب S۰ از شروع با است. Si ویژگی های تمام داری Si+۱ دراینصورت می نامیم.
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شده تشکیل yrو . . . y۱ از Sr یعنی آن ها آخرین که می سازیم را Snو . . . S۱ مجموعه های

و است خطی مستقل Q ولی می کند. تولید را X که می دهد نشان ساختن نحوه و است

می کند. ثابت را قضیه تناقض این ندارد. جای Sr تولید در yr+۱ بنابراین

یک کند، تولید را X که X برداری فضای از خطی مستقل مجموعۀ یک .١ . ١ . ٧ تعریف

می شود. خوانده X پایۀ

می کند، تولید را X فضای B چون آنگاه باشد، X از پایه ای B = {x۱, . . . , xr} اگر

نمایش این بهعلاوه داد. نمایش x =
∑r

i=۱ cixi بهصورت می توان را x ∈ X هر

خطی استقلال آنگاه ،x =
∑r

i=۱ c
′
ixi و x =

∑r
i=۱ cixi اگر زیرا است منحصربهفرد

اعداد ،x =
∑r

i=۱ cixi نمایش در .ci = c′i ،i = ۱, . . . , r برای که می کند ایجاب B

می خوانیم. B پایۀ به نسبت x مختصات را crو . . . c۱

دراینصورت: dimX = n و است برداری فضای یک X کنیم فرض .١ . ١ . ٨ قضیه

مستقل E اگر فقط و اگر می کند، تولید را X فضای X بردار n از E مجموعۀ یک (الف)

باشد. خطی
است. شده تشکیل بردار n از X پایۀ هر و دارد پایه یک X (ب)

X آنگاه باشد، X در خطی مستقل مجموعه ای {y۱, . . . , yr} ،۱ ≤ r ≤ n اگر (پ)

است. {y۱, · · · , yr} شامل که دارد پایه ای

،y ∈ X هر برای ،dimX = n چون .E = {x۱, . . . , xn} کنیم فرض (الف) برهان.

تولید در y پس باشد خطی مستقل E اگر است. خطی وابسته {x۱, . . . , xn, y} مجموعه

می توان باشد خطی وابسته E اگر برعکس می کند. تولید را X فضای E یعنی دارد جای E

E ،۶ . ١ . ١ قضیه بر بنا پس برداریم. کند، تغییر آن تولید اینکه بدون را آن اعضای از یکی

می شود. ثابت (الف) و کند تولید را X نمی تواند
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بر بنا و است شامل را بردار n از خطی مستقل مجموعه ای پس dimX = n چون

بنا باشد، X پایه یک S اگر بهعلاوه است. X از پایه ای مجموعه ای چنین یک (الف)

۶ . ١ . ١ قضیه بر بنا طرفی از است، n + ۱ از کوچکتر S اعضای تعداد ۵ . ١ . ١ تعریف بر

دقیقاً S بردار های تعداد پس است. آن مساوی یا dimX = n از بزرگتر S اعضای تعداد

می کند. ثابت را (ب) این و است n برابر

باشد. X برای پایه ای {x۱, . . . , xn} می کنیم فرض (پ) اثبات برای

زیرا است خطی نامستقل و می کند تولید را X ،S = {y۱, . . . , yr, x۱, . . . , xn} مجموعه

ترکیب ها xi از یکی دیدیم، ۶ . ١ . ١ قضیه برهان در که بحثی بر بنا دارد. عضو n از بیش

عضو n با مجموعه ای به کنیم، تکرار مرتبه r را عمل این اگر است. S اعضای سایر از خطی

می باشد پایه یک پس است، خطی مستقل (الف) بر بنا که می کند تولید را X که می رسیم

است. {y۱, · · · , yr} شامل که

Rn فضای ساختار ١ . ٢

آن هندسۀ و ساختار به راجع تفصیل به کتاب این در که برداری فضاهای مهمترین از یکی

فضای توپولوژیکی و جبری ساختار به حاضر بخش در است. Rn فضای شد خواهد صحبت

می پردازیم. Rn

با می دهیم. نشان Rn با را {(x۱, . . . , xn) | xi ∈ R i = ۱, . . . , n} مجموعۀ

بهعبارتی است. برداری فضای یک Rn مؤلفه، به مؤلفه اسکالر ضرب و جمع طبیعی اعمال

می کنیم تعریف Rn به متعلق Y = (y۱, · · · , yn) و X = (x۱, · · · , xn) هر برای

X + Y = (x۱, . . . , xn) + (y۱, . . . , yn) = (x۱ + y۱, . . . , xn + yn)

و

∀k ∈ R k(x۱, . . . , xn) = (kx۱, . . . , kxn) .
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بهسادگی است. برداری فضای یک Rn بالا در شده معرفی اسکالر ضرب و جمع اعمال با

بردارهای که می شود دیده

ei = (۰, · · · ,

︷︸︸︷مکانi‐ام
۱ , . . . , ۰),

بعد با برداری فضای یک Rn لذا و می دهد تشکیل Rn برای پایه یک i = ۱, . . . , n برای

است. R روی n

کلی حالت در را آن ادامه در که است مجهز نیز دیگری ساختار به Rn این از بیش

می کنیم. ارائه Rn حالت در و تعریف

نگاشتی ،V مختلط برداری فضای روی عددی) (ضرب داخلی ضرب .١ . ٢ . ١ تعریف

چون

⟨ • , • ⟩ : V × V −→ C

C به متعلق λ هر و V به متعلق z و y ،x هر بهازای که بهگونه ای است

(۱) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,

(۲) ⟨λx, y⟩ = λ⟨x, y⟩,

(۳) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩,

(۴) ⟨x, x⟩ ≥ ۰.

می نامیم. داخلی ضرب فضای را (V, ⟨ • , • ⟩) زوج

می شود: تعریف زیر بهصورت Rn در داخلی ضرب تابع

⟨ • , • ⟩ : Rn × Rn −→ R

⟨x, y⟩ =
n∑

i=۱

xiyi .
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ضرب فضای یک Rn بهاینترتیب .y = (y۱, . . . , yn) و x = (x۱, . . . , xn) آن در که

است. داخلی

ابتدا بهاینمنظور می دهیم. قرار مطالعه مورد را Rn فضای توپولوژیک ساختار ادامه در

می کنیم. ارائه راستا این در را کلی و مهم تعریف های برخی

نرم یک از منظور صورت دراین باشد. برداری فضای یک E کنیم فرض .١ . ٢ . ٢ تعریف

تابع E روی

∥ • ∥ : E −→ [۰,∞)

می کند صدق ذیل خواص در که است

(۱) ∥x∥ ≥ ۰ , x ∈ E,

(۲) ∥x∥ = ۰ اگر تنها و اگر x = ۰ , x ∈ E,

(۳) ∥αx∥ = |α|∥x∥ , α ∈ R, x ∈ E,

(۴) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥.

می نامیم. نرم دار فضای یک را (E, ∥ • ∥) صورت این در

دهیم قرار است کافی است. متری فضای یک نرم دار فضای هر

d : E × E −→ [۰,∞)

(x, y) −→ ∥x− y∥ .

توپولوژیکی مفاهیم کلیه لذا می شود. واگذار خواننده به و است ساده حقیقت این بررسی

به است بامعنی نرم دار فضاهای در همگرایی و فشردگی بودن، بسته بازبودن، مفاهیم مانند

می کنیم. اشاره ذیل در نمونه هایی
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است: زیر مجموعه x ∈ E مرکز به و r شعاع به باز گوی یک از منظور

Br(x) = {y ∈ E | ∥x− y∥ < r}

بهصورت x ∈ E مرکز به و r شعاع به بسته گوی همچنین و

Br(x) = {y ∈ E | ∥x− y∥ ≤ r}

می شود. تعریف

هرگاه همگراست x ∈ E نقطۀ به {xn} ⊆ E گوییم

∀ε > ۰ , ∃N ∈ N , ∀n ≥ N , ∥xn − x∥ < ε .

. xn
∥ • ∥
−−→ x می نویسیم حالت این در

صفر به همگرا عددی دنباله یک {∥xn − x∥} اگر تنها و اگر ،xn
∥ • ∥
−−→ x واقع در

نیست. برقرار حکم این عکس و ∥xn∥ −→ ∥x∥ صورت این در وضوح به باشد.

نیز کتاب این بررسی مورد ساختارهای مهمترین از یکی بهعنوان Rn فضای .١ . ٢ . ٣ مثال

می کنیم: اشاره آن ها به ذیل موارد طی که است نرم انواع به مجهز

نمایش ∥ • ∥۲ با که است Rn فضای روی نرم طبیعی ترین .ͳاقلیدس نرم یا ٢‐نرم (الف)

می شود: تعریف زیر بهصورت و می دهیم

∥ • ∥۲ : Rn −→ [۰,∞)

(x۱, . . . , xn) −→

(
n∑

i=۱

|xi|۲
)۱

۲

.

داریم واقع در دارد. فضا این داخلی ضرب با نزدیکی ارتباط Rn فضای روی اقلیدسی نرم

⟨X,X⟩ = ∥X∥۲۲ ,
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می دهد. اقلیدسی نرم به خاصی ویژگی ارتباط این و

می کنیم. اشاره ٢‐نرم از خواصی به ذیل قضیه در

y = و x = (x۱, . . . , xn) کنید فرض شوارتس) کوشی‐ (نامساوی .۴ . ١ . ٢ قضیه

صورت دراین باشند. متعلق Rn به (y۱, . . . , yn)∣∣∣∣∣
n∑

i=۱

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤ ∥x∥۲ • ∥y∥۲ .

هر برای صورت این غیر در است. بدیهی تساوی باشند، هم از مضربی x, y اگر برهان.

بنابراین و λy − x ̸= ۰ ،λ ∈ R

۰ < ∥λx− y∥۲ =

n∑
i=۱

(λyi − xi)
۲

= λ۲
n∑

i=۱

(yi)
۲ − ۲λ

n∑
i=۱

xiyi +

n∑
i=۱

(xi)
۲

باشد. داشته منفی دلتای باید و است جواب بدون راست سمت دو درجه معادلۀ بنابراین

بنابراین

۴(
n∑

i=۱

xiyi)
۲ − ۴

n∑
i=۱

(xi)
۲

n∑
i−۱

(yi)
۲ < ۰,

است. مطلوب حکم همان این و

می دهیم نمایش ∥ • ∥۱ با را آن که کرد تعریف Rn روی می توان دیگری نرم ١‐نرم. (ب)

می کنیم. تعریف زیر بهصورت و

∥ • ∥۱ : Rn −→ [۰,∞)

(x۱, . . . , xn) −→
∑n

i=۱ |xi|.
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بهصورت که نرمی ∞‐نرم. (ج)

∥ • ∥∞ : Rn −→ [۰,∞)

(x۱, ..., xn) −→ max{|x۱|, . . . , |xn|},

می نامیم. Rn روی ∞‐نرم یا بی نهایت‐نرم را می شود تعریف

تعریف با نرم تابع p‐نرم. (د)

∥ • ∥p : Rn −→ [۰,∞)

(x۱, ..., xn) −→ (
∑n

i=۱ |xi|p)
۱
p ,

.۱ < p < ∞ آن در که می نامیم Rn روی p‐نرم یک را

برای است. ساده ∞‐نرم و ١‐نرم و ٢‐نرم موارد در بالا نگاشت های بودن نرم بررسی

اغلب در کرد. مراجعه حقیقی آنالیز پیشترفته تر کتاب های به می توان p‐نرم نرم بودن بررسی

می دهند. نمایش ℓnp (R) با را ۱ ≤ p ≤ ∞ برای
(
Rn, ∥ • ∥p

)
پیشرفته تر کتاب های

است برقرار زیر رابطه های که می شود دیده بهسادگی

۱√
n
∥ • ∥۱ ≤ ∥ • ∥۲ ≤ ∥ • ∥۱ ,

∥ • ∥∞ ≤ ∥ • ∥۲ ≤
√
n∥ • ∥∞ ,

∥ • ∥∞ ≤ ∥ • ∥۱ ≤ n∥ • ∥∞ .

می پردازیم. آن به بیشتر ذیل در و می کند تحمیل Rn بر ویژه ای خواص بالا روابط

صورت این در باشند نرم دار فضای دو
(
E, ∥ • ∥′

)
و (E, ∥ • ∥) کنیم فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف

هرگاه هستند، معادل هم با E روی ∥ • ∥′ و ∥ • ∥ گوییم

∃K,M > ۰ , K∥ • ∥′ ≤ ∥ • ∥ ≤ M∥ • ∥′.
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توپولوژیکی خواص کلیه که می کند ایجاب را حکم این نرم ها بودن معادل رابطه وضوح به

زیرا باشند. معادل هم با نرم دار فضای دو در ... و همگرایی بودن، بسته بودن، باز مانند

فضای صفر مرکز به واحد گوی و B۱(۰) با را (E, ∥ • ∥) فضای صفر مرکز به واحد گوی اگر

آنگاه، دهیم نمایش B′
۱(۰) با را

(
E, ∥ • ∥′

)
· · · ⊆ B۱(۰) = {x ∈ E | ∥x∥ ≤ ۱} ⊆ B′

۱
K
(۰) =

{
x ∈ E | ∥x∥′ < ۱

K

}
⊆
{
x ∈ E | ∥x∥ <

M

K

}
= BM

K
(۰) ⊆ · · ·

توپولوژی می شود موجب نتیجه در و بوده تو در تو نرم دار فضای دو در گوی ها تمامی لذا

باقی یکسان توپولوژیکی خواص تمامی لذا باشند. منطبق هم بر ∥ • ∥′ و ∥ • ∥ از حاصل

می ماند.

عبارت که است Cn فضای گیرد قرار بحث مورد می تواند که دیگری برداری فضای

از است

Cn = {(z۱, . . . , zn) | zi ∈ C, i = ۱, . . . , n} .

می کنند. تبدیل نرم دار فضای یک به نیز را Cn شد، معرفی بالا در Rn روی که نرم هایی کلیه

۱ ≤ p ≤ ∞ برای
(
Cn, ∥ • ∥p

)
نرم دار فضای نمایش برای پیشرفته  کتاب های اغلب در

می شود. استفاده ℓnp نماد از

همگرا دنباله یک {xn}∞n=۱ ⊆ Ck اگر که داد نشان می توان ساده تمرین یک بهعنوان

xin −→ xi دنباله i = ۱, . . . , k هر برای آنگاه باشد بالا) شده معرفی (نرم ٢‐نرم در x به

برعکس. و xn = (x۱
n, . . . , x

k
n) و x = (x۱, . . . , xk) آن در که

Mn×m فضای .۶ . ١ . ٢ مثال

(Mn×m(C)) Mn×m(R) با را (C) R روی n×m‐بعدی ماتریس های همۀ مجموعۀ

که آنجا از می کنیم. صرفنظر C یا R نوشتن از نباشد، ابهام جای اگر و می دهیم نمایش
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بالا در که نرم هایی کلیه لذا است یکریخت Rnm با برداری فضای لحاظ از Mn×m(R)

نرم این چند هر گرفت. نظر در نیز ماتریس ها فضای برای می توان را شد معرفی Rk برای

نرم و نگریست خواهیم ماتریس ها فضای به متفاوت دیدی با ادامه در و نیست ما مطلوب

خواهیم کار نرم این با کتاب این سرتاسر در و کرد خواهیم نرم این جایگزین مناسب تری

کرد.

است. تابعی آنالیز معروف قضایای از یکی ذیل قضیه

با E روی نرم های کلیه آنگاه باشد، بعد متناهی برداری فضای یک E اگر .١ . ٢ . ٧ قضیه

هستند. معادل هم

فرض است. Rn مفروض بعد متناهی فضای کنیم، می فرض کلیت به خلل بدون برهان.

این دهیم می نشان باشد. دیگری دلخواه نرم ∥ · ∥ و اقلیدسی نرم دهنده نمایش ∥ · ∥۲ کنیم

میکند. کفایت حکم اثبات برای این و هستند معادل هم با نرم دو

یکه پایه دهنده نمایش ei آن در که ،(x۱, . . . , xn) = x۱e۱ + · · · + xnen اگر

: داریم مثلث نامساوی به توجه با آنگاه ،Rn فضای استاندارد

∥x∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=۱

xiei

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=۱

|xi| · ∥ei∥ ≤

(
n∑

i=۱

∥ei∥

)
· ∥x∥۲.

، داریم x ∈ Rn هر برای M =
∑n

i=۱ ∥ei∥ دادن قرار با بنابراین

∥x∥ ≤ M∥x∥۲.

است برقرار زیر روابط میکند. ثابت میخواستیم، آنچه از نیمی رابطه این

|∥x∥ − ∥y∥| ≤ ∥x− y∥ ≤ M∥x− y∥۲.
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حقیقی اعداد به اقلیدسی نرم با Rn از x → ∥x∥ نگاشت که میدهد نشان روابط این

است. پیوسته

میشود. نامیده Rn در واحد کره که S = {x ∈ Rn|∥x∥۲ = ۱} میدهیم قرار حال

x → ∥x∥ نگاشت بنابراین است. فشرده اقلیدسی نرم با مجموعه این بورل هاینه قضیه بنابر

x ∈ S هر برای بنابراین میکند. اخذ x۰ نقطه در مثلا را خود مینیمم مجموعه این روی

و .K > ۰ داریم ،∥x۰∥۲ = ۱ که انجا از .K = ∥x۰∥ میدهیم قرار .∥x∥ ≥ ∥x۰∥ داریم

داریم، x ∈ Rn هر برای

K∥x∥۲ ≤ ∥x∥

میشود. ثابت حکم و

با نرم ها همۀ شد معرفی قبل مثال های در که فضاهایی روی که برمی آید بالا قضیه از

میسر نرم ها از کدام هر با فضاها این روی توپولوژیکی مفاهیم بررسی لذا و هستند معادل هم

می یابد. گسترش سایرین به آمده دست به خواص و است

راحتی برای و می گیریم نظر در ∥ • ∥۲ اقلیدسی نرم با را Cn و Rn کتاب این سرتاسر در

می کنیم. صرفنظر ٢ اندیس نوشتن از خلاصه نویسی و

بحث نظر مورد اشیاء شناخت از پس بلافاصله ریاضیات، رسته های کلیه مطالعه مشابه

هستیم. نیز آن ها بین مناسب نگاشت های شناخت نیازمند کتاب این در

این در باشند. F میدان روی برداری فضای یک Y و X کنیم فرض .١ . ٢ . ٨ تعریف

ͳخط تبدیل یک را Y برداری فضای توی به X برداری فضای از T نگاشت  صورت

باشیم داشته c اسکالر هر و X از x و x۲, x۱ هر برای درصورتیکه خوانیم

T (x۱ + x۲) = T (x۱) + T (x۲) , T (cx) = cTx .

خوانیم. می X روی ͳخط عملΎر یک را خودش بهتوی X از خطی تبدیل یک
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از پایه ای {x۱, · · · , xn} اگر بهعلاوه .T (۰) = ۰ آنگاه باشد، خطی T اگر که است بدیهی

خطی به باتوجه و دارد x =
∑n

i=۱ cixi بهصورت یکتا نمایشی x ∈ X هر آنگاه باشد X

بهوسیله کاملا Y به X از خطی تابع یک یعنی T (x) =
∑n

i=۱ ciT (xi) داریم T بودن

می شود. مشخص پایه اعضای در مقادیرش

T−۱ مانند خطی عملگری صورتی که در خوانیم معکوس پذیر را X روی T خطی عملگر

.T−۱T (x) = x = TT−۱(x) ،x ∈ X هر برای بهطوری که باشد، داشته وجود X روی

باشد. بروی و یکبهیک اگر فقط و اگر است، معکوس پذیر T که داد نشان می توان بهراحتی

یا یکبهیک شرط دو از یک هر می دهد نشان زیر قضیه متناهی، بعد با فضا مورد در ولی

است. کافی T معکوس پذیری برای بودن بروی

است، یکبهیک متناهی بعد با برداری فضای یک روی خطی عملگر هر .١ . ٢ . ٩ قضیه

باشد. بروی اگر فقط و اگر

در باشد. X روی خطی عملگر یک T و متناهی بعد با فضای یک X کنیم فرض برهان.

می کند ایجاب T بودن خطی آنگاه باشد، X از پایه یک {x۱, . . . , xn} اگر صورت این 

که

Q = {T (x۱), · · · , T (xn)}

(الف) ١ . ١ . ٨ قضیه بر بنا . می دهیم نشان R(T ) با که می کند تولید را T مقادیر حوزه

لازم شرط که کنیم ثابت بایستی بنابراین باشد. خطی مستقل Q اگر فقط و اگر R(T ) = X

یکبهیک T کنیم فرض باشد. یکبهیک T که است آن Q خطی استقلال برای کافی و

پس .
∑

cixi = ۰ بنابراین و T (
∑

cixi) = ۰ دراینصورت .
∑

ciT (xi) = ۰ و است

Q کنیم فرض برعکس است. خطی مستقل Q می گیریم نتیجه و c۱ = · · · = cn = ۰

.T
(∑n

i=۱ cixi
)
= ۰ باشیم داشته x =

∑n
i=۱ cixi برای کنیم فرض است. خطی مستقل
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T (x) = ۰ پس c۱ = · · · = cn = ۰ نتیجه در و
∑n

i=۱ ciT (xi) = ۰ صورت این در

است. یکبهیک T یعنی x = ۰ که می کند ایجاب

پرانتز گذاشتن از اعضا بر خطی عملگر نمایش برای که است مرسوم .١ . ٢ . ١٠ ملاحظه

شد. خواهد روشن زودی به امر این دلیل می کنیم. صرفنظر

خطی تبدیلات تمام مجموعه باشند. F میدان روی برداری فضاهای Y و X کنیم فرض

به معمولا و می دهیم نشان L(X,Y ) به را Y برداری فضای توی به X برداری فضای از

دو c۲ و c۱ و باشند متعلق L(X,Y ) به T۱, T۲ اگر .L(X) می نویسیم L(X,X) جای

ضابطۀ با را c۱T۱ + c۲T۲ : X −→ Y باشند، F در اسکالر

(c۱T۱ + c۲T۲)x = c۱T۱x+ c۲T۲x (x ∈ X)

از خطی تبدیل یک نیز c۱T۱ + c۲T۲ که کرد ملاحظه می توان بهسادگی می کنیم. تعریف

،S ∈ L(Y, Z) و T ∈ L(X,Y ) و باشند برداری فضاهای Z و Y ،X اگر است. Y به X

ضابطۀ با را ST : X −→ Z حاصلضرب

(ST )x = S(Tx) ,

.ST ∈ L(X,Z) که است بدیهی می کنیم. تعریف ،S و T ترکیب بهشکل یعنی

بهصورت را T نرم T ∈ L(Rn,Rm) هر برای .١ . ٢ . ١١ تعریف

∥T∥ = sup
{
∥Tx∥ | ∥x∥ ≤ ۱

}
,

در را z =
x

∥x∥
بردار اگر ،۰ ̸= x ∈ Rn هر برای تعریف این به توجه با می کنیم. تعریف

بنابراین .∥Tz∥ ≤ ∥T∥ پس ∥z∥ = ۱ داریم بگیریم نظر

۱

∥x∥
∥Tx∥ =

∥∥∥∥T x

∥x∥

∥∥∥∥ ≤ ∥T∥ .
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داریم x ∈ Rn هر برای نتیجه در

∥Tx∥ ≤ ∥T∥∥x∥

آنگاه ∥Tx∥ ≤ λ∥x∥ ،x ∈ Rn هر برای که باشد داشته وجود λ مانند عددی اگر بهعلاوه

.∥T∥ ≤ λ

یکنواخت بهطور نگاشتی T و ∥T∥ ≤ ∞ آنگاه T ∈ L(Rn,Rm) اگر .١ . ٢ . ١٢ قضیه

است. Rm توی به Rn از پیوسته

کنیم فرض باشد. Rn در استاندارد پایه {e۱, . . . , en} کنیم فرض برهان.

پس .|ci| ≤ ۱ ،i = ۱, . . . , n هر برای بنابراین .∥x∥ ≤ ۱ و x =
∑

ciei

∥Tx∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

i=۱

ciTei

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

i=۱

|ci|∥Tei∥ ≤
n∑

i=۱

∥Tei∥ .

نتیجه در

∥T∥ ≤
n∑

i=۱

∥Tei∥ < ∞

رابطۀ از f یکنواخت پیوستگی

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥T∥∥x− y∥ x, y ∈ Rn

می شود. نتیجه

آنگاه باشد اسکالر یک c و S, T ∈ L(Rn,Rm) اگر (الف) .١ . ٢ . ١٣ قضیه

∥S + T∥ ≤ ∥S∥+ ∥T∥ , ∥cT∥ = |c|∥T∥
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است. متری فضای یک L(Rn,Rm) مجموعۀ d(T, S) = ∥T − S∥ با و

آنگاه S ∈ L(Rm,Rn) و T ∈ L(Rn,Rm) اگر (ب)

∥ST∥ ≤ ∥S∥∥T∥ .

x ∈ X هر برای (الف) برهان.

∥(T + S)x∥ = ∥Tx+ Sx∥ ≤ ∥Tx∥+ ∥Sx∥ ≤ (∥T∥+ ∥S∥)∥x∥ .

نامساوی های از نیز (الف) دوم رابطه .∥T + S∥ ≤ ∥T∥+ ∥S∥ پس

∥cTx∥ = |c|∥Tx∥ ≤ |c|∥T∥∥x∥,

آسان نیز d بودن متر اثبات است. مشابه عکس جهت در نامساوی اثبات می شود. حاصل

است: برقرار زیر دلیل به (الف) از استفاده با مثلثی نامساوی است.

∥T − U∥ = ∥(T − S) + (S − U)∥ ≤ ∥T − S∥+ ∥S − U∥ .

از (ب) بالاخره

∥(ST )x∥ = ∥S(Tx)∥ ≤ ∥S∥∥Tx∥ ≤ ∥S∥∥T∥∥x∥,

می شود. حاصل

مجموعه این در توپولوژیکی مفاهیم کلیه است، متری فضای یک L(Rn,Rm) دیدیم که حال

است. معنی دارای

Rn روی معکوس پذیر عملگر های تمام مجموعۀ GL(Rn) کنیم فرض .١۴ . ١ . ٢ قضیه

باشد.
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معکوس پذیر S آنگاه ،∥S−T∥ • ∥T−۱∥ < ۱ و S ∈ L(Rn) ،T ∈ GL(Rn) اگر (الف)

است.
است. پیوسته GL(Rn) روی T 7→ T−۱ نگاشت و است باز L(Rn) در GL(Rn) (ب)

یکبهیک نگاشت این پس است برابر آن خود با بهوضوح نگاشت این (معکوس

می باشد). نیز

فرض بر بنا صورت این در .∥S − T∥ = β و ∥T−۱∥ =
۱

α
می دهیم قرار (الف) برهان.

داریم x ∈ Rn هر برای .β < α

α∥x∥ = α
∥∥∥T−۱Tx

∥∥∥ ≤ α
∥∥∥T−۱

∥∥∥ • ∥Tx∥ = ∥Tx∥

≤ ∥(T − S)x∥+ ∥Sx∥ ≤ β∥x∥+ ∥Sx∥ .

بنابراین

(α− β)∥x∥ ≤ ∥Sx∥ (x ∈ Rn) (١ . ١)

. Sx ̸= ۰ آنگاه x ̸= ۰ اگر که می دهد نشان رابطه این ،α− β > ۰ فرض به توجه با چون

.S ∈ GL(Rn) ،١ . ٢ . ٩ قضیه بر بنا و است یکبهیک S یعنی

داریم ،∥S − T∥ < α که S هر برای آنگاه T ∈ GL(Rn) اگر که دیدیم (الف) در (ب)

با را x ،(١ . ١) رابطۀ در حکم، دوم قسمت برای است. باز GL(Rn) پس ،S ∈ GL(Rn)

صورت این در و می کنیم جایگزین S−۱y

(α− β)∥S−۱y∥ ≤ ∥SS−۱y∥ = ∥y∥

(ب) ١ . ٢ . ١٢ قضیه بر بنا حال .∥S−۱∥ ≤ ۱

α− β
نتیجه در که

∥S−۱ − T−۱∥ = ∥(S−۱(T − S)T−۱∥ ≤ ∥S−۱∥∥T − S∥∥T−۱∥ ≤ β

α(α− β)
.

می دهد. نتیجه را T 7→ T−۱ نگاشت پیوستگی بالا نامساوی
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Y و X برداری فضای از پایه هایی بهترتیب {y۱, . . . , ym} و {x۱, . . . , xn} کنیم فرض

بهطوری که می کند معین را aij اعداد از مجموعه ای T ∈ L(X,Y ) هر صورت این در باشند.

Txj =

m∑
i=۱

aijyi . (۱ ≤ j ≤ n) (١ . ٢)

یک و می دهیم قرار ستون n و سطر m با مستطیلی نمایش یک در معمولا را اعداد این

می نامیم: n در m ماتریس

[T ] =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲ . . . a۲n

. . . . . .
. . . . . .

am۱ am۲ . . . amn

 .

ظاهر T ام j ستون در {y۱, . . . , ym} پایۀ به نسبت Txj بردار مؤلفه های اینکه به توجه با

حوزۀ نامگذاری این با می شود. خوانده T ستونی بردار یک Txj اوقات گاهی می شوند،

خطی از .x =
∑n

j=۱ cjxj کنیم فرض می شوند. تولید ستونی بردارهای بهوسیلۀ T مقادیر

که می گردد نتیجه (١ . ٢) رابطۀ و T بودن

Tx =

m∑
i=۱

 n∑
j=۱

aijcj

yi . (١ . ٣)

.
(∑n

j=۱ a۱jcj , . . . ,
∑n

j=۱ amjcj

)
بردار با است برابر Tx مختصات بنابراین

Y بعدی m فضای به X بعدی n فضای از خطی تبدیل هر شد، ملاحظه که همان گونه

حقیقی درایه های با m×n ماتریس یک اگر برعکس می دهد. دست به m×n ماتریس یک

از خطی تابعی T که است بدیهی شود، تعریف (١ . ٣) توسط T و باشیم داشته {aij}
n,m
i,j=۱

L(X,Y ) بین یکبهیک تناظری بنابراین است. شده داده ماتریس برابر T و است Y به X

روشن را (١ . ٢ . ١٠) ملاحظه دلیل امر این و دارد وجود m×n ماتریس های تمام مجموعۀ و
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نیز Y و X پایه های انتخاب به بلکه T به تنها نه ماتریس این که کرد کید تأ بایستی می سازد.

ماتریس های است ممکن خطی تبدیل یک دهیم تغییر را پایه ها درصورتی که و است وابسته

پایه با معمولا ما زیرا داشت نخواهد دخالت زیاد ما کار در امر این دهد. دست به را مختلفی

بهوسیله T و باشد {z۱, . . . , zp} پایۀ با دیگری برداری فضای Z اگر می کنیم. کار ثابتی

اگر و شود معین (١ . ٢)

Syi =

p∑
k=۱

bkizk و (ST )xj =

p∑
k=۱

ckjzk ,

چون و ،ST ∈ L(X,Z) ،S ∈ L(Y, Z) ،T ∈ L(X,Y ) آنگاه

S(Txj) = S
∑
i

aijyj =
∑
i

aijSyj =
∑
i

aij
∑
k

bkizk =
∑
k

(∑
i

bkiaij

)
zk

که می گردد نتیجه {z۱, . . . , zp} خطی استقلال از

ckj =

m∑
i=۱

bkiaij . (۱ ≤ k ≤ p , ۱ ≤ j ≤ n)

و [T ] کمک به را [ST ] مانند ،p × n ماتریس می توان چگونه که می دهد نشان رابطه این

و {x۱, . . . , xn} اگر می باشد. ماتریس ها ضرب در معمول قاعدۀ همان که کرد محاسبه [S]

باشد، شده تعریف (١ . ٣) توسط T و باشند Rm و Rn استاندارد پایه های {y۱, . . . , ym}

داریم کوشی‐شوارتس نامساوی از آنگاه

∥Tx∥۲ =

m∑
i=۱

 n∑
j=۱

aijcj

۲

≤
m∑
i=۱

 n∑
j=۱

a۲
ij

n∑
j=۱

c۲j

 =
∑
i,j

a۲
ij∥x∥

۲ .

بنابراین

∥T∥ ≤

∑
i,j

a۲
ij


۱
۲

.



برداري آنالیز 22

نتیجه (T, S ∈ L(Rn,Rm) که (وقتی بنویسیم T بهجای S − T برای را رابطه این اگر

آنگاه باشند، پارامتر یک از پیوسته توابعی ها aij یعنی ماتریس درایه های اگر که می گردد

متری فضای یک A کنیم فرض دقیق تر بهعبارت است. پارامتر آن از پیوسته تابعی نیز T خود

تبدیل Tp ،p ∈ A هر برای کنیم فرض و باشند A روی پیوسته توابعی amn, . . . , a۱۱ و

صورت این در است. aij(p) درایه های دارای آن ماتریس که باشد Rm به Rn از خطی

است. پیوسته L(Rn,Rm) توی به A از p 7→ Tp نگاشت

تمرین ١ . ٣

دارد وجود y ∈ Rn مانند فردی به منحصر بردار A ∈ L(Rn,R۱) هر برای کنید ثابت .١

.∥A∥ = ∥y∥ و Ax = x • y بهقسمیکه

می گردد.) تبدیل تساوی به شوارتس نامساوی خاصی شرایط تحت (راهنمایی:
کنید. ثابت را ١ . ٢ . ٣ مثال احکام .٢

انتگرال پذیرند. [a, b] روی g و f مقدار حقیقی توابع کنید فرض .٣

کنید ثابت ∣∣∣∣∣(الف)
∫ b

a
f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
(∫ b

a
f۲(x) dx

)۱
۲
(∫ b

a
g۲(x) dx

)۱
۲

.

∫ b
a (f − λg)۲ > ۰ و λ ∈ R برای را

∫ b
a (f − λg)۲ = ۰ حالت دو (راهنمایی:

بگیرید.) نظر در را λ ∈ R هر برای
g و f اگر f؟ = λg که دارد وجود λ ∈ R لزوماً آیا باشد برقرار تساوی اگر (ب)

چطور؟ باشند پیوسته

آن و ∥T (x)∥ = ∥x∥ که صورتی در خوانیم، نرم حافظ را T : Rn → Rn خطی تبدیل .۴

.⟨Tx, Ty⟩ = ⟨x, y⟩ که صورتی در گوییم داخلی ضرب حافظ را
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باشد. داخلی ضرب حافظ اگر فقط و اگر است، نرم حافظ T کنید ثابت (الف)
T−۱ و است یکبهیک آنگاه باشد، خطی تبدیل چنین یک T اگر کنید ثابت (ب)

است. نوع همان از نیز

نشان ∥T∥ تعریف از استفاده بدون است. خطی تبدیل یک T : Rn → Rm کنید فرض .۵

.∥T (h)∥ ≤ M∥h∥ ،h ∈ Rn هر برای که بهقسمی دارد وجود M مانند عددی دهید،
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٢ فصل

مشتق گیری

چندمتغیره توابع از مشتقگیری ٢ . ١

بهصورت x = a نقطۀ در f : R −→ R تابع مشتق که دیده ایم عمومی ریاضیات در

lim
h→۰

f(x+ h)− f(x)

h
(٢ . ١)

بهدنبال می شود. داده نمایش f ′(x) با وجود صورت در مقدار این و می شود تعریف

حاصل پدیده های کلیه از مناسبی تعمیم که هستیم a نقطۀ در مشتق مفهوم مناسب جایگزین

مقدار از مناسب تری دید باید لذا بدهد. دست به را نقطه یک در تابع یک مشتق پذیری از

نگریست R روی خطی تبدیل یک بهصورت می توان حقیقی عدد هر به باشیم. داشته f ′(x)

و ۱ × ۱ ماتریس های همان یا R روی خطی عملگرهای همۀ بین دوسویی تناظر بهعبارتی

دارد: وجود حقیقی اعداد همۀ

R −→ M۱×۱(∼= L(R))
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α −→ [α]

آن در که

[α] : R −→ R

x −→ αx .

بنابراین است. خطی) عملگر ماتریس( یک بلکه حقیقی عدد یک فقط نه f ′(x) لذا

کرد: بازنویسی زیر بهصورت را (١ . ٢) تعریف ]می توان
f ′(x)

]
مانند حقیقی ۱×۱ ماتریس هرگاه است مشتق دارای x در f : R −→ R تابع

که باشد موجود چنان

lim
h→۰

∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)− [f ′(x)]h
h

∣∣∣∣ = ۰ .

ترتیب همان به می توان نیز باشد شده تعریف f : (a, b) ⊆ R −→ Rm تابع اگر حال

(در y ∈ Rn مانند برداری بهصورت f ′(x) می دانیم که همانگونه حالت این در کرد. عمل

که می شود تعریف وجود) صورت

lim
h→۰

∥∥∥∥f(x+ h)− f(x)

h
− y

∥∥∥∥ = ۰ .

Rm به Rn از که توابعی مشتق تعریف می توان نماییم، جایگزین Rn با را R اگر حال

کنیم. بیان زیر بهصورت را می شوند تعریف

اقلیدسی نرم با را Rn فضای کتاب، این سرتاسر در که کنیم می تکرار کید تأ برای تذکر.

می گیریم. نظر در (∥ • ∥۲)

باشد. دلخواه x ∈ E و f : E → Rm و است باز E ⊆ Rn کنیم فرض .٢ . ١ . ١ تعریف

که بهقسمی باشد داشته وجود A ∈ L(Rn,Rm) خطی تبدیل اگر

lim
h→۰

∥f(x+ h)− f(x)−Ah∥
∥h∥

= ۰. (٢ . ٢)
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x ∈ E نقطۀ هر در f اگر .f ′(x) = A می نویسیم و مشتق پذیراست x در f گوییم آنگاه

است. مشتق پذیر E در f گوییم آنگاه باشد، مشتق پذیر

که معنی بهاین است؛ Rn فضای نرم در همگرایی ،h → ۰ همگرایی از منظور تذکر.

.∥h∥ → ۰

باشد، کوچک نرم لحاظ از h بردار که صورتی در و h ∈ Rn ،(٢ . ٢) در می کنیم توجه

Rm به متعلق و می شود تعریف f(x+ h) نتیجه در و x+ h ∈ E پس است، باز E چون

بنابراین .Ah ∈ Rm پس A ∈ L(Rn,Rm) که آنجا از همچنین است.

f(x+ h)− f(x)−Ah ∈ Rm .

حقیقی توابع همانند است. Rn نرم مخرج، نرم و Rm نرم همان صورت نرم (٢ . ٢) در پس

lim
h→۰

∥r(h)∥
∥h∥ = که نوشت f(x+h)−f(x) = Ah+r(h) بهصورت می توان را (٢ . ٢) مقدار

است عبارت x ∈ E نقطه در f : E ⊂ Rn → Rm تابع مشتق که گفت می توان پس .۰

است. f(x+ h)− f(h) برابر تقریباً h نقطۀ در مقدارش که Rm به Rn از خطی تابعی از

وجود، صورت در نقطه یک در تابع مشتق که می دهد نشان می کنیم ثابت که قضیه ای اولین

است. یکتا

A۱ کنیم فرض و x ∈ E و باشند ٢ . ١ . ١ تعریف مطابق f و E کنیم فرض .٢ . ١ . ٢ قضیه

.A۱ = A۲ صورت این در کنند. صدق (٢ . ٢) در A۲ و

نامساوی .B = A۱ −A۲ می دهیم قرار برهان.

∥Bh∥ ≤ ∥f(x+ h)− f(x)−A۱h∥+ ∥f(x+ h)− f(x)−A۲h∥

که می دهد نشان

lim
h→۰

∥Bh∥
∥h∥

= ۰ .
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h ناصفر و ثابت بردار برای پس

lim
t→۰

∥B(th)∥
∥th∥

= ۰ .

حذف مخرج و صورت از را |t| می توان رابطه این چپ سمت در پس است خطی B چون

.B = ۰ پس Bh = ۰ ،h ∈ Rn هر برای بنابراین و کرد

f ′(x) ،x ∈ E هر برای آنگاه باشد، مشتق پذیر E در ٢ . ١ . ١ تعریف علایم با f اگر تذکر.

به E از نگاشتی است؛ نگاشت یک نیز f ′ همچنین است. Rm به Rn از خطی تبدیل یک

.L(Rn,Rm)

در آنگاه باشد، مشتق پذیر x ∈ E نقطۀ در f اگر ،٢ . ١ . ١ تعریف علایم با .٢ . ١ . ٣ قضیه

است. پیوسته نقطه این

وقتی که f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+ r(h) لذا است، مشتق پذیر x در f چون برهان.

lim
h→۰

(f(x+ h)− f(x)) = ۰ بنابراین . r(h) −→ ۰ آنگاه h −→ ۰

خطی تبدیل یک A : Rn → Rm کنیم فرض تابع یک مشتق محاسبه از مثالی بهعنوان

،A بودن خطی بر بنا صورت این در باشد.

A(x+ h)−Ax = Ah .

تبدیل برای نتیجه در و است صفر با برابر کسر صورت ،f بهجای A برای (٢ . ٢) در بنابراین

هر در خطی تابع یک مشتق یعنی A′(x)؛ = A داریم x ∈ Rn هر برای بهازای و A خطی

بیان چندمتغیره توابع مشتق برای که تعریفی با دیدیم است. خطی تابع آن خود برابر نقطه،

ایجاب را پیوستگی مشتقپذیری متغیره، یک توابع همانند می رفت انتظار که همان گونه شد،

است. برقرار متغیره چند توابع برای نیز زنجیری قاعدۀ که می دهیم نشان اکنون می  کند.
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باشد Rn بهتوی E از نگاشتی f و باز E ⊆ Rn کنیم فرض زنجیری). (قاعدۀ ۴ . ٢ . ١ قضیه

g و x۰ ∈ E در f کنیم فرض و باشد Rk بهتوی f(E) شامل مجموعه یک از نگاشتی g و

مشتق پذیر x۰ در Rk بهتوی E از g ◦ f نگاشت صورت این در باشد. مشتق پذیر f(x۰) در

رابطه این راست سمت در که می کنیم توجه (g ◦ f)′(x۰) = g′(f(x۰))f
′(x۰) و است

داریم. ١ . ٢ بخش مفهوم به را خطی تبدیل دو حاصلضرب

در می شود تعریف F (x) = g(f(x)) بهصورت که را Rk بهتوی E از F نگاشت برهان.

که کنیم ثابت می خواهیم می گیریم. نظر

F ′(x۰) = g′(f(x۰))f
′(x۰). (٢ . ٣)

k ∈ Rn هر و h ∈ Rn هر برای .B = g′(y۰) و A = f ′(x۰) ،y۰ = f(x۰) می دهیم قرار

را V (k) و U(h) توابع باشند، شده تعریف g(y۰ + k) و f(x۰ + h) آن ها ازای به که

بهصورت

U(h) = f(x۰ + h)− f(x۰)−Ah

V (k) = g(y۰ + k)− g(y۰)−Bk

صورت این در می کنیم. تعریف

∥U(h)∥ = ε(h)∥h∥ و ∥V (k)∥ = η(k)∥k∥, (۴ . ٢)

.(ε(h), η(k))−→ ۰ آنگاه (h, k)−→ ۰ وقتی که بهطوری هستند حقیقی توابعی η و ε آن در که

پس .k= f(x۰ + h)− f(x۰) می دهیم قرار باشد، شده داده h کنیم فرض

∥k∥ = ∥Ah+ U(h)∥ ≤
[
∥A∥+ ε(h)

]
∥h∥ (۵ . ٢)

F (x۰ + h)− F (x۰)−BAh = g(y۰ + k)− g(y۰)−BAh
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= B(k −Ah) + V (k)

= BU(h) + V (k) .

(۵ . ٢) و (۴ . ٢) بر بنا پس

∥F (x۰ + h)− F (x۰)−BAh∥
∥h∥

≤ ∥B∥ε(h) +
[
∥A∥+ ε(h)

]
η(k) .

.η(k) → ۰ نتیجه در و k → ۰ ،(۵ . ٢) بر بنا همچنین .ε(h) → ۰ آنگاه h → ۰ اگر حال

است. (٢ . ٣) همان که F ′(x۰) = BA پس

کنیم فرض می گیریم. نظر در را Rn بهتوی E ⊆ Rn باز زیرمجموعۀ از f نگاشت

f مؤلفه های باشد. Rm و Rn در استاندارد پایه بهترتیب {u۱, . . . , um} و {e۱, . . . , en}

با که می باشند fmو . . . ،f۱ حقیقی توابع

f(x) =
(
f۱(x), . . . , fm(x)

)
=

m∑
i=۱

fi(x)ui (x ∈ E)

مقدار، حقیقی توابع همانند می شوند. تعریف (۱ ≤ i ≤ m) ،fi(x) = f(x) · ui با که

مقدار ۱ ≤ j ≤ n و ۱ ≤ i ≤ m ،x ∈ E برای

lim
t→۰

fi(x+ tej)− fi(x)

t

نشان Djfi(x) یا و ∂fi(x)
∂xj

به و خوانیم x نقطۀ در f جزئی مشتق وجود، صورت در را

بهصورت نیز u جهت در x در f جهتی مشتق باشد، Rn در واحد بردار یک u اگر می دهیم.

نشان (Duf)(x) به را آن و حد) وجود صورت (در می شود تعریف lim
t→۰

f(x+tu)−f(x)
t

مشتق وجود برای جزئی مشتق های تمام وجود که می دهیم نشان ذیل مثال در می دهیم.

مطلب این عکس می دهد نشان زیر بعدی قضیه که همان گونه ولی نمی کند کفایت تابع یک

است. برقرار همواره
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ضابطه با f : R۲ −→ R تابع .۵ . ٢ . ١ مثال

f(x, y) =


xy(

x۲ + y
) x۲ ̸= −y

۰ x۲ = y

آنگاه e = (e۱, e۲) اگر صورت این در می گیریم. نظر در را

lim
t→۰

۱

t
f(te۱, te۲) = lim

t→۰

۱

t

t۲e۱e۲

t۲e۲۱ + te۲
= lim

t→۰

te۱e۲

t۲e۲۱ + te۲
= e۱ .

برای زیرا نیست پیوسته (۰, ۰) در f اما موجودند، (۰, ۰) در جهتی مشتقات کلیه بنابراین

ϵ برای بهعبارتی بود. خواهد بزرگ خیلی f کوچک، های xy با −y به نزدیک های x۲

کنترل در xy مقدار ،ϵ انتخاب با صورت این در ،y = −x۲ + ϵ دهیم قرار اگر کوچک

دیگر بهعبارت کرد. انتخاب کوچک را آن می توان و بود خواهد

z(x) = xy = x(−x۲ + ϵ) = −x۳ + ϵx

بهفرم نقاط کوچک، کافی بهقدر ϵ برای یعنی می رسد. خود مینیمم به x =
√

۴/۳ بهازای

است. کوچک xy و ϵ اندازۀ به −x۲ و y فاصلۀ که هستند نقاطی (
√

۴/۳,−۴/۳ + ϵ)

نیست. مشتق پذیر (۰, ۰) در f بنابراین

فرض و باشد، Rm بهتوی E ⊆ Rn باز مجموعۀ از نگاشتی f کنیم فرض .۶ . ٢ . ١ قضیه

وجود (Djfi)(x) جزئی مشتق صورت این در باشد. مشتق پذیر x ∈ E نقطۀ در f کنیم

و دارد

f ′(x)ej =
m∑
i=۱

(Djfi)(x)ui . (۱ ≤ j ≤ n)

است. Rm استاندارد پایۀ ۱ ≤ i ≤ m بهازای ui آن، در که
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داریم: است مشتق پذیر x در f چون می گیریم. نظر در n و ۱ بین را j برهان.

f(x+ tej)− f(x) = f ′(x)(tej) + r(tej)

که می گردد نتیجه f ′(x) بودن خطی از بنابراین .t → ۰ که وقتی ∥r(tej)∥
t → ۰ آن در که

lim
t→۰

f(x+ tej)− f(x)

t
= f ′(x)ej .

داشت خواهیم بنویسیم مؤلفه هایش برحسب را f اگر حال

lim
t→۰

m∑
i=۱

fi(x+ tej)− fi(x)

t
ui = f ′(x)ej .

خارج قسمت های از یک هر حد بایستی می دانیم، برداری نگاشت های حد مورد در آنچه بر بنا پس

قضیه و است موجود (Djfi)(x) هر یعنی باشد. داشته وجود بالا جمع حاصل  در موجود

می شود. ثابت

انتهای در که به گونه ای را استاندارد پایه های به نسبت f ′(x) نمایشگر ماتریس اگر

[f ′(x)] ماتریس از jام ستونی بردار f ′(x)ej آنگاه دهیم، نشان [f ′(x)] به دیدیم ٢ بخش

ماتریس jام ستون و iام سطر درایۀ (Djfi)(x) عدد که می دهد نشان قبل قضیه می باشد.

یعنی است؛

[f ′(x)] =

 (D۱f۱)(x) . . . (Dnf۱)(x)
... . . .

...
(D۱fm)(x) . . . (Dnfm)(x)

 .

قبل قضیه بر بنا باشد، Rn در برداری h =
∑n

j=۱ hjej اگر حال

f ′(x)h =

m∑
i=۱

 n∑
j=۱

(
Djfi

)
(x)hj

ui
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تابع f(x, y) = (x۲, x۳y, x۴y۲) ضابطۀ با f : R۲ −→ R۳ کنیم فرض .٢ . ١ . ٧ مثال

داریم صورت دراین باشد.

Df(x, y) =


∂f۱
∂x

∂f۱
∂y

∂f۲
∂x

∂f۲
∂y

∂f۳
∂x

∂f۳
∂y

 =


۲x ۰

۳x۲y x۳

۴x۳y۲ ۲x۴y

 .

مشتقات می کنیم فرض و می گیریم نظر در را f : E ⊆ Rn → R تابع .٢ . ١ . ٨ تعریف

که را ∇f برداری مقادیر با تابع باشند. موجود x نقطه در Dnf و . . . و D۱f آن جزئی

بهصورت

∇f(x) =
(
D۱f(x), . . . , Dnf(x)

)
=

n∑
i=۱

(Dif)(x)ei

می خوانیم. f گرادیان می شود، تعریف

این در باشد. مشتق پذیر x ∈ E نقطۀ در f : E ⊆ Rn → R کنیم فرض .٢ . ١ . ٩ قضیه

صورت

f ′(x)t = ∇f(x) · t و است موجود ∇f(x) گرادیان (الف)
.Duf(x) = ∇f(x) · u و است موجود Duf(x) جهتی مشتق (ب)

برای که می گردد نتیجه می نویسیم، m = ۱ حالت برای را ۶ . ٢ . ١ قضیه (الف) برهان.

،۱ ≤ j ≤ n

f ′(x)ej = (Djf)(x).

بالا رابطۀ به باتوجه صورت این در باشد، Rn از عضوی t = (t۱, . . . , tn) کنیم فرض

f ′(x)t = f ′(x)(t۱e۱ + · · ·+ tnen) =

n∑
j=۱

tj(Djf)(x) = ∇f(x) · t .
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می نویسیم t بهجای u برای را (الف) است. واحد بردار یک u کنیم فرض (ب)

f ′(x)u = ∇f(x) · u.

موجود f ′(x) چون .Duf(x) با است برابر f ′(x)u که دهیم نشان است کافی پس

که f(x + h) − f(x) − f ′(x) = r(h) نوشت می توان باشد، کوچک ∥h∥ اگر است

.limh→۰
r(h)
h = ۰

∥r(h)∥ < ε∥h∥ آنگاه ∥h∥ < δ اگر که کرد معین چنان را δ می توان ε > ۰ هر برای پس

یا و

∥f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h∥ < ε∥h∥ .

می نویسیم h = λu بهازای را رابطه این ،λ ̸= ۰ کوچک حقیقی عدد برای

∥f(x+ λu)− f(x)− f ′(x)λu∥ < ε∥λ∥ .

آنگاه ،۰ < |λ| < δ اگر +f(x∥∥∥∥بنابراین λu)− f(x)

λ
− f ′(x)u

∥∥∥∥ < ε .

می شود. ثابت (ب) و Duf(x) = f ′(x)u یعنی

میانگین مقدار قضیۀ مشابه قضیه ای در برداری مقادیر با توابع مشتق مبحث در قبلا

آنگاه باشد، مشتق پذیر (a, b) باز بازه در و باشد پیوسته f : [a, b] → Rm اگر که دیده ایم

داریم لذا و f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) که بهقسمی دارد وجود ی x ∈ (a, b)

|f(b)− f(a)| ≤ |b− a| |f ′(x)| .
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مثال بهعنوان نیست. برقرار چندمتغیره توابع برای کامل بهطور حکمی چنین متأسفانه

تعریف با f : R −→ R۲ تابع برای را ای c چنین وجود می تواند علاقهمند خواننده

برای این، نظیر قضیه ای که کرد خواهیم مشاهده اما کند. بررسی f(x, y) = (x۲, x۳)

دارد. وجود نیز متغیره n توابع

می کند، وصل هم به را b و a که خطی قطعۀ از منظور a, b ∈ Rn برای .٢ . ١ . ١٠ تعریف

منحنی

γ : [۰,۱] −→ Rn

t −→ tb+ (۱ − t)a,

است.

روی f : E ⊆ Rn → R کنیم فرض (الف) میانگین). مقدار (قضیه ٢ . ١ . ١١ قضیه

به را b و a که خطی قطعه اگر a, b ∈ E هر برای باشد. مشتق پذیر E باز مجموعه

قطعه این روی c مانند نقطه ای آنگاه باشد، داشته جای E در می کند وصل یکدیگر

که دارد وجود خط

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

کنیم فرض باشد. مشتق پذیر E باز مجموعه روی f : E ⊂ Rn → Rm کنیم فرض (ب)

در می کند وصل یکدیگر به را b و a که خطی اگر .f = (f۱, . . . , fm) و a, b ∈ E

دارند وجود خط قطعه این روی cm و . . . ، c۱ نقاط آنگاه باشد. داشته جای E

که، بهقسمی

fi(b)− fi(a) = f ′i(ci)(b− a) . i = ۱, . . . ,m
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تعریف h(t) = f
(
(۱ − t)a + tb

)
بهصورت که را h : [۰,۱] → R تابع (الف) برهان.

قضیه بر بنا پس است، مشتق پذیر (۰,۱) در تابع این می گیریم. نظر در است، شده

که دارد وجود ی t۰ ∈ (۰,۱) معمولی، میانگین مقدار

h(۱)− h(۰) = h′(t۰)(۱ − ۰) .

(۱−t)x+ty مشتق چون زنجیری قاعده بر بنا و h(۰) = f(a) و h(۱) = f(b) ولی

داریم است. y − x برابر t به نسبت

h′(t۰) = Df
(
(۱ − t۰)a+ t۰b

)
(b− a) .

شود. اختیار c = (۱ − t)a+ t۰b است کافی پس

گیریم. کار به fi مؤلفۀ هر برای را (الف) است کافی (ب)

باشد. Rm بهتوی E ⊂ Rn باز و محدب مجموعۀ از نگاشتی f کنیم فرض .١ نتیجه

،x ∈ M هر برای که باشد داشته وجود M مانند عددی و بوده مشتق پذیر E روی f اگر

a, b ∈ E هر برای آنگاه ،∥Df(x)∥ ≤ M

∥f(b)− f(a)∥ ≤ M∥b− a∥ .

است. بدیهی برهان.

،f ′(x) = ۰ باشیم داشته x ∈ E هر برای ،١ نتیجه مفروضات بر علاوه اگر .٢ نتیجه

است. ثابت تابع f آنگاه

.M = ۰ داریم ١ نتیجه در حالت این در که کنیم توجه است کافی برهان.
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پیوسته‐ را Rm بهتوی E ⊆ Rn باز زیرمجموعۀ از f مشتق پذیر نگاشت .٢ . ١ . ١٢ تعریف

تمام مجموعه باشد. L(Rn,Rm) بهتوی E از پیوسته نگاشتی f ′ هرگاه خوانیم مشتق پذیر

و اگر ،f ∈ C۱(E) حقیقت در می دهیم نشان C۱(E) با را E بر پیوسته‐مشتق پذیر توابع

بهقسمی باشد، داشته وجود δ > ۰ مانند عددی ε > ۰ هر برای و x ∈ E هر برای اگر فقط

.∥f ′(y)− f ′(x)∥ < ε آنگاه ،∥x− y∥ < δ اگر ،y ∈ E هر برای که

تابع به می توان شده شناخته و ساده مثال بهعنوان نیست. پیوسته تابع، یک مشتق لزوماً

f(x) =

x۲ sin

(
۱

x

)
x ̸= ۰

۰ x = ۰

جزئی، مشتق های تمامی وجود f : E ⊆ Rn → Rm تابع برای که دیدیم قبلا کرد. اشاره

و موجود جزئی مشتق های همه اگر که می دهیم نشان اکنون نمی کند. ایجاب را مشتق پذیری

می باشد. نیز پیوسته بلکه است موجود f ′ تنها نه آنگاه باشند، پیوسته

هر برای اگر باشد. تابع یک f : E −→ R و باز E ⊆ Rn کنیم فرض .٢ . ١ . ١٣ قضیه

.f ∈ C۱(E) آنگاه باشد، پیوسته و موجود E روی Djf جزئی مشتق j = ۱, ..., n

به بازی گوی است باز E چون باشد. شده داده ε > ۰ و E از عضوی x کنیم فرض برهان.

می توان Djf پیوستگی به باتوجه .Br(x) ⊂ E که بهقسمی دارد وجود r وشعاع x مرکز

y؛ ∈ Br(x) هر برای که کرد اختیار چنان را r

∥(Djf)(y)− (Djf)(x)∥ <
ε

n
. (۶ . ٢)

،۱ ≤ k ≤ n برای و V۰ = ۰ می دهیم قرار .∥h∥ < r و h = (h۱, . . . , hn) کنیم فرض

Vk = (h۱, . . . , hk, ۰, . . . , ۰) = h۱e۱ + . . .+ hkek .
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صورت این در

f(x+ h)− f(x) =

n∑
j=۱

[
f(x+ Vj)− f(x+ Vj−۱)

]
. (٢ . ٧)

واصل خط قطعه است، محدب Br(x) علاوه به و |Vk| < r ،۱ ≤ k ≤ n برای چون

قضیه از ،Vj = Vj−۱ + hjej چون دارد. جای Br(x) در x + Vj و x + Vj−۱ انتهای

داریم (٢ . ٧) مؤلفه های از یک هر برای میانگین مقدار

f(x+ Vj)− f(x+ Vj−۱) = hj(Djf)(wj),

آن در که

wj = (x۱ + h۱, . . . , xj−۱ + hj−۱, xj + uj , xj+۱, . . . , xn)

کمتر
∣∣hj∣∣ εn از hj(Djf)(x) با عبارت بین اختلاف (۶ . ٢) بر بنا ولی .۰ ≤ uj ≤ ۱ و

آنگاه ∥h∥ < r اگر ،h هر برای (٢ . ٧) بر بنا حال است.

∥∥∥f(x+ h)− f(x)−
∑

hj(Djf)(x)
∥∥∥ ≤ ۱

n

n∑
j=۱

|hj |ε ≤ ∥h∥ε .

.h 7→
∑

hj(Djf)(x)خطی تابع از است عبارت آن مشتق و است مشتق پذیر x نقطۀ در f پس

سطری ماتریسی [f ′(x)] ماتریس حالت این در که می کنیم توجه f ′ پیوستگی اثبات برای

سطر از است شده تشکیل که است

[
(D۱f)(x), . . . , (Dnf)(x)

]
آوردیم ١ . ٢ بخش انتهای در آنچه بر بنا پس پیوسته اند E روی Dnf و . . . ، D۱f چون و

کرد. بیان می توان نیز زیر شکل به را قضیه این .f ∈ C۱(E)
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در باشد. Rm بهتوی E ⊆ Rn باز زیرمجموعۀ از نگاشتی f کنیم فرض .١۴ . ٢ . ١ قضیه

مشتق های ،۱ ≤ j ≤ n و ۱ ≤ i ≤ m برای اگر فقط و ،اگر f ∈ C۱(E) صورت این

باشند. پیوسته و موجود E روی Djfi جزئی

و موجودند جزئی مشتق های که دیدیم ۶ . ٢ . ١ قضیه در .f ∈ C۱(E) کنیم فرض برهان.

f ′(x)ej =
m∑
i=۱

(Djfi)(x)ui .

x ∈ E هر و j و i هر برای پس

(Djfi)(x) = [f ′(x)ej ] · ui .

بنابراین

(Djfi)(y)− (Djfi)(x) = {[f ′(y)− f ′(x)]ej} · ui

می گردد نتیجه ∥ui∥ = |ej | = ۱ به توجه با که

∣∣(Djfi)(y)− (Djfi)(x)
∣∣ ≤ ∣∣[f ′(y)− f ′(x)

]
ej
∣∣ ≤ ∥∥f ′(y)− f ′(x)

∥∥ .

است. پیوسته Djfi پس

چون می  نویسیم. f = (f۱, . . . , fm) بهصورت را f : E ⊂ Rn → Rm نگاشت برعکس،

است. مقدار حقیقی fi ،۱ ≤ i ≤ m برای

هر برای صورت این در .Dfi(x)h =
∑

(Djfi)(x)hj می دهیم قرار ١۴ . ٢ . ١ قضیۀ در

آنگاه ،∥h∥ < r اگر که می شود یافت چنان r > ۰ حقیقی عدد ε > ۰

∥fi(x+ h)− fi(x)−Dfi(x)h∥ < ε∥h∥ .
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آنگاه ∥h∥ < r اگر −f(x+h)−f(x)∥∥∥∥∥بنابراین
m∑
i=۱

(Dfi(x)h)ui

∥∥∥∥∥=∥∥∥∑[fi(x+ h)− fi(x)−Dfi(x)h]ui

∥∥∥
≤

m∑
i=۱

∥∥[fi(x+ h)−fi(x)−(Dfi(x))h
]
ui
∥∥

<mε∥h∥ .

خطی تابع با است برابر آن مشتق و است مشتق پذیر x نقطۀ در f است، دلخواه ε چون

h 7→
m∑
i=۱

Dfi(x)h .

می گردد. نتیجه ١۴ . ٢ . ١ قضیۀ از پیوستگی

تمرین ٢ . ٢

ثابت همچنین است. خطی نیز ST آنگاه باشند، خطی تبدیلات T و S اگر کنید ثابت .١

است. معکوس پذیر و خطی وجود صورت در نیز T−۱ کنید
اگر .٢

f(x, y) =


xy

x۲ + y۲ (x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)

موجودند. R۲ نقطۀ هر در D۲f و D۱f نیست، پیوسته (۰, ۰) در f اینکه با دهید نشان
مشتقات و شده تعریف E ⊆ Rn باز مجموعۀ در که باشد حقیقی تابع یک f کنید فرض .٣

است. پیوسته E در f کنید ثابت کراندارند. E در Dnf و . . . ، D۱f جزئی
شده تعریف E ⊆ Rn محدب و باز مجموعۀ در که است حقیقی تابع یک f کنید فرض .۴

خواهد بستگی xn و . . . ، x۲ به تنها f دهید نشان ،D۱f(x) = ۰ ،x ∈ E هر برای و

داشت.
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x ∈ R, y۱, y۲ ∈ هر برای هرگاه می شود، نامیده دوم متغیر از مستقل f : R۲ −→ R تابع .۵

. f(x, y۱) = f(x, y۲) باشیم داشته R

موجود چنان g : R −→ R تابع اگر وتنها اگر است، دوم متغیر از مستقل f دهید نشان

چیست؟ g برحسب f ′(a, b) حالت این در .f(x, y) = g(x) که باشد

می شود: تعریف زیر بهصورت f : R۲ −→ R تابع .۶

f(x, y) =


xy√

x۲ + y۲
(x, y) ̸= (۰, ۰)

۰ (x, y) = (۰, ۰)
.

نیست. مشتق پذیر (۰, ۰) در f دهید نشان

صفر در f دهید نشان است. |f(x)| ≤ ∥x∥۲ شرط با تابعی f : Rn −→ R کنید فرض .٧

است. مشتق پذیر

هرگاه می شود، نامیده یکسان n‐ام درجۀ از a نقطۀ در f, g : R −→ R توابع .٨

lim
h−→۰

f(a+ h)− g(a+ h)

hn
= ۰ .

بهصورت که g و f دهید نشان باشند. موجود f (n)(a) و . . . ، f ′(a) اگر

g(x) =

n∑
i=۰

f i(a)

i!
(x− a)i

هستند. یکسان a نقطۀ در n‐ام درجۀ از می شود تعریف

دهید نشان آنگاه شود تعریف f(x, y) = x · y بهصورت f : R۲ −→ R اگر .٩

Df (a, b)(x, y) = bx+ a,

.f ′(a, b) = (b, a) بنابراین و
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دهید نشان باشد مشتقپذیر a نقطۀ در f, g : Rn −→ R اگر .١٠

D(f + g)(a) = Df(a) +Dg(a) ,

D(f · g)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) .

آنگاه g(a) ̸= ۰ اگر براین علاوه

D

(
f

g

)
(a) =

g(a)Df(a)− f(a)Dg(a)

[g(a)]۲
.

را Df می گیریم. نظر در را f(x, y, z) = (x۴y, yex) ضابطه با f : R۳ −→ R۲ تابع .١١

کنید. محاسبه

باشد، مفروض g : Rn −→ Rm و خطی نگاشت یک l : Rn −→ Rm کنیم فرض .١٢

Df(۰) = دهید نشان .f(x) = l(x)+g(x) کنیم فرض و ∥g(x)∥ ≤ M∥x∥۲ چنانکه

.l

دهید نشان .١٣

f(x, y) =


(xy)۲√
x۲ + y۲

(x, y) ̸= (۰, ۰),

۰ (x, y) = (۰, ۰)

است. مشتق پذیر (۰, ۰) در

f ′ و مشتق پذیر (۰,+∞) بر f و f(۰) = ۰ و پیوسته f : [۰,+∞) −→ R کنیم فرض .١۴

است. صعودی (۰,+∞) روی g(x) = f(x)
x دهید نشان باشد. صعودی

تابع باشند. متفاوت ابعاد با اقلیدسی فضاهای i = ۱, . . . , k برای Ei کنید فرض .١۵

f : E۱ × · · · × Ek −→ Rp
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g : Ei −→ Rp تابع i ̸= j و xj ∈ Ej انتخاب هر برای هرگاه می شود، نامیده چندخطی

تعریف با

g(x) = f(x۱, . . . , xi−۱, x, xi+۱, . . . , xk),

باشد. خطی نگاشت یک

با h = (h۱, . . . , hk) برای دهید نشان ،i ̸= j و چندخطی نگاشت یک f اگر (الف)

داریم hi ∈ Ei

lim
h→۰

| f(a۱, . . . , hi, . . . hj , . . . , ak) |
| h |

= ۰ .

کنید ثابت (ب)

Df(a۱, . . . , ak)(x۱, . . . , xk) =

k∑
i=۱

f(a۱, . . . , ai−۱, xi, ai+۱, . . . , ak) .

و است مشتق پذیر (det : Rn × . . .Rn −→ R) دترمینان تابع کنید ثابت (ج)

D(det)(a۱, . . . , an)(x۱, . . . , xn) =

k∑
i=۱

det



a۱
...
xi
...
an

 .

D۱g۲ = کنیم فرض و باشد مشتق پیوسته بهطور توابع g۱, g۲ : R۲ −→ R کنید فرض .١۶

کنیم فرض .D۲g۱

f(x, y) =

∫ x

۰
g۱(t, ۰) dt+

∫ y

۰
g۲(x, t) dt .

.D۱f(x, y) = g۱(x, y) دهید نشان
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gi : Rn −→ R توابع کنید ثابت .f(۰) = ۰ و مشتق پذیر f : Rn −→ R کنید فرض .١٧

که است موجود چنان

f(x) =

n∑
i

xigi(x) .



٣ فصل

و رتبه ‐ͳضمن تابع معکوس‐ تابع قضیه
مربوطه مطالب

است. برداری آنالیز به مربوط اصلی قضایای و مطالب شامل فصل این

معکوس تابع قضیه ٣ . ١

f ژاکوبی دترمینان صورت این در باشد. دلخواه تابع یک f : E ⊆ Rn → Rn کنیم فرض

یعنی Df(x) ماتریس دترمینان از است عبارت می شود، داده نشان Jf(x) به که

Jf(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f۱
∂x۱

· · · ∂f۱
∂xn

... · · ·
...

∂fn
∂x۱

· · · ∂fn
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
یکریختی یک Df(x) : Rn → Rn اگر فقط و اگر ،Jf(x) ̸= ۰ که می دانیم خطی جبر از

تقریب بهترین که ،Df(x) اگر دهد نشان که است آن دنبال به معکوس تابع قضیۀ باشد.
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پذیر معکوس نیز f خود آنگاه باشد، معکوس پذیر یعنی باشد یکریختی است، f خطی

f ′(x۰) ̸= ۰ کنیم فرض و بگیریم نظر در را f : R → R یعنی ،n = ۱ حالت اگر است.

یک در f یعنی می باشد صفر مخالف x۰ همسایگی یک در بنابراین و x۰ در f شیب آنگاه

از قبل باشیم. موضعی معکوس پذیری بدنبال بایستی پس است. معکوس پذیر x۰ همسایگی

می کنیم. ثابت را انقباض نگاشت قضیه معکوس، تابع قضیه بیان

را f : X −→ X نگاشت است. متری فضای یک (X, d) کنیم فرض .٣ . ١ . ١ تعریف

هر برای که به طوری باشد، داشته وجود ۰ < c < ۱ مانند عددی هرگاه خوانیم، انقباض

،x, y ∈ X

d(f(x), f(y)) ≤ cd(x, y) . (٣ . ١)

ε
c برابر را δ ،ε > ۰ هر برای است کافی است؛ پیوسته انقباض تابع هر که است بدیهی

کنیم. اختیار

که است فضایی کامل، متری فضای می کنیم یادآوری ذیل قضیه بهتر پیگیری بهمنظور

باشند. همگرا آن کوشی دنباله های همه

f : X −→ و کامل متری فضای یک X کنیم فرض انقباض). نگاشت (قضیۀ ٣ . ١ . ٢ قضیه

که بهقسمی دارد، وجود x ∈ X فرد به منحصر نقطه صورت این در باشد. انقباض تابع X

می خوانیم). f ثابت نقطه را x) f(x) = x

بازگشتی بهصورت را {xn} دنبالۀ و می کنیم اختیار را x۰ ∈ X دلخواه نقطه برهان.

xn+۱ = f(xn) (n = ۰,۱,۲, · · · ) ,

را ۰<c<۱ عدد است. کشی دنباله یک {xn} که می دهیم نشان ابتدا می کنیم. تعریف

داریم n ≥ ۱ برای باشد. برقرار (٣ . ١) که می کنیم اختیار چنان

d(xn+۱, xn) ≤ d
(
f(xn), f(xn−۱)

)
≤ cd(xn, xn−۱),
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داشت: خواهیم استقراء به نتیجه در که

d(xn+۱, xn) ≤ cnd(x۱, x۰) (n = ۰,۱,۲, · · · ) .

k و n طبیعی عدد دو هر برای بنابراین

d(xn, xn+k) ≤ d(xn, xn+۱) + · · ·+ d(xn+k−۱, xn+k)

≤ (cn + cn+۱ + · · ·+ cn+k−۱)d(x۱, x۰)

≤ cn

۱ − c
d(x۱, x۰) .

همگرا {xn} پس است کامل X چون است. کشی دنباله یک {xn} پس ۰ < c < ۱ چون

است. f نگاشت ثابت نقطه ،x نقطه این است. x ∈ X مانند فرد به منحصر نقطه ای به

است) پیوسته انقباض نگاشت (هر f پیوستگی به توجه با و lim
n→∞

xn = x اینکه از زیرا

داریم

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+۱ = x .

.x′ = x که می شود دیده بهراحتی باشد دیگری ثابت نقطۀ x′ اگر حال

باز زیرمجموعۀ از C۱ نگاشت یک f کنیم فرض معکوس). تابع (قضیه ٣ . ١ . ٣ قضیه

یا (و باشد معکوس پذیر f ′(x) عملگر ،a ∈ E نقطۀ در و باشد Rn بهتوی E ⊂ Rn

وجود b = f(a) از V همسایگی و E در a از U همسایگی صورت این در .(Jf(x) ̸= ۰

می باشد. f−۱ : V → U چون C۱ معکوس تابع دارای f و f(U) = V که بهقسمی دارد،

داریم ،x = f−۱(y) و y ∈ V برای بهعلاوه

Df−۱(y) = [Df(x)]−۱ .
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می کنیم. تقسیم مرحله چند به را آن اثبات، بودن طولانی دلیل به برهان.

Df(a) که کنیم ثابت حالتی در را قضیه است کافی خاص. حالت به تبدیل :١ مرحله

و دارد وجود λ−۱ صورت این در λ = Df(a) کنیم فرض اگر زیرا باشد. همانی تبدیل

زنجیری قاعدۀ بنابر

D(λ−۱ ◦ f)(a) = D(λ−۱)(f(a)) ◦Df(a) = λ−۱ ◦Df(a) = id .

آنگاه باشد، λ−۱ ◦ f نگاشت معکوس g و باشد برقرار λ−۱ ◦ f برای قضیه اگر حال

که کرد فرض می توان همچنین بود. خواهد برقرار f برای قضیه و است f معکوس g ◦λ−۱

و a = ۰ خاص حالت در قضیه کنیم فرض عمل این توضیح برای .b = f(a) = ۰ و a = ۰

می کنیم فرض است. شده ثابت b = ۰

h(x) = f(x+ a)− f(a) .

حال است. معکوس پذیر Dh(۰) بنابراین و Dh(۰)=Df(a) و h(۰)= ۰ صورت این در

که f−۱ نگاشت آنگاه باشد، معکوس دارای ۰ نقطه از کوچک همسایگی یک در h اگر

به (نزدیک نقطۀ در f معکوس می شود، تعریف f−۱(y)=h−۱(y− f(a))+ a بهوسیله

و b = ۰ ،a = ۰ برای را قضیه است کافی که دیدیم مرحله این در پس می باشد. x+ a (a

می دهیم. ادامه را برهان مفروضات این با کنیم. ثابت Df(۰) = id

اول مرحله به باتوجه موضعی. معکوس یافتن برای ثابت نقطه قضیه از استفاده :٢ مرحله

اول همسایگی از y هر برای که بهقسمی است ۰ از همسایگی در می خواهیم آنچه برهان،

برای .f(x) = y که باشد موجود بهقسمی دوم همسایگی از x مانند فردی به منحصر نقطۀ

نظر در است، شده تعریف gy(x) = y + x − f(x) وسیلۀ به که را gy نگاشت کار، این

نقطه دارای آنگاه باشد، انقباضی نگاشت این ۰ از بسته همسایگی یک در اگر می گیریم.

یعنی است. x مانند ثابتی

x = y + x− f(x) .
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نظر مورد همسایگی حال .y = f(x) که است همسایگی این از فردی به منحصر نقطه x پس

.Dg(۰) = ۰ صورت این در می گیریم. نظر در را g(x) = x− f(x) نگاشت می سازیم. را

حقیقی عدد ۰ نقطه در پیوستگی بنابر و است، پیوسته Dg پس است C۱ نگاشتی g چون

.g = (g۱, . . . , gn) که ∥Dg(x)∥ < ۱
۲n آنگاه |x| < r اگر که دارد وجود r > ۰ مانند

Br(x) در wn و . . . ، w۱ نقاط x ∈ Br(۰) هر برای ، ٢ . ١ . ١١ میانگین مقدار قضیۀ بر بنا

که بهقسمی دارند وجود

gi(x) = gi(x)− gi(۰) = Dgi(wi)(x− ۰) = Dgi(wi)(x) .

پس

∥g(x)∥ ≤
n∑

i=۱

∥gi(x)∥ =

n∑
i=۱

∥Dgi(wi)(x)∥ ≤
n∑
i=۰

∥Dgi(wi)∥∥x∥ ≤ ∥x∥
۲

<
r

۲
.

|y| < r
۲ اگر زیرا می کند. نقش B r

۲
(۰) به توی را Br(۰) بسته گوی g که می دهد نشان این

فرض .∥gy(x)∥ = ∥y + g(x)∥ ≤ ∥y∥+ ∥g(x)∥ < r
۲ + r

۲ = r آنگاه x ∈ Br(۰) و

به را میانگین مقدار قضیه اگر صورت این در باشند. Br(۰) دلخواه نقطۀ دو x۲ و x۱ کنیم

داشت خواهیم کارگیریم

∥∥gy(x۱)− gy(x۲)
∥∥ = ∥g(x۱)− g(x۲)∥ ≤ ۱

۲
∥x۱ − x۲∥ .

منحصر نقطه انقباض، نگاشت قضیه بنابر حال است. (c = ۱
۲ (با انقباضی نگاشتی gy پس

بیان این .f(x) = y پس است. gy ثابت نقطه که دارد وجود x ∈ Br(۰) مانند فردی به

بهصورت معکوسی دارای f که می کند

f−۱ : B r
۲
(۰) ⊂ Rn → Br(۰) ⊂ Rn

باشد. می

باشد، کوچکی عدد h > ۰ و x ∈ Br(۰) کنیم فرض است. پیوسته f−۱ :٣ مرحله
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،g تعریف به باتوجه صورت این در .x+ h ∈ Br(۰) بهطوری که

∥h∥ = ∥x+ h− x∥ ≤ ∥f(x+ h)− f(x)∥+ ∥g(x+ h) = g(x)∥

≤ ∥f(x+ h)− f(x)∥+ ۱

۲
∥h∥ .

باشد کوچکی مثبت عدد k و y ∈ Br(۰) اگر بنابراین .∥h∥ ≤ ۲∥f(x+h)−f(x)∥ پس

،x+h = f−۱(y+k) و x = f−۱(y) دهید قرار اگر آنگاه ،y+k ∈ Br(۰) بهطوری که

می دهد. نتیجه را f−۱ پیوستگی که ∥f−۱(y + k)− f−۱(y)∥ ≤ ۲∥k∥ می شود نتیجه

B r
۲
(۰) روی معکوس تابع باشد، کوچک کافی بهقدر r اگر می دهیم نشان :۴ مرحله

Df : U ⊂ Rn → L(Rn,Rn) تابع و است معکوسپذیر Df(۰) چون است. مشتق پذیر

در [Df(x)] نتیجه در و است باز GL(Rn) (ب)، ١ . ٢ . ١٣ قضیه به باتوجه است، پیوسته

کوچکتر را r نباشد، B r
۲
(۰) باز گوی شامل همسایگی این اگر دارد. وجود ۰ همسایگی یک

اختیار چنان را k و y ∈ B r
۲
(۰) کنیم فرض حال شود. برقرار شرط این تا می کنیم اختیار

در .x + h = f−۱(y + k) و x = f−۱(y) می دهیم قرار .y + k ∈ B r
۲
(۰) که می کنیم

صورت f−۱(y∥∥∥این + k)− f−۱(y)− [Df(x)]−۱(k)
∥∥∥

∥k∥

=

∥∥∥h− [Df(x)]−۱(k)
∥∥∥

∥k∥

=

∥∥∥[Df(x)][Df(x)]−۱(h)− [Df(x)]−۱(f(x+ h)− f(x))
∥∥∥

∥k∥

≤
∥∥∥[Df(x)]−۱

∥∥∥∥f(x+ h)− f(x)− [Df(x)](h)∥
∥k∥

· ∥h∥
∥k∥

.

از است کوچکتر h = f−۱(y + k)− f−۱(y) ،٣ مرحلۀ به باتوجه عبارت این در

۲
∥∥∥[Df(x)]−۱

∥∥∥∥f(x+ h)− f(x)− [Df(x)](h)∥
h

.
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بنابراین .h → ۰ می کند ایجاب k → ۰ پس است، پیوسته f−۱ ولی

lim
k→۰

∥∥∥f−۱(y + k)− f−۱(k)− [Df(x)]−۱(k)
∥∥∥

∥k∥
= ۰ .

با است برابر آن مشتق و است مشتق پذیر y نقطه در f−۱ یعنی

[
Df(x)

]−۱
=

[
Df
(
f−۱(y)

)]−۱

شدن کامل برای و شود اختیار U = f−۱(V ) و V = B r
۲
(۰) است کافی قضیه در حال

به باتوجه که کنیم ثابت را [Df(x)]−۱ پیوستگی و f−۱ بودن C۱ بایستی فقط برهان

است پیوسته GL(Rn) روی به GL(Rn) از A 7→ A−۱ تابع که این و Df پیوستگی

میشود. کامل قضیه برهان ترتیب این به است. بدیهی (١۴ . ١ . ٢ (قضیه

نظر در را sinx + cosx = v(x, y) و x۴ + y۴

x
= u(x, y) معادله های .۴ . ٣ . ١ مثال

کرد؟ محاسبه v و u حسب بر را y و x می توان (x, y) نقاط چه نزدیکی در بگیرید.

که می گیریم نظر در را f(f۱, f۲) بهصورت f : R۲ → R۲ تابع حل.

f۱(x) =
x۴ + y۴

x
= u(x, y) , f۲(x) = sinx+ cosx = v(x, y) .

u از تابعی بهصورت را y و x بتوان آنها نزدیکی در که کنیم معین را نقاطی می خواهیم

تابع قضیۀ طبق نمائیم. محاسبه را آن نظایر و ∂f
∂u جزئی مشتقات علاوه به و نوشت v و

f تعریف حوزه که داریم توجه کنیم. محاسبه را F ژاکوبی دترمینان بایستی ابتدا معکوس،

حال .A = {(x, y) ∈ R۲| x ̸= ۰} از است عبارت

Jf(x, y) =

∣∣∣∣∣∣
∂f۱
∂x

∂f۱
∂y

∂f۲
∂x

∂f۲
∂y

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
۲x۴−y۴

x۲
۳y۴

x

cosx − sin y

∣∣∣∣∣∣ = sin y

x۲ (y۴ − ۳x۴)− ۴y۳

x
cosx .
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بهدست v و u حسب بر را y و x می توانیم نشود، صفر عبارت این که نقاطی در بنابراین

می توان ،sin y(y۴−۳x۴) ̸=۴xy۳ cosx یا y ̸= ۰ که هایی y x و نزدیکی در یعنی آوریم.

کرد. حل کلی بهصورت نمی توان را شرط این بنویسیم. v و u از توابعی بهصورت را y و x

آوریم. بهدست y۰ و  x۰ نزدیکی در را y و x می توانیم آنگاه y۰ = π
۲ و x۰ =

π
۲ اگر مثلا

تابع قضیه اساس بر می توان را · · · , ∂x∂u جزئی مشتقات .Jf(x, y) ̸= ۰ نقطه این در زیرا

داشت: خواهیم بعدی دو حالت در آورد. بهدست ژاکوبی ماتریس بهوسیله معکوس

∂x

∂u
=

۱

Jf(x, y)

∂V

∂y
,

∂x

∂v
=

−۱

Jf(x, y)

∂u

∂y
,

∂y

∂u
=

−۱

Jf(x, y)

∂u

∂x
,

∂y

∂v
=

۱

Jf(x, y)

∂u

∂x
.

مثال این در
∂x

∂u
=

−x۲ sin y

sin y (y۴ − ۳x۴)− ۴y۲x cosx
.

چگونگی و کرد محاسبه را y و x می توان که گفت ما به معکوس تابع قضیه که شد ملاحظه

نباشد. میسر است ممکن معادله صریح حل گرچه نمود. بیان نیز را جزئی مشتقات محاسبۀ

ͳضمن تابع قضیه ٣ . ٢

مربوط یکدیگر به ،F (x, y) = ۰ معادله بهوسیله که می گیریم نظر در را هایی y و x مجموعۀ

را y = f(x) مانند تابعی ضمنی) (بهصورت معادله این می گوییم صورت این در شده اند.

از صریحی تابع بهصورت y نوشتن باشیم داشته Fای چنین اگر کلی بهطور می کند. تعریف

تابعی چه که کرد حکم بتوان آن تحت که شرایطی یافتن بنابراین نیست. ساده ای عمل x

است. برخوردار ویژه ای اهمیت از آوریم، بدست را y باشیم مجبور آنکه بدون دارد، وجود

بهدنبال می گیریم. نظر در را F (x, y)=x۲+y۲−۱ تابع مسئله، با بیشتر آشنایی برای

f(x) تابع است. واحد دایره که می کنند، صدق F (x, y)= ۰ در که هستیم هایی y و x
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.F (x, f(x))= ۰ باشیم، داشته f تعریف حوزه از x هر برای اگر فقط و اگر است جواب

فرد به منحصر است ممکن رو این از و f(x)= ±
√

۱ − x۲ که است بدیهی صورت این در

می کنند، صدق F (x۰, y۰)= ۰ در که دلخواهی های (x۰, y۰) برای ببینیم علاقه مندیم نباشد.

فرد به منحصر (x۰, y۰) نزدیکی در f و f(x۰, f(x۰))= ۰ که یافت چنان را f می توان آیا

نظر در را دوم ریشه است کافی دارد؛ وجود ای f چنین x۰ ̸= ±۱ اگر باشد. مشتق پذیر و

بگیریم.

(اگر مناسب دوم ریشه می توان و نیست فرد به منحصر f تابع x۰ = ± ۱ نقطۀ دو در

استثنایی نقطۀ دو این در بگیریم. نظر در را منفی) علامت y۰ < ۰ اگر و مثبت علامت y۰ > ۰

وجود بتوانیم تا داریم لازم ∂F
∂y ̸= ۰ نظیر شرطی کلی حالت در بنابراین .∂F∂y = ۰ داریم

می کند، صدق F (x, f(x)) = ۰ در که را f مشتق پذیر فرد به منحصر تابع موضعی) (لااقل

داشت. خواهیم F : Rn × Rm → Rm بهصورت تابعی کلی حالت در کنیم. تضمین

بهصورت می توان را F (x, y) = ۰ معادله

F۱(x۱, . . . , xn, y۱, . . . , ym) = ۰ ,
...

Fm(x۱, . . . , xn, y۱, . . . , ym) = ۰ ,

آوریم. بدست xn و . . . ، x۱ برحسب را ym و . . . ، y۱ مجهول m می خواهیم نوشت.

ماتریس Ay کنیم فرض قضیه، بیان در سادگی برای

Ay =


∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... . . . ...
∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym


نشان ∆ به را نقطه این در آن دترمینان و باشد (a, b) ∈ Rn × Rm نقطۀ در شده محاسبه
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یعنی می دهیم،

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... . . . ...
∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
.(a, b) نقطۀ در شده محاسبه

تابعی F : E → Rm باز، E ⊆ Rn×Rm کنیم فرض ضمنی). تابع (قضیه ٣ . ٢ . ١ قضیه

معادل (که باشد معکوس پذیر Ay کنیم فرض همچنین .F (a, b) = ۰ و (a, b) ∈ E و C۱

تابع و Rm از V همسایگی ،Rn در a از U همسایگی صورت این در .(∆ ̸= ۰ با است

.F (x, f(x)) = ۰ ،x ∈ U هر برای که موجودند بهقسمی ،f : U → V فرد به منحصر

است. C۱ ،f بهعلاوه

می کنیم. تعریف G(x, y) = (x, F (x, y)) بهصورت را G : E → Rn×Rm تابع برهان.

،G پس است. مشتق پذیر مرتبه ای هر تا همانی نگاشت چون و است C۱ فرض به بنا F

از است عبارت ژاکوبی) (ماتریس G جزئی مشتقات ماتریس است. C۱ نگاشتی

۱ ۰ · · · ۰ ۰ · · · ۰

۰ ۱ · · · ۰ ۰ · · · ۰
... . . . ...
۰ · · · ۱ ۰ · · · ۰

∂F۱
∂x۱

· · · ∂F۱
∂xn

∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... ...
∂Fm
∂x۱

· · · ∂Fm
∂yn

∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym


.

با است برابر (a, b) نقطه در شده محاسبه ماتریس این دترمینان

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... . . . ...
∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣ .



55 مربوطه مطالب و رتبه ضمنی- تابع معکوس- تابع قضیه .3 فصل

شامل S باز مجموعۀ معکوس تابع قضیه به بنا پس .JG(a, b) ̸= ۰ فرض به باتوجه بنابراین

G−۱ : معکوس دارای G .G(S) = W که بهقسمی دارد، وجود (a, ۰) باز مجموعه  و (a, b)

باز مجموعه های ,a) است، b) شامل باز مجموعۀ S چون می باشد. C۱ که است W → S

فرض .U × V ⊂ S و b ∈ V و a ∈ U که می کنیم اختیار چنان را V ⊆ Rm و U ⊆ Rn

است  C۱ نگاشتی G : U × V → N صورت این در .G(U × V ) = N ⊂ W کنیم

به باتوجه پس است. C۱ نیز G−۱ که می باشد G−۱ : N → U × V معکوس دارای که

نگاشتی H که می باشد G−۱(x,w) = (x,H(x,w)) بهصورت G−۱ نگاشت ،G تعریف

دوم مؤلفۀ روی تصویر نگاشت Π۲ : Rn ×Rm → Rm کنیم فرض است. V به N از C۱

صورت این در .Π۲(x, y) = y یعنی باشد

F (x,H(x,w)) = Π۲ ◦G(x,H(x, y)) = Π۲ ◦G ◦G−۱(x,w) = w .

می باشد. G−۱(x,w) = (x,H(x,w)) بهصورت G−۱ چون که می کنیم توجه همچنین

f(x) = H(x, ۰) بهصورت را f : U → V نگاشت .x ∈ U آنگاه (x,w) ∈ N اگر پس

.F (x, f(x)) = ۰ داریم F (x,H(x,w)) = w چون صورت این در می کنیم. تعریف

معکوس، تابع قضیه به بنا همچنین است. C۱ رده از H زیرا است. C۱ ردۀ از f بهعلاوه

این به و بوده فرد به منحصر f(x) = H(x, ۰) نتیجه در و است فرد به منحصر H(x,w)

می شود. کامل برهان ترتیب

رابطۀ از
∂fj
∂xi

٣ . ٢ . ١ قضیه در .٣ نتیجه


∂f۱
∂x۱

· · · ∂f۱
∂xn

... . . . ...
∂fm
∂xn

· · · ∂fm
∂xn

 = −


∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... . . . ...
∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym


−۱

∂F۱
∂x۱

· · · ∂F۱
∂xn

... . . . ...
∂Fm
∂x۱

· · · ∂Fm
∂xn

 (٣ . ٢)

است. ماتریس معکوس معنی به ماتریس بالای در (−۱) که می آید بهدست
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A = کنیم فرض و ϕ(x) = (x, f(x)) کنیم فرض ضمنی تابع قضیۀ علایم با برهان.

ϕ(a) نقطه در زیر ماتریس با است برابر A یعنی ،DF (ϕ(a))

A =


∂F۱
∂x۱

· · · ∂F۱
∂xn

∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... . . . ... ... . . . ...
∂Fm
∂x۱

· · · ∂Fm
∂yn

∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym

 .

داریم h ∈ Rm و k ∈ Rn برای A بودن خطی به باتوجه

A(h, k) = A(k, ۰) +A(۰, h) .

حساب زنجیری قاعدۀ کمک به a در را F (ϕ(x)) = F (x, f(x)) = ۰ عبارت مشتق حال

داشت خواهیم می کنیم.

ADϕ(x) = D(F ◦ ϕ)(a) = ۰ .

پس .Dϕ(x)(k) =
(
k,Df(x)(k)

)
،ϕ تعریف به باتوجه ولی

A(k, ۰) +A(۰, Df(a)(k)) = A(k,Df(a)k) = ۰ .

با است معادل این
∂F۱
∂x۱

· · · ∂F۱
∂xn

... . . . ...
∂Fm
∂x۱

· · · ∂Fm
∂xn

+


∂F۱
∂y۱

· · · ∂F۱
∂ym

... . . . ...
∂Fm
∂y۱

· · · ∂Fm
∂ym




∂f۱
∂x۱

· · · ∂f۱
∂xn

... . . . ...
∂fm
∂xn

· · · ∂fm
∂xn

 = ۰

است. (٣ . ٢) رابطه همان که

معادلات دستگاه .٣ . ٢ . ٢ مثال

xu+ yv۲ = ۰
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xv۲ + y۲u۶ = ۰

نقطۀ نزدیکی در y و x برحسب فرد به منحصر طور به را v و u می توان آیا بگیرید. درنظر را

کرد؟ حل v = ۰ ،u = ۰ ،y = ۱ ،x = ۰

و F تابع از است عبارت معادلات چپ سمت ضمنی، تابع قضیۀ علایم با اینجا در حل.

y۱ = u ،x۲ = y ،x۱ = x علاوه به .F۲ و F۱ با برابرند ترتیب به دوم و اول معادله

بنابراین آورد. بهدست را v(x, y) و u(x, y) می توان آیا ببینیم می خواهیم .y۲ = v و

دترمینان

∆ =

∣∣∣∣∣∣
∂F۱
∂u

∂F۱
∂v

∂F۲
∂u

∂F۲
∂v

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ x ۲yx

۶y۲u۵ ۳xv۲

∣∣∣∣∣∣ = ۳x۲v۲ − ۱۲y۳u۵v

می توان ضمنی تابع قضیۀ بنابر پس است. ۵ برابر مفروض نقطه در که می دهیم تشکیل را

آورد. بهدست فرد به منحصر بهصورت y و x حسب بر را v و u

معادلات بهوسیله که را F : R۳ × R۲ → R۲ تابع .٣ . ٢ . ٣ مثال

۲eu + vx− ۴y + ۳ = ۰

v cosu− ۶u+ ۲x− z = ۰

می توان آیا b = (۰,۱) و a = (۳,۲,۷) که صورتی در می گیریم. نظر در است، شده تعریف
∂u
∂x بهعلاوه آورد؟ بهدست (a, b) نقطۀ در y و x حسب بر فرد به منحصر طور به را v و u

می کنیم. محاسبه وجود صورت در را

می باشند. دوم و اول معادله برابر ترتیب به F۲ و F۱ که F = (F۱, F۲) اینجا در حل.

v و u آیا ببینیم می خواهیم .y۲ = v و y۱ = u ،x۳ = z ،x۲ = y ،x۱ = x بهعلاوه
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حل قابل v = ۱ و u = ۰ ،x۳ = ۷ ،x۲ = ۲ ،x۱ = ۳ نقطۀ نزدیکی در y و x برحسب

دترمینان است.

∆ =

∣∣∣∣∣∣
∂F۱
∂u

∂F۱
∂v

∂F۲
∂u

∂F۲
∂v

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ۲eu x

−v cosu− ۶ cosu

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ۲ ۳

−۶ ۱

∣∣∣∣∣∣ = ۲۰

در را f ∈ C۱ تابع وجود ضمنی قضیه نتیجه  در و است صفر مخالف مفروض نقطه در

طور به ،v(x, y, z) و u(x, y, z) توابع یعنی می کند. ایجاب (۳,۲,۷) نقطۀ همسایگی یک

داریم ٣ نتیجه به باتوجه حال موجودند. فرد به منحصر

Df(۳,۲,۷) = − ۱

۲۰

[
۱ −۳

۶ ۲

][
۱ −۴ ۰

۲ ۰ ۱

]
=

[ ۱
۴

۱
۵

−۳
۲۰

−۱
۲

۶
۵

۱
۱۰

]
.

می آید دست به y و x به نسبت v و  u جزئی مشتقات ترتیب این به

∂u

∂x
=

۱

۴
,

∂u

∂y
=

۱

۵
,

∂u

∂z
= − ۳

۲۰
,

∂v

∂x
= −۱

۲
,

∂v

∂y
=

۶

۵
,

∂v

∂z
= − ۱

۱۰
.

رتبه قضیه ٣ . ٣

بیان قضیه طرح از قبل می کنیم. اثبات را آنالیز مهم قضایای از دیگر یکی قسمت این در

سه از یکی به را ماتریس یک رتبه خطی جبر در است. مؤثر امر تسهیل در تعریف چند

می کنیم: تعریف زیر معادل صورت

سطرها، توسط شده تولید زیرفضای بعد (الف)

ستون  ها، توسط شده تولید زیرفضای بعد (ب)

آن. از صفر مخالف دترمینان کهاد یک مرتبۀ ماکزیمم (پ)
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A خطی تبدیل رتبۀ است. آن تصویر بعد از عبارت خطی تبدیل یک رتبه .٣ . ٣ . ١ تعریف

می دهیم. نشان rank(A) با را

نمایشگر که ماتریسی هر رتبۀ با است برابر خطی تبدیل یک رتبۀ که داد نشان می توان

باشد. خطی تبدیل آن

را F : U −→ V نگاشت هستند. باز V ⊆ Rm و U ⊆ Rn کنیم فرض .٣ . ٣ . ٢ تعریف

باشد. پیوسته معکوس با و پیوسته پوشا، یکبهیک، F هرگاه می نامیم همان سانی یک

را F : U → V نگاشت هستند. باز V ⊆ Rm و U ⊆ Rn کنیم فرض .٣ . ٣ . ٣ تعریف

C۱ دو هر F−۱ و F ثانیاً باشد، همان سانی F اولا صورتی که در خوانیم، وابرسانی یک

باشند.

و بوده باز مجموعه هایی B۰⊆Rm و A۰⊆Rn کنیم فرض رتبه). (قضیه ۴ . ٣ . ٣ قضیه

باشد. k برابر A۰ روی DF رتبه کنیم فرض باشد. C۱ نگاشتی F : A۰ −→B۰ همچنین

b ∈ B و a ∈ A که B ⊆ B۰ و A ⊆ A۰ باز مجموعه های آنگاه ،b = F (a) و a ∈ A۰ اگر

وجود هستند) باز V و U) H : B → V ⊂ Rm و G : A → U ⊂ Rn وابرسانی های و

و H ◦ F ◦G−۱(U) ⊂ V که بهقسمی دارند

H ◦ F ◦G−۱(x۱, . . . , xn) = (x۱, . . . , xk, ۰, . . . , ۰) .

قضیه ،b = ۰ ∈ Rm و a = ۰ ∈ Rn که حالتی در اگر معکوس تابع قضیه همانند برهان.

F̃ (u) = F (u + a) − b کنیم فرض زیرا شد. خواهد نتیجه کلی حالت کنیم، ثابت را

کافی باشند موجود کنند، صدق قضیه حکم در که H̃ی و G̃ اگر و F̃ (۰) = ۰ دراین صورت

اندیس ها( تغییر کمک به بهعلاوه شوند. اختیار H = H̃(·−b) و G−۱ = G̃−۱+a است

عبارت DF (a) در صفر مخالف k×k دترمینان کهاد که کرد فرض می توان لزوم) صورت در
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از ∣∣∣∣∣∣∣∣است
∂f۱
∂u۱

. . .
∂f۱
∂uk... ...

∂fk
∂u۱

. . .
∂fk
∂uk

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
بهصورت است، C۱ نگاشت یک که را G : A۰ −→ Rn نگاشت

G(u۱, . . . , un) =

(
f۱(u۱, . . . , un), . . . , fk(u۱, . . . , un), uk+۱, . . . , un

)
از است عبارت G جزئی مشتق های ماتریس دراین صورت می کنیم. تعریف

∆G =


∂f۱
∂u۱

. . .
∂f۱
∂uk... . . . ...

∂fk
∂u۱

. . .
∂fk
∂uk

∗

۰ In−k


همگی چپ پایینی قسمت جملات می باشد. (n− k)× (n− k) همانی ماتریس In−k که

معکوس پذیر x = a در ماتریس این نیست. ما توجه مورد راست بالایی قسمت و صفرند

G که دارد وجود a شامل A۰ از A۱ باز زیرمجموعه معکوس، تابع قضیه بنابر پس است.

G تعریف به باتوجه است. U۱ = G(A۱) باز مجموعه روی بر وابرسانی یک آن روی

و F ◦G−۱(U۱) ⊆ B۰ ،F ◦G(۰) = ۰ داریم

F ◦G−۱(x۱, . . . , xk, xk+۱, . . . , xn) =
(
x۱, . . . , xk, fk+۱(x), . . . , fm(x)

)
l = ۱, . . . ,mبرای و است U۱یک بهیک G−۱روی زیرا fk+j(x) = fk+j◦G−۱(x) که

از فقط اینجا تا .fl ◦G−۱(x) = fl(u) = xl پس u ∈ G−۱(u۱) و xl = fl(u) داریم

کرده ایم استفاده است k برابر آن) همسایگی یک در نتیجه در (و a نقطۀ در Df رتبۀ اینکه
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مطلب این ولی نبرده ایم بهره ای است k برابر جا همه A۰ روی Df رتبۀ که حقیقت این از و

فرمول روی از را D(F ◦G−۱) مشتق ماتریس می دهیم. قرار استفاده مورد بعد مرحله در را

داشت خواهیم می کنیم حساب F ◦G−۱

∆(F ◦G−۱)(x) =


Ik ۰

∗

∂fk+۱
∂xn

. . .
∂f۱

∂xk+۱
... . . . ...

∂fm
∂xn

. . .
∂fm
∂xk+۱

 .

طرفی از است. برقرار است، شده تعریف F ◦ G−۱ بهصورت که U۱ روی تساوی این

u۱ روی بنابراین .G−۱(u۱) = A۱ ⊂ A۰ و است معکوس پذیر U۱ روی DG−۱

rank
(
D(F ◦G−۱)

)
= rank

(
DF ◦DG−۱

)
= k

است. صفر برابر U۱ روی بالا ماتریس راست پایینی قسمت جملات تمامی می دهد نتیجه که

همسایگی از T نگاشت حال وابسته اند. xk و · · · ، x۱ به فقط f̄m و . . . ، f̄k+۱ توابع یعنی

بهصورت B۰ ⊂ Rm بهتوی را Rm در ۰ از V۱

T (y۱, . . . , yk, yk+۱, . . . , ym) =
(
y۱, . . . , yk, yk+۱ + f̄k+۱(y۱, . . . , yk),

. . . , ym + f̄m(y۱, . . . , yk)
)

y = برای اولا که کرد اختیار کوچک آنقدر بایستی را V۱ مجموعۀ می کنیم. تعریف

باتوجه .T (V۱) ⊂ B۰ ثانیاً و شوند تعریف f̄k+j(y۱, . . . , yk) توابع (y۱, . . . , ym) ∈ V۱

y ∈ V۱ نقطه هر در کنیم محاسبه را DT اگر .T (۰) = ۰ که است واضح F (۰) = ۰ به

داریم

DT (y) =

[
Ik ۰

۰ Im−k

]
.
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است وابرسانی B ⊂ Rmمانند بازی مجموعۀ بهروی V۱ در V۰ همسایگی یک از T پس

در را Rn در مبدا از U ⊂ U۱ همسایگی .B ⊂ B۰ و بوده Rm مبدأ شامل B آن در که

.H = T−۱ و A = G−۱(u) کنیم فرض .F ◦ G−۱(u) ⊂ B که بهقسمی می گیریم نظر

H و G−۱ و می باشند C۱ همگی U
G−۱
−−−→ A

F−→ B
H−→ V نگاشت های صورت این در

چون بهعلاوه هستند. V و A بروی وابرسانی هایی

F ◦G−۱(x۱, . . . , xk, xk+۱, . . . , xn) =
(
x۱, . . . , xk, f̄k+۱(x۱, . . . , xk),

. . . , f̄m(x۱, . . . , xk)
)
,

پس

H ◦ F ◦G−۱(x۱, . . . , xk, xk+۱, . . . , xn) = (x۱, . . . , xk, ۰, . . . , ۰) .

نقطه به را (x۱, . . . , xk, ۰, . . . , ۰) نقطه T زیرا

(
x۱, . . . , xk, f̄k+۱(x۱, . . . , xk), . . . , f̄m(x۱, . . . , xk)

)
می شود. کامل قضیه برهان ترتیب این به و می برد

تمرین ۴ . ٣

پیوسته طور به تابع یک f : A −→ Rn و باز مجموعه یک A ⊆ Rn کنیم فرض .١

دهید نشان .det f ′(x) ̸= ۰ ،x ∈ A هر برای که بهنحوی باشد، یک به یک و مشتق پذیر

است. مشتق پذیر f−۱ : f(A) −→ A و باز f(A) ⊆ Rn

f دهید نشان باشد. مشتق پذیر پیوسته بهطور تابع یک f : R۲ −→ R کنیم فرض .٢

باشد. یکبهیک نمی تواند
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دهید نشان باشد. صادق a ∈ R هر برای f ′(a) ̸= ۰ شرط در f : R −→ R کنیم فرض .٣

است. یکبهیک f
می کنیم تعریف x ∈ R هر برای باشد. مشتق پذیر f : R× R −→ R کنیم فرض .۴

gx : R −→ R , gx(y) = f(x, y).

این .g′x(y) = ۰ که است موجود چنان y فرد به منحصر عضو ،x هر برای کنیم فرض

نشان (x, y) هر برای آنگاه D۲,۲f(x, y) ̸= ۰ اگر صورت این در می نامیم. c(x) را y

و است مشتق پذیر c دهید

c′(x) = −
D۲,۱f

(
x, c(x)

)
D۲,۲f

(
x, c(x)

) .
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۴ فصل

چندمتغیره انتگرال گیری

انتگرال پذیر توابع ١ . ۴

دیده ایم. f : [a, b] ⊂ R → R کران دار توابع برای را ریمان انتگرال عمومی ریاضیات در

انتگرال گردد، جایگزین Rn از زیرمجموعه ای با [a, b] که حالتی در ببینیم می خواهیم اکنون

می شود. تعریف صورتی چه به

کران دار تابعی f : A ⊆ Rn → R و باشد Rnاز کران دار زیرمجموعه ای A کنیم فرض

است. شامل را A که باشد Rn در مستطیلی B = [a۱, b۱]×· · ·×[an, bn] کنیم فرض باشد.

.f(x) = ۰ می دهیم قرار x /∈ A اگر که ترتیب این به می دهیم توسیع B تمام به را f تابع

P = {P۱, · · · , Pn} گردایۀ از است عبارت [a۱, b۱]×· · ·×[an, bn] مستطیل از افراز یک

صورت این در .Pi = {xi۰, . . . , ximi
} کنیم فرض است. [ai, bi] بازۀ از افرازی Pi هر که

بهصورت مستطیل m۱ ×m۲ × · · · ×mn تعداد از P افراز

[x۱
j۱
, x۱

j۱+۱]× · · · × [xnjn , x
n
jn+۱] , ۱ ≤ ji ≤ mi
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را مستطیل حجم B = [a۱, b۱] × · · · × [an, bn] مستطیل برای است. گردیده تشکیل

بهصورت

V (B) = (b۱ − a۱)(b۲ − a۲) · · · (bn − an)

می دهیم: قرار باشد، افراز مستطیل های از یکی S اگر می کنیم. تعریف

mS(f) = inf{f(x)|x ∈ S} , MS(f) = sup{f(x)|x ∈ S} .

از عبارتند P افراز به نسبت f بالایی و پایینی جمع حاصل و

L(f, P ) =
∑
S∈P

mS(f)V (S) , U(f, P ) =
∑
S∈P

MS(f)V (S) .

P افراز هر برای که است بدیهی تعریف از

L(f, P ) ≤ U(f, P ) .

P مستطیل زیر یک در P ′ مستطیل زیر هر (یعنی باشد P از ظریف تری افراز P ′ کنیم فرض

اولا باشد، Sk, · · · , S۱ مستطیل های از متشکل P از S مستطیل اگر باشد). داشته جای

V (S) = V (S۱) + · · ·+ V (Sk) ,

پس Si ⊂ S ،۱ ≤ i ≤ k برای چون ثانیاً

inf{f(x) | x ∈ Si} ≥ inf{f(x) | x ∈ S} .

.U(f, P ′) ≤ U(f, P ) مشابه طریق به و L(f, P ) ≤ L(f, P ′) که می شود نتیجه بنابراین

گرفت. نتیجه را زیر لم می توان جا این از
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.L(f, P ) ≤ آنگاه باشند، B ⊆ Rn مستطیل از دلخواه افراز دو P ′ و P اگر .١ . ١ . ۴ لم

U(f, P ′)

صورت این در است. P ′ و P از ظریف تر که باشد B از افرازی P ′′ کنید فرض برهان.

L(f, P ) ≤ L(f, P ′′) ≤ U(f, P ′′) ≤ U(f, P ′) .

بالا از {L(f, P است|( B ازمستطیل افرازی P} مجموعۀ که می گردد نتیجه لم این از

است. سوپریمم دارای حقیقی، اعداد تمامیت اصل بر بنا و کران دار

نتیجه در و کران دار پایین از {U(f, P است|( B ازمستطیل افرازی P} مجموعۀ همچنین

است. اینفیمم دارای

از است عبارت f بالایی انتگرال فوق علایم با .١ . ٢ . ۴ تعریف

inf
{
U(f, P ) | B از افرازی P

}
,

است عبارت می شود، داده نشان
∫
A

با که f پایینی انتگرال و می شود داده نشان
∫
Af با و

از

sup
{
L(f, P ) | B از افرازی P

}
.

مشترک مقدار و است ریمان انتگرال پذیر A روی f که گوییم
∫
Af =

∫
A
f که صورتی در

،
∫
A f نمادهای از یکی با را آن و خوانیم A روی f انتگرال را بالایی و پایینی انتگرال

یا و
∫
A f(x) dx

می دهیم. نشان
∫
A f(x۱, · · · , xn) dx۱ · · · dxn
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باشد. واقع S مستطیل در و بوده کران دار A ⊂ Rn کنیم فرض ریمان). (شرط ١ . ٣ . ۴ قضیه

مانند افرازی ϵ > ۰ هر برای اگر فقط و اگر است، انتگرال پذیر f : A → R کران دار تابع

.U(f, P )− L(f, p) < ϵ که بهقسمی باشد داشته وجود S از P

چون است. شده داده ϵ > ۰ کنیم فرض و است انتگرال پذیر f کنیم فرض ∫برهان.
A
f = inf{U(f, p) | است S از افرازی P} ,

که دارد وجود S از P۱ مانند افرازی پس

U(f, P۱) <

∫
A
f +

ϵ

۲
.

که دارد وجود S از P۲ مانند افرازی مشابه بهدلیل ∫و
A
f − ϵ

۲
< L(f, P۲) .

خواهیم شد، بیان ١ . ١ . ۴ لم از قبل آنچه به باتوجه باشد، P۲ و P۱ از ظریف تر افرازی P اگر

داشت

U(f, P )− L(f, p) < ϵ .

انتگرال پذیر f یعنی ،sup{L(f, P )}=inf{U(f, P )} باشد برقرار ریمان شرط اگر برعکس،

می کنیم!). واگذار تمرین بهعنوان را قضیۀ طرف این (بررسی است

انتگرال دومی ولی است انتگرال پذیر اولی که می کنیم ذکر مثال دو بحث ادامه از قبل

نیست. پذیر
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یعنی باشد ثابت تابع f : A → R و مستطیل یک A ⊆ Rnکنید فرض .۴ . ١ . ۴ مثال

mSi
(f) = داریم Si مستطیل هر در آنگاه باشد A از دلخواهی افراز P اگر .f(x) = c

پس .MSi
(f) = c

L(f, P ) = U(f, P ) =
∑
si

cV (Si) = cV (A) .

بهصورت که را f : [۰,۱]× [۰,۱] → R تابع .۵ . ١ . ۴ مثال

f(x, y) =

{
۰ است گویا x

۱ است گنگ x

بهدلیل آنگاه باشد، [۰,۱] × [۰,۱] از افرازی P اگر بگیرید. نظر در است، شده تعریف

و گویا x با ,x)ی y) نقاط Si مستطیل زیر هر حقیقی، اعداد در گویا اعداد بودن چگال

نتیجه در .Ms = ۱ و ms = ۰ پس است. شامل را گنگ x با ,x)ای y) نقاط همچنین

L(f, P ) =
∑
s

۰V (s) = ۰ ,

U(f, P ) =
∑
s

۱V (s) = V
(
[۰,۱]× [۰,۱]

)
= ۱ .

نیست. انتگرال پذیر f پس

می شود. ارائه اثبات بدون دیده ایم، R به R از توابعی برای را آن نظیر که زیر قضیۀ

کند. مراجعه [٢] به می تواند برهان دیدن برای علاقه مند خوانندۀ

جای S مستطیل در و باشد کران دار A ⊂ Rn کنیم فرض داربو). (قضیۀ ۶ . ١ . ۴ قضیه

این به می دهیم. توسیع S به را آن و است کران دار f : A → R کنیم فرض باشد. داشته

انتگرالی انتگرال پذیربا f صورت این در .f = ۰ می کنیم تعریف A خارج در که ترتیب

بهقسمی باشد داشته وجود δ > ۰ مانند عددی ϵ > ۰ هر برای اگر فقط و اگر است، I برابر
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و باشد δ از کمتر طول با اضلاع با SN , · · · , S۱ مستطیل های به دلخواه افرازی P اگر که

آنگاه ،x۱ ∈ S۱, · · · , xn ∈ SN ∣∣∣∣∣اگر
N∑
i=۱

f(xi)V (Si)− I

∣∣∣∣∣ < ϵ .

خوانیم. ریمان مجموع را
∑N

i=۱ f(xi)V (Si) مجموع

صفر محتوای و صفر اندازۀ ٢ . ۴

گرفته بازه یک روی انتگرال معمولا باشند، شده تعریف حقیقی خط بر که توابعی برای

گرفت. خواهد انجام پیچیده تری مجموعه های روی بر انتگرال گیری Rn در ولی می شود.

انتگرال گیری تعریف در که افرازی که باشند گونه ای به مجموعه ها این است لازم درواقع

معناست این به بودن معقول دید خواهیم که طوری به باشد. «معقولی» شکل به شد، ذکر

دقیق مفهوم و معنا زودی به نباشند. «پیچیده» خیلی مرز دارای مجموعه ها این بایستی که

شد. خواهد ارائه بالا سطور در عرضه شده کیفی کلمات

داریم. مقدماتی به احتیاج مطلب این دقیق بیان برای

از است عبارت A مشخصۀ تابع آنگاه A ⊆ Rn اگر .٢ . ١ . ۴ تعریف

χ
A : Rn → Rn; χ

A(x) =

{
۱ x ∈ A اگر
۰ x ̸= A اگر

عبارت A حجم صورت این در و باشد انتگرال پذیر χA اگر است، حجم دارای A که گوییم

عدد از ∫است
A

χ
A(x) dx = V (A).
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..

A

.

χA

زیر ناحیۀ می دهد نشان شکل که همان گونه زیرا است منطقی تعریف این شهودی نظر از

است. A قاعدۀ و ١ ارتفاع به استوانه گون یک χA نمودار

و  A طول با است برابر V (A) حجم A ⊂ R برای n = ۱ حالت در که است بدیهی

.V (A) با است برابر A مساحت A ⊂ R۲برای

مجموعۀ برای پوشش یک Rn زیرمجموعه های از {Ai}∞i=۱ خانوادۀ گوییم .٢ . ٢ . ۴ تعریف

.A ⊆ ∪∞
i=۱Ai هرگاه است، A⊆Rn

ϵ> ۰ هر برای که صورتی در است، صفر اندازۀ دارای A⊂Rn مجموعۀ .٢ . ٣ . ۴ تعریف

که قسمی به باشد، داشته وجود S۱, S۲, · · · مانند مستطیل شمارا تعداد با A از پوششی

.
∑∞

i=۱ V (Si)<ϵ

ϵ> ۰ هر برای که صورتی در است، صفر محتوای دارای A مجموعۀ گوییم همچنین

به باشد، داشته وجود SN , · · · , S۱ مانند مستطیل متناهی تعداد وسیلۀ به A از پوششی

.
∑n

i=۱ V (Si)<ϵ که طوری 

نیز B آنگاه ،B⊂A و باشد صفر) (محتوای اندازۀ دارای A اگر که است بدیهی



برداري آنالیز 72

مستطیلی نمی تواند صفر اندازۀ با مجموعه یک بنابراین است. صفر) (محتوای اندازۀ دارای

که بهقسمی [a۱, b۱] × · · · × [an, bn] بهصورت مستطیلی یعنی باشد. شامل را نابدیهی

زیرا است صفر اندازۀ دارای نقطه، شمارا تعداد از متشکل مجموعۀ هر بهعلاوه، .ai < bi

اختیار V (Si) <
ϵ

۲i
با ai شامل مستطیلی را Si است کافی A = {a۱, a۲, a۳, · · · } اگر

صورت این در کنیم
∞∑
i=۱

V (Si) <

∞∑
i=۱

ϵ

۲i
= ϵ .

است. صفر اندازۀ دارای گویا اعداد مجموعۀ که می گردد نتیجه جا این از

اگر تنها و اگر است صفر اندازۀ دارای A⊂Rn زیرمجموعۀ که داد نشان می توان

می آید. ادامه در که است ٢ . ١ . ۴ قضیۀ از خاصی حالت گزاره این بررسی .V (A)= ۰

کار به نیز صفر» «حجم عبارت صفر محتوای جای به اوقات گاهی مطلب، این به باتوجه

می شود. برده

است. صفر اندازۀ دارای R۲ از زیرمجموعه ای بهعنوان R که می دهیم نشان .۴ . ٢ . ۴ مثال

ندارد. صفر اندازۀ R از زیرمجموعه ای بهعنوان ولی

که باشیم می S۱, S۲, · · · مستطیل های به دنبال است. شده داده ϵ > کنیم۰ فرض حل.

عدد هر برای کنیم فرض باشد. ϵ از کمتر آنها مساحت های مجموع و بپوشاند را ها x محور

،i طبیعی

Si = [−i, i]×
[
− ϵ

۳i× ۲i+۱
,

ϵ

۳i× ۲i+۱

]
.

بنابراین و V (Si) = (۲i).
۲ϵ

۳i× ۲i+۱
<

ϵ

۲i
صورت این در

∞∑
i=۱

V (Si) <

∞∑
i=۱

ϵ

۲i
= ϵ .
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را R اگر که کنیم توجه است کافی دوم ادعای اثبات برای می کند. ثابت را اول ادعای این

می کند. میل +∞ به بازه ها این طول مجموع بپوشانیم، بازه ها با

A اندازۀ آنگاه باشد، صفر اندازۀ دارای Ai هر و A=A۱ ∪A۲ ∪ · · · اگر .۵ . ٢ . ۴ قضیه

است. صفر

پوششی پس است، صفر اندازۀ دارای Ai هر چون است. شده داده ϵ > ۰ کنیم فرض برهان.

حال .
∑∞

j=۱ V (Bij)<
ϵ

۲i
که دارد وجود Ai برای Bi۱ , Bi۲ , · · · مانند مستطیل ها از

و است A برای پوششی {Bij
, j ∈ N} شمارای گردایۀ

∞∑
i,j=۱

V (Bij) =

∞∑
i=۱

∞∑
j=۱

V (Bij) <

∞∑
i=۱

ϵ

۲i
= ϵ

است. صفر اندازۀ دارای A می دهد نشان این و

تابع یک که داریم انتظار می کنیم. بیان را انتگرال گیری مهم قضایای از یکی اکنون

کنیم. ثابت را آن انتگرال پذیری بتوانیم تا باشد، داشته پیوسته توابع همانند معقول رفتاری

وارد با و نموده مشخص را «معقول» رفتار دقیقاً است، شده ثابت لبگ توسط که قضیه ای

بیان از قبل است. کشانیده دیگری دنیای به را انتگرال گیری صفر، اندازۀ مفهوم نمودن

است. لازم مقدماتی ذکر قضیه،

راه سر بر موجود اشکال میزان باشند. کران دار f : A → Rو A ⊂ Rn کنیم فرض

کنیم فرض δ > ۰ برای گرفت. اندازه دقیقی بهصورت می توان را x۰ ∈ A در f پیوستگی

M(x۰, f, δ) = sup{f(x) | x ∈ A , |x− x۰| < δ} ,

m(x۰, f, δ) = inf{f(x) | x ∈ A , |x− x۰| < δ} .

از است عبارت x۰ نقطۀ در f نوسان .۶ . ٢ . ۴ تعریف

o(f, x۰) = lim
δ→۰

[M(x۰, f, δ)−m(x۰, f, δ)] .
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می کند. نزول δ کاهش با M(x۰, f, δ)−m(x۰, f, δ) زیرا دارد وجود همواره حد این

.o(f, x۰) = ۰ اگر فقط و اگر است، پیوسته x۰ نقطۀ در f کران دار تابع .٢ . ٧ . ۴ قضیه

می توان را δ > ۰ عدد است. شده داده ϵ > ۰ و است پیوسته x۰ در f کنیم فرض برهان.

در و |f(x)− f(x۰)| < ϵ آنگاه |x− x۰| < δ اگر ،x ∈ A هر برای که کرد اختیار چنان

نتیجه

M(x۰, f, δ)−m(x۰, f, δ) ≤ ۲ϵ.

(اثبات می شود ثابت ترتیب همین به نیز مطلب عکس .o(f, x۰)= ۰ پس بود دلخواه ϵ چون

خواننده). بهعهدۀ

ϵ > ۰ و باشد کران دار تابعی f : A → R اگر است. بسته A ⊂ Rn کنیم فرض .٢ . ٨ . ۴ لم

است. بسته Dϵ = {x ∈ A| o(f, x) ≥ ϵ} آنگاه

یا و x /∈ A یا آنگاه ،x ∈ Rn −Dϵ اگر است. باز Rn −Dϵ که می دهیم نشان برهان.

وجود C مانند بازی مستطیل است، بسته A چون اول حالت در .o(f, x) < ϵ ولی x ∈ A

که دارد

x ∈ C ⊂ Rn −A ⊂ Rn −Dϵ.

که دارد وجود δ > ۰ دوم حالت در

M(x, f, δ)−m(x, f, δ) ≤ ϵ.

این در .|x − y| < δ باشیم داشته y ∈ C هر برای و باشد بازی مستطیل C کنیم فرض

|z − y| < δ۱ اگر z هر برای که دارد وجود δ۱ > ۰ مانند عددی y ∈ C هر برای صورت

بنابراین .|x− z| < δ آنگاه

M(y, f, δ)−m(y, f, δ) < ϵ
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.C ⊂ Rn −Dε پس o(y, f) < ϵ نتیجه در و

کنیم. بیان است لبگ قضیۀ از صورتی که را زیر قضیۀ می توانیم اکنون

کران دار تابع یک f : A −→ R و بسته مستطیل A کنیم فرض لبگ). (قضیه ٢ . ٩ . ۴ قضیه

انتگرال پذیر f صورت این در .D = {x | نیست پیوسته x در f} کنیم فرض و باشد.

باشد. صفر اندازۀ از مجموعه یک D اگر تنها و اگر است،

.Dε = {x | o(f, x) ≥ ε} و ε > ۰ کنیم فرض و است صفر اندازۀ Dدارای کنیم فرض برهان.

فشرده لم طبق Dϵ چون است. صفر اندازۀ دارای Dε بنابراین و Dε ⊆ D صورت این در

وجود BN .و . .،B۱ مستطیل متناهی تعداد یعنی می باشد. صفر محتوای دارای پس است

بهقسمی باشد B از افرازی P کنیم فرض .
∑N

i=۱ V (Bi) < ϵ و می پوشاند را Dϵ که دارد

باشد. داشته جای زیر دسته دو از یکی در P از S مستطیل زیر هر که

S ⊂ که باشد داشته وجود ی i که بهقسمی ،S زیرمستطیل های از متشکل C۱ دستۀ .١

.Bi

نمی کنند. قطع را Dε که مستطیل هایی از متشکل C۲ دستۀ .٢

S هر برای صورت این در .x ∈ B هر برای |f(x)| < M کنیم فرض

MS(f)−mS(f) < ۲M

بنابراین .

∑
S∈C۱

[MS(f)−mS(f)] · V (S) < ۲M
N∑
i=۱

V (Bi) < ۲Mε .

،x ∈ S هر برای لم به باتوجه پس .o(f, x) < ε ،x ∈ S هر برای آنگاه S ∈ C۲ اگر حال

فشرده S چون .MU(x)(f) −mU(x)(f) < ε که قسمی به دارد وجود U(x) همسایگی
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فرض می پوشاند. را S مجموعه U(xn), . . . , U(x۱) مانند U(x)ها از متناهی تعداد است

قطع را Dε که P ′ از S′ مستطیل زیر هر که بهقسمی باشد P از ظریف تر افرازی P ′ کنیم

از S′ مستطیل زیر هر برای صورت این در باشد. داشته جای U(xi) یک داخل در نکند،

P ′

MS′(f)−mS′(f) < ε .

S ∈ C۲ هر برای ∑بنابراین
S′⊂S

[MS′(f)−mS′(f)] · V (S′) < εV (S)

داریم و

U(f, p′)− L(f, p′) =
∑

S′⊂S∈C۱

[MS′(f)−mS′(f)] · V (S′)

+
∑

s′⊂S∈C۲

[MS′(f)−mS′(f)] · V (S′)

≤ ۲Mε+
∑
S∈C۲

ε · V (S) ≤ ۲Mε+ ε · V (B) .

است. انتگرال پذیر f ریمان شرط بر بنا پس بود دلخواه ϵ چون

چون است. انتگرال پذیر f کنیم فرض برعکس

D = D۱ ∪D۱
۲
∪D۱

۳
∪ · · · ,

نشان حقیقت در است. صفر برابر D ۱
n

هر اندازۀ که دهیم نشان است کافی قضیه بر بنا

است. صفر محتوای دارای D ۱
n

که داد خواهیم

که باشد B از افرازی P و ε > ۰ کنیم فرض

U(f, P )− L(f, P ) <
ε

n
.
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این  در می کنند. قطع را D ۱
n

که باشد P از S مستطیل های زیر از گردایه ای C کنیم فرض

آنگاه S ∈ C اگر حال است. D ۱
n

از پوششی C صورت

MS(f)−mS(f) ≥
۱

n
.

بنابراین

۱

n

∑
S∈C

V (S) ≤
∑
S∈C

[MS(f)−mS(f)] · V (S)

≤
∑
S

[MS(f)−mS(f)] · V (S) ≤ ε

n

.
∑

S∈C V (S) < ε نتیجه در و

است)، انتگرال پذیر χA (یعنی است حجم دارای Rn از A کران دار مجموعه زیر .۴ نتیجه

باشد. صفر اندازه دارای A مرز اگر فقط و اگر

تابع ناپیوستگی نقاط که دهیم نشان است کافی ٢ . ٩ . ۴ قضیه بر بنا برهان.

χ
A =

{
۰ x /∈ A

۱ x ∈ A

x همسایگی هر آنگاه x ∈ ∂(A) اگر می دهیم. نشان ∂(A) با را A مرز است. A مرز برابر

وجود همسایگی این در y مانند نقطه ای بنابراین را. Rn − A هم و می کند قطع را A هم

که دارد

|χA(x)− χ
A(y)| = ۱ .

که دارد وجود x از همسایگی یک آنگاه x /∈ ∂(A) اگر نیست. پیوسته x در χ
A پس

همسایگی این در χ
A صورت دو هر در .R − A در یا و است واقع A در یا کامل بهطور

است. پیوسته x در نتیجه در و است ثابت تابع
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f : A −→ R کران دار تابع هر است. حجم دارای و کران دار A ⊂ Rn کنیم فرض .۵ نتیجه

اندازه با مجموعه ای کلی طور به (یا باشد شمارا یا متناهی آن ناپیوستگی نقاط تعداد که

است. انتگرال پذیر صفر)،

برابر A خارج در و f با است برابر A روی که g یافتۀ توسیع تابع ناپیوستگی نقاط برهان.

بنابر چون .A مرز از نقاطی احتمالا بهعلاوۀ f ناپیوستگی نقاط از عبارتند صفر با است

دهیم نشان است کافی ،٢ . ٩ . ۴ قضیه به باتوجه پس است صفر اندازۀ دارای A مرز ۴ نتیجه

که این داشتن نظر در با مطلب این ولی است. صفر اندازه دارای شمارا مجموعۀ یک که

. است ۵ . ٢ . ۴ قضیه از نتیجه ای است، صفر اندازۀ دارای نقطه یک

تابع هر مثلا دارد. بر در می کنیم، برخورد آن با عمل در که را توابعی از بسیاری نتیجه، این

نقطۀ دو شامل آن مرز و است حجم دارای [a, b] زیرا است انتگرال پذیر [a, b] بازۀ بر پیوسته

است. b و a

ناپیوستگی نقاط تعداد درصورتی که خوانیم، پیوسته تکه ای را f تابع که می کنیم یادآوری

انتگرال پذیرند. دلیل بههمین نیز کران دار پیوسته تکه ای توابع باشد. متناهی آن

است. g یافتۀ توسیع تابع به وابسته f انتگرال پذیری ،٢ . ٩ . ۴ قضیه در که کنید توجه

روی f گرچه شود، تعریف ١ برابر A روی f و باشد [۰,۱] در نقاط مجموعۀ A اگر مثلا

در نمی باشد. انتگرال پذیر نتیجه در و نیست پیوسته نقطه ای هیچ در g ولی است پیوسته A

که است شده فرض عوض در ولی گیریم، نظر در را یافته توسیع تابع که نیست لازم ۵ نتیجۀ

است. حجم دارای A

تابع که می دهیم نشان .٢ . ١٠ . ۴ مثال

f(x) =

{
x −۱ ≤ x ≤ ۰

۳x+ ۸ ۰ < x ≤ ۱
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پس دارد. x = ۰ در ناپیوستگی نقطۀ یک فقط f اینجا در است. انتگرال پذیر [−۱,۱] در

است. کران دار زیرا می باشد، انتگرال پذیر ۵ نتیجۀ به باتوجه

کنید فرض .٢ . ١١ . ۴ مثال

f(x, y) =

{
x۲ + sin ۱

y y ̸= اگر۰
x۲ y = اگر۰

است. انتگرال پذیر A = {(x, y) | x۲ + y۲ < ۱} روی f که دهید نشان

حجم دارای A مجموعۀ ۴ نتیجه بنابر پس است، صفر اندازۀ دارای A مرز چون حل.

که است y = ۰ خط روی آن ناپیوستگی نقاط و است کران دار A روی f تابع حال است.

انتگرال پذیر A روی f تابع ۵ نتیجۀ به باتوجه بنابراین می باشد. صفر اندازۀ با مجموعه ای

است.

f : A −→ R و صفر اندازۀ دارای و کران دار A⊆Rn کنیم فرض (الف) .٢ . ١٢ . ۴ قضیه

.
∫
A f(x) dx = ۰ صورت این در باشد، انتگرال پذیر

،
∫
A f(x) dx = ۰ و f(x) ≥ ۰ ،x هر برای و باشد انتگرال پذیر f : A −→ R اگر (ب)

است. صفر اندازۀ دارای {x ∈ A | f(x) ̸= ۰} مجموعۀ آنگاه

این به می دهیم توسیع B به را f باشد. A شامل مستطیل یک B کنیم فرض (الف) برهان.

افرازی p = {S۱, . . . , SN} کنیم فرض .f(x) = ۰ می کنیم تعریف B−A روی که ترتیب

صورت این  در باشد. A روی f بالای کران یک M کنیم فرض و باشد B از

L(f, p) =

N∑
i=۱

mSi
(f)V (Si) ≤ M

N∑
i=۱

mSi
(χA)V (Si) .

است معنی بدین این .mSi
(χA) ̸= ۰ که باشد داشته وجود Si ناتهی مستطیل زیر کنیم فرض

ناتهی Si هر برای پس است. صفر اندازۀ دارای A زیرا است ممکن غیر این ولی Si ⊂ A که
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∑N
i=۱ mSi

(χA)V (Si) = بنابراین .V (Si) = ۰ نیز تهی Siهای برای .mSi
(χA) = ۰ داریم

از بهعلاوه .L(f, p) ≤ ۰ یا و ۰

sup{f(x) | x ∈ Si} = − inf{−f(x) | x ∈ Si}

که می گردد نتیجه

U(f, p) =
∑
Si∈p

sup{f(x) | x ∈ Si} · V (Si)

= −
∑
Si∈p

inf{−f(x) | x ∈ Si} · V (Si) = −L(−f, p) .

پس .L(−f, p) ≤ ۰ بالا، بحث به باتوجه

U(f, p) = −L(−f, p) ≥ ۰ .

که می گردد نتیجه بود، دلخواه p ∫چون
A
f ≥ ۰ ≥

∫
A
f .

است انتگرال پذیر f چون ∫پس
A
f =

∫
A
f =

∫
A
f = ۰ .

محتوای دارای An که دهیم نشان اگر .An = {x ∈ A | f(x) > ۱
n} کنیم فرض (ب)

چون است صفر

{x ∈ A | f(x) ̸= ۰} = ∪∞
n=۱An

می شود. ثابت حکم ۵ . ٢ . ۴ قضیه به باتوجه
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B به را f و باشد A شامل مستطیلی B کنیم فرض است. شده داده ε > ۰ کنیم فرض

از افرازی p کنیم فرض .f = ۰ می دهیم قرار B −A روی که ترتیب این به می دهیم توسیع

اگر دارد. وجود افرازی چنین
∫
A f = ۰ چون .U(f, p) < ε

n که بهقسمی است، B مستطیل

nMSi
(f) ≥ ۱ چون می کنند، قطع را An که باشند p از مستطیل هایی زیر SN ·و · · ،S۱

پس
N∑
i=۱

V (Si) ≤
N∑
i=۱

nMSi
(f)V (Si) < ε .

،
∑

i=۱ V (Si) < ε که است، An برای بسته مستطیل های از پوششی SN ·و · · ،S۱ بنابراین

می شود. تمام برهان و است صفر محتوای دارای An یعنی

متغیره یک توابع انتگرال در را آن مشابه قبلا که می پردازد انتگرال خواص به ذیل قضیه

می کنیم. واگذار خواننده به را آن برهان دیده ایم.

f, g : A −→ R ،c ∈ R و A,B ⊆ Rn کنیم فرض انتگرال). (خواص ٢ . ١٣ . ۴ قضیه

صورت این در باشد. انتگرال پذیر

.
∫
A f + g =

∫
A f +

∫
A g و است انتگرال پذیر f + g .١

.
∫
A cf = c

∫
A f و است انتگرال پذیر cf .٢

. |
∫
A f | ≤

∫
A |f | و است انتگرال پذیر |f | .٣

.
∫
A f ≤

∫
A g آنگاه f ≤ g اگر .۴

.|
∫
A f | ≤ MV (A) آنگاه |f | ≤ M و باشد حجم دارای A اگر .۵

حجم، دارای A و پیوسته f : A −→ R اگر انتگرال ها) برای میانگین مقدار (قضیه .۶

.
∫
A f(x) dx = f(x۰)V (A)که است موجود چنان x۰ ∈ A آنگاه باشد، همبند و فشرده

می شود. نامیده A روی f میانگین
∫
A f

V (A)
مقدار
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با A ∩ B که باشند چنان B و A اگر باشد. تابع یک f : A ∪ B −→ R کنیم فرض .٧

A ∪ B روی f آنگاه باشند، انتگرال پذیر f |B و f |A و f |A∩B و باشد صفر اندازه

.
∫
A∪B f =

∫
A+

∫
B f و است انتگرال پذیر

متغیر تعویض و ͳفوبین قضیۀ ٣ . ۴

قضیۀ می کند. یاری چندگانه انتگرال های محاسبۀ در را ما که دارد وجود مهم قضیۀ دو

مثلا می سازد. محاسبه قابل مکرر انتگرال گیری کمک به را چندگانه انتگرال های نخست،

آنگاه باشد {(x, y)| ۰ ≤ x ≤ ۱, ۰ ≤ y ≤ ۱} مربع A اگر که می دانیم حسابان درس از

∫
A
(x+ y)x dxdy =

∫ ۱

x=۰

(∫ ۱

y=۰
(x۲ + yx) dy

)
dx

=

∫ ۱

۰
(x۲ +

۱

۴
x) dx =

۱

۳
+

۱

۴
=

۷

۱۲
.

کتاب این در می یابد. تعمیم بالاتری ابعاد به است، معروف فوبینی” ”قضیۀ به که قضیه این

دانشجوی قضیه این کامل تر صورت دیدن برای و می کنیم بیان خاص حالت در را قضیه این

.[١] می دهیم ارجاع حقیقی آنالیز پیشرفته تر کتب به را علاقمند

f :A× و بسته مستطیل های B⊆Rm و A⊆Rn کنیم فرض فوبینی١). (قضیۀ ٣ . ١ . ۴ قضیه

بهصورت را fx:B ⊆ Rm → R تابع ،x ∈ A هر برای باشد. انتگرال پذیر B →R

آنگاه باشد انتگرال پذیر fx ،x ∈ A هر ازای به اگر می کنیم. تعریف fx(y) = f(x, y)

∫
A×B

f =

∫
A

(∫
B
f(x, y) dy

)
dx.

1. Fubini
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بهصورت که باشد تابعی g : A → R کنیم فرض برهان.

g(x) =

∫
B
f(x, y) dy

و است انتگرال پذیر A روی g که دهیم نشان بایستی شود. می ∫تعریف
A×B

f =

∫
A
g(x) dx . (١)

نظر در چنان را B از pB افراز و A از pA افراز باشد. A × B از افرازی p کنیم فرض

هر دهیم، نشان SB و SA به ترتیب به را افراز دو این جزئی مستطیل های اگر که می گیریم

بنابراین باشد. SA × SB بهصورت p از S مربع

L(f, p) =
∑
S

mS(f) · V (S) =
∑

SA,SB

mSA×SB
(f)V (SA × SB)

=
∑
SA

∑
SB

mSA×SB
(f) · V (SB)

V (SA).

بنابراین .mSA×SB
(f) ≤ mSB

(fx) داریم x ∈ SA هر برای

∑
SB

mSA×SB
(f) · V (SB) ≤

∑
SB

mSB
(fx)V (SB) ≤

∫
B
fx(y) dy = g(x) .

پس است، برقرار x ∈ SA هر برای رابطه این چون

∑
SB

mSA×SB
(f) · V (SB) ≤ mSA

(g).

نتیجه در

L(f, p) =
∑

SA,SB

mSA×SB
(f)·V (SA×SB) ≤

∑
SA

mSA
(g)·V (SA) ≤ L(g, pA) .
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داشت، خواهیم بالایی حاصل جمع برای مشابه بحثی از و رابطه این از

L(f, p) ≤ L(g, pA) ≤ U(g, pA) ≤ U(f, p) .

انتگرال پذیر g که می گردد نتیجه نامساوی این از است، انتگرال پذیر A × B روی f چون

و ∫است
A×B

f =

∫
A
g(x) dx

است. (١) رابطۀ همان که

داریم متناظر شرایط با که می دهد نشان مشابه برهانی ∫تذکر.
A×B

f =

∫
B

(∫
A
f(x, y) dx

)
dy.

نتیجه در و پیوسته خودبه خود fx آنگاه باشد، پیوسته بالا قضیۀ در f تابع اگر تذکر.

بنابراین و است ∫انتگرال پذیر
A×B

f =

∫
A

(∫
B
f(x, y) dy

)
dx.

مثلثی آن قاعدۀ و است مختصات مبدأ آن رأس که باشد هرمی A کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ مثال

حساب را
∫
A(x + y + z)۲ dz dy dx انتگرال .(۰, ۰,۱) و (۰,۱, ۰) ،(۱, ۰, ۰) رئوس با

کنید.

مجموعۀ از است عبارت A حل.

{(x, y, z) ∈ R۳| x ≥ ۰ , y ≥ ۰ , z ≥ ۰ , x+ y + z ≤ ۱} .

۰≤ z≤۱− (x+ و x+y≤۱ ،y≥ ۰ ،x≥ ۰ که می باشد (x, y, z) نقاط شامل A بنابراین

.y)
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کنید فرض حال

B = {(x, y)| x ≥ ۰ , y ≥ ۰ , x+ y ≤ ۱} .

داریم است صفر برابر A خارج در f که این به باتوجه و ٣ . ١ . ۴ قضیه بر بنا صورت این ∫در
A
(x+ y + z)۲ dz dy dx =

∫
B

(∫ ۱−(x+y)

۰
(x+ y + z)۲ dz

)
dy dx .

پس ،۰ ≤ y ≤ ۱ − x و ۰ ≤ x ≤ ۱ که ای (x, y) نقاط از است شده تشکیل B ∫ولی
A
(x+ y+z)۲ dz dy dx =

∫ ۱

۰

∫ ۱−x

۰

∫ ۱−(x+y)

۰
(x+ y + z)۲ dz dy dx

=

∫ ۱

۰

∫ ۱−x

۰

[
(x+ y + z)۳

۳

]۱−(x+y)

۰
dy dx

=

∫ ۱

۰

∫ ۱−x

۰

(
(x+ y + ۱ − (x+ y))۳

۳
− (x+ y + ۰)۳

۲

)
dy dx

=

∫ ۱

۰

∫ ۱−x

۰

(
۱

۳
− (x+ y)۳

۳

)
dy dx

=

∫ ۱

۰

(
۱ − x

۳
− (x+ (۱ − x))۴

۱۲
+

x۴

۱۲

)
dx

=

∫ ۱

۰

(
۱

۳
− x

۳
− ۱

۱۲
+

x۴

۱۲

)
dx

=
۱

۴
− ۱

۶
+

۱

۶۰
=

۱

۱۰
.

متغیر تعویض قضیۀ بیان از قبل است. متغیر” تعویض ”قضیۀ فصل این در دوم مهم قضیۀ

می کنیم. مطالعه را واحد افراز نام به دیگر مفهومی

عبارت است، شده تعریف Rn روی که f مختلط یا حقیقی تابع محمل .٣ . ٣ . ۴ تعریف

Supp(f) به را f تابع محمل .f(x) ̸= ۰ که ای x ∈ Rn نقاط مجموعۀ بستار از است
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دیگر بهعبارت داد. خواهیم نشان

Supp(f) = {x ∈ Rn| f(x) ̸= ۰} .

گردایه ای از است عبارت ،A ⊂ Rn مجموعۀ برای C∞ واحد افراز یک .۴ . ٣ . ۴ تعریف

شرایط در و شده اند تعریف A روی که ،{φγ} مانند ،C∞ مشتق پذیر بار بی نهایت توابع از

کنند. صدق زیر

.φγ(x) ≥ ۰ ،x ∈ A هر برای .١
را φγها از متناهی تعداد محمل که باشد داشته V مانند همسایگی یک x ∈ A هر .٢

باشند. ۰ برابر V روی φγها بقیۀ متناهی، تعداد جز به یعنی کند. قطع
یک در مجموع این ٢ بر بنا که کنید (توجه .

∑
γ
φγ(x) = ۱ ،x ∈ A هر برای .٣

است). متناهی ،x همسایگی

برای اگر خوانیم، {Uα} پوشش پیرو را {φγ} واحد افراز باشد، A از باز پوششی {Uα} اگر

.Supp φγ ⊂ Uα که به طوری باشد، داشته وجود Uαای ،γ هر

صورت این در باشد. A از باز پوششی ξ = {Uα} و A ⊂ Rn کنیم فرض .۵ . ٣ . ۴ قضیه

است. {Uα} پیرو که دارد وجود A برای پیوسته واحد افراز یک

.x ∈ Uα(x) که دارد وجود α(x)ای ،x ∈ A هر برای است. فشرده A :١ حالت برهان.

که می کنیم اختیار چنان را W (x) و B(x) باز گوی های

B(x) ⊂ W (x) ⊂ W (x) ⊂ Uα(x) . (١)

که دارد وجود xk .و . . ،x۱ نقطۀ متناهی تعداد است، فشرده A چون

A ⊂ B(x۱) ∪ · · · ∪B(xk) .
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توابع می شود، اشاره آن به عمومی توپولوژی کتب در که اوریسون لم بر بنا و (١) به باتوجه

Ψs, .و . . , ،Ψ۱ پیوستۀ

و W (xi) خارج در Ψi(x) = ۰ ،B(xi) روی Ψi(x) = ۱ که بهقسمی دارند وجود

و φ۱ = Ψ۱ می کنیم تعریف حال .x ∈ Rn هر برای ۰ ≤ Ψi(x) ≤ ۱

φi+۱ = (۱ −Ψ۱) · · · (۱ −Ψi)Ψi+۱ . (٢)

به بهعلاوه برقرارند. {Ψ۱, . . . ,Ψs} گردآیۀ برای وضوح به ۴ . ٣ . ۴ تعریف از ٢ و ١ شرایط

داریم استقرار کمک

Supp φi ⊂ W (xi) ⊂ Uα(xi)
.

رابطۀ ،(٢) با آن جمع از باشد برقرار i برای اگر و است بدیهی i = ۱ برای آن برقراری زیرا

پس می آید. دست به i بهجای i+ ۱ برای بالا

s∑
i=۱

φi(x) = ۱ −
s∏

i=۱

(
۱ −Ψi(x)

)
.

در و Ψi(x) = ۱ بنابراین .x ∈ B(xi) که دارد وجود B(xi)ای آنگاه x ∈ A اگر پس

واحد افراز {φ۱, ..., φs} پس است. برقرار نیز ٣ شرط پس .
∑s

i=۱ φi(x) = ۱ نتیجه

است. نظر مورد

.٢ حالت

A = A۱ ∪A۲ ∪A۳ ∪ · · ·

درون ،Int(Ai+۱) نماد از منظور آن در که ،Ai ⊂ Int(Ai+۱) و است فشرده Ai هر که

کنیم فرض i هر برای است. Ai+۱ مجموعۀ

ξi = {U ∩ (Int(Ai+۱)−Ai−۲)| U ∈ ξ} .
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فشردۀ مجموعۀ از باز پوششی ξi صورت این در

Bi = Ai − Int(Ai−۱)

هر برای دارد. وجود Bi برای Φi مانند ξi پیرو واحد افراز یک ١، حالت بر بنا و می باشد

مجموع x ∈ A

σ(x) =
∑

φ(x),

مجموعی x همسایگی یک در است، شده محاسبه ها i تمام برای φ ∈ Φi روی جمع عمل که

برای .φ(x) = ۰ داریم j ≥ i+۲ با φ ∈ Φj برای آنگاه ،x ∈ Ai اگر زیرا است. متناهی

می دهیم قرار Φi یک از φ هر

φ′(x) =
φ(x)

σ(x)

است. مطلوب واحد افراز ′φها تمام گردایۀ صورت این در

می دهیم قرار است. باز A .٣ حالت

Ai = {x ∈ A | |x| ≤ i ,
۱

i
با است مساوی یا بزرگتر A مرز از x {فاصلۀ

می بریم. کار به را ٢ حالت و

کنیم فرض است. دلخواه A .۴ حالت

B =
∪{

U | U ∈ ξ
}

واحد افراز یک نیز A برای همین دارد. وجود B برای واحد افراز یک ٣ حالت بنابر

است.

g : اگر که دیده ایم حسابان درس در می پردازیم. متغیر تعویض قضیۀ بیان به اکنون

آنگاه باشد، پیوسته f : R → R و باشد پیوسته مشتق دارای [a, b] → R∫ g(b)

g(a)
f =

∫ b

a
(f ◦ g) · g′.
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دومین بر بنا آنگاه ،F (x) =
∫ x
g(a) f دهیم قرار اگر است؛ ساده بسیار قضیه این اثبات

اولین بر بنا بهعلاوه، .F
(
g(b)

)
−F

(
g(a)

)
با است برابر چپ طرف حسابان اساسی قضیۀ

راست طرف پس .(F ◦ g)′ = (f ◦ g) · g′ داریم، زنجیری قاعدۀ و حسابان اساسی قضیۀ

پیوسته‐مشتق پذیر بر علاوه g اگر می شود. ثابت قضیه و F ◦g(b)−F ◦g(a) با است برابر

بهصورت می توان را بالا فرمول آنگاه باشد، نیز یک به یک ∫بودن
g(a,b)

f =

∫
(a,b)

(f ◦ g) · |g′|

جداگانه بهصورت باشد نزولی یا صعودی g که را حالتی دو کنید! ثابت را رابطه (این نوشت

آن ذکر به اکنون که دارد پیچیده برهانی بالاتر بعدهای به قضیه این تعمیم کنید). بررسی

می پردازیم.

g : A → و کران دار و باز مجموعه ای A⊆Rn کنیم فرض متغیر). (تعویض ۶ . ٣ . ۴ قضیه

(یعنی J
(
g(x)

)
̸= ۰ ،x ∈ A نقطۀ هر در که بهقسمی باشد، یک به یک و C۱ تابعی Rn

آنگاه باشد، انتگرال پذیر f : g(A) → R اگر .(det g′(x) ̸= ۰∫
g(A)

f =

∫
A
(f ◦ g) · |Jg|

∫یعنی
g(A)

f(y۱, . . . , yn) dy۱ . . . dyn=

∫
A
f(g(x۱, . . . , xn))

∣∣∣∣ δ(g۱, . . . , gn)δ(x۱, . . . , xn)

∣∣∣∣dx۱ . . . dxn

می کنیم. اثبات مرحله چند در را قضیه برهان.

تابع هر و U ∈ ξ هر برای که قسمی به باشد A از باز پوششی ξ کنیم فرض .١ مرحلۀ

باشیم، داشته f ∫انتگرال پذیر
g(U)

f =

∫
U
(f ◦ g)|Jg| .
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مورد A روی g بودن یک به یک مرحله این در (فقط است برقرار قضیه صورت این در

Φ کنیم فرض (چرا؟). است g(A) از باز پوششی ،g(U) گردآیۀ می گیرد). قرار استفاده

آنگاه ،g(U) خارج در Ψ = ۰ باشیم داشته اگر باشد. باز پوشش این پیرو واحد افراز یک

می توان بنابراین .(φ · f) · g = ۰ داشت خواهیم U خارج در و است یک به یک g∫
g(U)

φ · f =

∫
U
((φ · f) ◦ g)|Jg|

بهصورت ∫را
g(A)

φ · f =

∫
A
((φ · f) ◦ g)|Jg|,

بنابراین ∫نوشت.
g(A)

f =
∑
φ∈Φ

∫
g(A)

φ · f =
∑
φ∈Φ

∫
A
((φ · f) ◦ g)|Jg|

=
∑
φ∈Φ

∫
A
(φ ◦ g) · (f ◦ g)|Jg|

=

∫
A
(f ◦ g)|Jg|.

برقرار f = ۱ برای قضیه اگر کنیم. ثابت f = ۱ حالت برای را قضیه است کافی .٢ مرحلۀ

دلخواه انتگرال پذیر تابع یک f کنیم فرض حال است. برقرار ثابت تابع هر برای آنگاه باشد

افرازی p = {S۱, . . . , SN} و g(A) شامل مستطیل یک B کنیم فرض باشد. g(A) روی

صورت این  در باشد. mSi
(f) ثابت تابع fSi کنیم فرض p ∈ Si هر برای باشد، B از

L(f, p) =

N∑
i=۱

mSi
(f) · V (Si) =

N∑
i=۱

∫
Si

fSi

=

N∑
i=۱

∫
g−۱(si)

(
fSi ◦ g

)
|Jg| ≤

N∑
i=۱

∫
g−۱(Si)

(f ◦ g)|Jg|
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=

∫
g−۱(B)

(f ◦ g)|Jg| =
∫
A
(f ◦ g)|Jg| .

∫پس
g(A)

f ≤
∫
A
(f ◦ g)|Jg| .

و
∫
g(A) f ≥

∫
A(f ◦ g)|Jg| که می گردد نتیجه fSi = Msi(f) برای مشابه استدلالی با

∫بنابراین
g(A)

f =

∫
A
(f ◦ g)|Jg| .

،g(A) ⊂ B که باشد برقرار h : B −→ Rn و g : A −→ R برای قضیه اگر .٣ مرحلۀ

زیرا است. برقرار h ◦ g : A −→ Rn برای ∫آنگاه
h◦g(A)

f =

∫
h(g(A))

f =

∫
g(A)

f ◦ h|Jh|

=

∫
A
(f ◦ h ◦ g)(|Jh| ◦ g)|Jg| =

∫
A
f ◦ (h ◦ g)|J(h ◦ g)| .

است. برقرار g برای قضیه آنگاه باشد، خطی تبدیل یک g اگر .۴ مرحلۀ

A⊂Rn و خطی نگاشتی L :Rn−→Rn اگر که می کنیم ادعا ۴ مرحلۀ اثبات برای

است برابر L(A) حجم آنگاه است)، موجود
∫
A
χ
A (یعنی باشد حجم دارای مجموعه ای

یعنی .| detA| · V (A) ∫با
L(A)

۱ =

∫
L(A)

χ
L(A) =

∫
A
| detL|.

می گردد نتیجه ،g = Dg ،g برای که این به باتوجه آنگاه شود، ثابت ادعا این ∫اگر
g(A)

۱ =

∫
A
| det g| =

∫
A
|Jg| .
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داشت خواهیم اثبات ٢ مرحلۀ بر بنا ∫و
g(A)

=

∫
A
f ◦ g|Jg| .

آن ماتریس که خطی تبدیل یک L و مستطیل یک A که را حالتی ابتدا ادعا اثبات برای

L۱ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ · · · ۰ ۰

۰ ۱ · · · ۰ ۰
... ... . . . ... ...
۰ ۰ · · · c ۰

۰ ۰ · · · ۰ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
یا

L۲ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

۱ ۰ · · · ۰ ۰

۰ ۱ · · · ۰ ۰
... ... . . . ... ...
۰ ۰ · · · ۱ ۰

۰ ۰ · · · ۱ ۱

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ماتریس اولی در می خوانند، مقدماتی ماتریس های را ماتریس ها (این می گیریم نظر در باشد

باشیم کرده جایگزین c ثابت عدد با را ١ قطر روی جا یک که می گیریم نظر در را همانی

است.) شده حاصل قطر خارج در جا یک ١ عدد کردن وارد با همانی ماتریس از دومی و

بهصورت A اگر

A = [a۱, b۱]× · · · × [an, bn]

آنگاه باشد واقع i‐ام سطر در c و باشد

L۱(A) = [a۱, b۱]× · · · × [cai, cbi]× · · · × [an, bn] .

با است برابر L۱(A) حجم پس

V (L۱(A)) = |c|V (A) = | detL۱| · V (A) .



93 چندمتغیره انتگرال گیري .4 فصل

آنگاه باشد، داشته قرار ,i)‐ام j) مکان در قطر از خارج ١ عدد اگر

L۲(A) =
{
(x۱, . . . , xi−۱, xi + xj , xi+۱, . . . , xn) | ۱ ≤ k ≤ n برای xk ∈ [ak, bk]

}
.

می کنیم: تفکیک ناحیه سه به را L۲(A) مجموعۀ

{(x۱, . . . , xi−۱, xi + xj , xi+۱, . . . , xn) ∈ L۲(A) | ai + aj ≤ xi + xj ≤ ai + bj},

{(x۱, . . . , xi−۱, xi + xj , xi+۱, . . . , xn) ∈ L۲(A) | ai + bj ≤ xi + xj ≤ aj + bi},

{(x۱, . . . , xi−۱, xi + xj , xi+۱, . . . , xn) ∈ L۲(A) | aj + bi ≤ xi + xj ≤ bi + bj} .

با است برابر فوبینی قضیۀ بر بنا اول مجموعۀ حجم

(b۱ − a۱) · · · (bi−۱ − ai−۱)(bi+۱ − ai+۱) · · · (bj−۱ − aj−۱)(bj+۱ − aj+۱)

· · · (bn − an) ·
∫ a۱+bj
a۱+aj

(
∫ aj+ai+bj−xi
aj

۱dxj) dxi .

∫ولی ai+bj

ai+aj

(

∫ aj+ai+bj−xi

aj

۱dxj) dxi =

∫ ai+bj

ai+aj

(ai+bj−xi) dxi =
۱

۲
(bj−aj)

۲ .

با است برابر اول مجموعۀ حجم پس

(b۱ − a۱) · · · (bi−۱ − ai−۱)(bi+۱ − ai+۱) · · · (bj−۱ − aj−۱)(bj+۱ − aj+۱)

· · · (bn − an)
۱
۲(bj − aj)

۲ .

حجم برابر آن حجم که داد نشان و گرفت کار به سوم مجموعۀ برای می توان را روش همین

است. اول مجموعۀ

حجم با است مستطیل یک دوم مجموعۀ
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(b۱ − a۱) · · · (bi−۱ − ai−۱)(bi+۱ − ai+۱) · · · (bj−۱ − aj−۱)(bj+۱ − aj+۱)

· · · (bn − an)(aj + bi − ai − bj)(bj − aj) .

با است برابر که است بالا حجم سه مجموع برابر L۲(A) حجم

(b۱ − a۱) · · · (bn − an)

مستطیل حجم همان و

[a۱, b۱]× · · · × [an, bn]

داریم ،detL۲ = ۱ که این به باتوجه بنابراین می باشد.

V (L۲(A)) = | detL۲| · V (A) .

ماتریس یک Li کنیم فرض و است حجم دارای دلخواه مجموعۀ یک A کنیم فرض حال

.(c ̸= ۰ آنگاه باشد اول نوع مقدماتی ماتریس Li اگر (یعنی detLi ̸= ۰ و است مقدماتی

بهقسمی که A از افرازی p = {S۱, . . . , SN} و باشد A شامل مستطیل یک B کنیم فرض

U(χA, p)− V (A) <
ε

۲| detLi|
, V (A)− L(χA, p) <

ε

۲| detL|
.

Wε = ∪{Si | و Vε = ∪{Si | Si ⊂ A} مجموعۀ دو برای صورت دراین

ν(Li(Vε)) = داریم آوردیم، دست به مستطیل ها برای که نتیجه ای بر بنا Si ∩ A ̸= ∅}

ν(Li(Wε)) − بنابراین .ν(Li(Wε)) = | detLi| ∪ (χA, p) و | detLi|L(χA, p)

.ν(Li(A)) = | detLi|V (A) و است حجم دارای Li(A) نتیجه در .ν(Li(Vε)) < ε

،S مستطیل هر برای آنگاه باشد c = ۰ اول، نوع از ماتریسی Li یعنی ،Li = ۰ اگر

. ν(Li(A)) = ۰ ،A مانند حجم دارای مجموعۀ هر برای نتیجه در و ν(Li(S)) = ۰
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هر چون باشد. حجم دارای مجموعه ای A و خطی نگاشت یک L کنیم فرض اکنون

داریم نوشت، مقدماتی ماتریس های حاصلضرب بهصورت می توان را ماتریس

L = L۱L۲ . . . Lk

که می گردد نتیجه شد ثابت بالا در آنچه تکرار با است. مقدماتی ماتریس یک Li هر که

و است حجم دارای L(A)

ν(L(A)) = | detL۱|| detL۲| . . . | detLn|V (A) = | detL|V (A).

می شود. کامل ۴ مرحلۀ اثبات ترتیب این به

قضیه بیان از قبل آنچه کنیم. ثابت استقراء کمک به را قضیه که داریم آمادگی اکنون

بعد در قضیه کنیم فرض می کند. ثابت را n = ۱ حالت ٢ و ١ مرحله های بهعلاوۀ شد گفته

a ∈ A هر برای است کافی ١ مرحلۀ بر بنا می کنیم. ثابت n بعد در را آن است برقرار n−۱

فرض می توان بهعلاوه باشد. برقرار U برای قضیه که بیابیم چنان را U(a) ⊂ A همسایگی

چون و (T−۱ ◦ g)′(a) = I آنگاه باشد، Dg(a) خطی تبدیل T اگر زیرا .g′(a) = I کرد

T−۱ ◦g برای آن برقراری ٣ مرحلۀ به باتوجه پس است، برقرار T برای قضیه ۴ مرحلۀ بر بنا

می کند. ایجاب g برای را آن برقراری

تعریف h(x) = (g۱(x), . . . , gn−۱(x), xn) بهصورت را h : A −→ Rn نگاشت

a از U ′ ⊂ A همسایگی معکوس تابع قضیه بر بنا پس .h′(a) = I صورت دراین می کنیم.

k : h(U ′) −→ Rn می توان بنابراین .J(h) ̸= ۰ و است یک به یک h آن در که دارد وجود

.g = k ◦h نتیجه در که کرد، تعریف k(x) =
(
x۱, . . . , xn−۱, gn(h−۱(x)

)
بهصورت را

چون

(gn ◦ h−۱)′(h(a)) = (gn)′(a) · [h′(a)]−۱ = (gn)′(a) ,

پس

Dn(g
n ◦ h−۱)(h(a)) = Dng

n(a) = ۱
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k نگاشت ،h(a) ∈ V ⊂ h(U ′) که V باز مجموعۀ یک در پس .k′(h(a)) = ۱ بنابراین و

g = k ◦h داریم صورت این در U = k−۱(V ) می دهیم قرار .Jk ̸= ۰ و است یک به یک

قضیه است کافی ٣ مرحلۀ بر بنا پس .h(U) ⊂ V و k : V −→ Rn ،h : U −→ Rn که

است. مشابه اثبات k برای و می نویسیم h برای را اثبات کنیم. ثابت k و h برای را

Rn−۱ در مستطیلی D که باشد Dx[an, bn] بهصورت مستطیلی W ⊂ U کنیم فرض

فوبینی قضیۀ بر بنا ∫است
h(W )

۱ =

∫
[an,bn]

(∫
h(Dx{xn})

۱dx۱ . . . dxn−۱

)
dxn .

بهصورت که را hxn : D −→ Rn−۱ نگاشت

hxn(x
۱, . . . , xn−۱) =

(
g۱(x۱, . . . , xn), . . . , gn−۱(x۱, . . . , xn)

)
.

و است یک به یک hxn هر صورت این در می گیریم نظر در است، شده تعریف

det(hxn)
′(x۱, . . . , xn−۱) = deth′(x۱, . . . , xn) ̸= ۰ .

∫بهعلاوه
h(Dx{xn})

۱dx۱ . . . dxn−۱ =

∫
hxn(D)

۱dx۱ . . . dxn−۱ .

داشت خواهیم بریم کار به n− ۱ حالت برای را قضیه اگر ∫پس
h(W )

۱ =

∫
[an,bn]

(∫
hxn(D)

۱dx۱ . . . dxn−۱

)
dxn

=

∫
[an,bn]

(∫
D
|J(hxn)| dx۱ . . . dxn−۱

)
dxn

=

∫
[an,bn]

(∫
D
|Jh| dx۱ . . . dxn−۱

)
dxn =

∫
W
|Jh|.

می شود. کامل برهان ترتیب بهاین و
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تمرین ۴ . ۴

نباشد، یک به یک g که حالتی در متغیر تغییر قضیه که دهید نشان نقض مثال یک با .١

.Jg(x) ̸= ۰ اگر حتی نیست. درست
.g(x, y) = (ex cos y, ex sin y) و f = ۱ دهید قرار راهنمایی:

آن در که کنید محاسبه را
∫
A xy sin (x۲ − y۲) dxdy .٢

A =
{
(x, y) | ۰ < y < ۱ , x > y , x۲ − y۲ < ۱

}
.

دهید نشان .f ≤ g و انتگرال پذیر f, g : A −→ R کنید فرض .٣∫
A
f ≤

∫
A
g .

بهصورت f : [۰,۱]× [۰,۱] −→ R کنید فرض .۴

f(x, y) =


۰ x ∈ Q
۰ x ∈ Q , y /∈ Q
۱
q x ∈ Q , y = p

q , (p, q) = ۱

.
∫
[۰,۱]×[۰,۱] f = ۰ و است انتگرال پذیر f دهید نشان

ارائه مثالی است. صفر محتوای با خود صفر، محتوای دارای مجموعه هر مرز دهید نشان .۵

نیست. صفر اندازۀ از آن مرز که صفر اندازۀ با مجموعه یک از دهید

f که [a, b] از نقاطی مجموعه دهید نشان باشد. صعودی f : [a, b] −→ R کنید فرض .۶

است. صفر اندازۀ از نیست، پیوسته آن در

است. انتگرال پذیر نیز f · g دهید نشان باشند. انتگرال پذیر g و f کنید فرض .٧

اندازۀ از {x | f(x) ̸= ۰} دهید نشان .
∫
A f = ۰ و نامنفی تابعی f : A −→ R اگر .٨

است. صفر
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دهید نشان باشد، پیوسته f : [a, b]× [a, b] −→ R اگر .٩∫ b

a

∫ y

a
f(x, y) dxdy =

∫ b

a

∫ b

x
f(x, y) dy dx



۵ فصل

Ίلب انتگرال و اندازه

اندازه ١ . ۵

و لبگ٢ کانتور١، توسط حجم و سطح و طول مفاهیم تعمیم بهمنظور که اندازه مفهوم

آورد. پدید ریمان” ”انتگرال گیری مفهوم در انقلابی شد، معرفی سایرین و کاراتئودوری٣

بالاتر سطوح کتب است. Rn در موضوع این به پرداختن برای اولیه ای مجال کتاب این

تابعی، آنالیز در گسترده ای بهشکل اندازه مفهوم پرداخت. خواهند اندازه عام مفهوم به آنالیز

قرار استفاده مورد ریاضیات شاخه های سایر و دینامیکی سیستم های نظریه احتمال، نظریه

می گیرد.

ساده ترین ابتدا می کنیم. تعریف را A ⊆ Rn کران دار مجموعۀ یک اندازۀ بخش این در

1. Cantor
2. Lebesgue
3. Carathéodory
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فرض می گیریم. نظر در باشد، n‐بعدی مستطیل یک بهصورت A که وقتی یعنی را حالت

کنیم

A = I۱ × · · · × In

A اندازۀ صورت این در است. R در بسته بازۀ یک (۱ ≤ i ≤ n) Ii هر آن در که

تعریف In و . . . و I۱ بازه های طول حاصلضرب بهصورت می دهیم نشان µ(A) با که را

برای را اندازه سپس بردیم. بهره آن از قبل فصل در که است V (A) همان µ(A) می کنیم.

برای می کنیم. تعریف باشند، Rn در بازه متناهی تعداد اجتماع بهصورت که مجموعه هایی

می گیریم. نظر در را pi = {xi۰, . . . , ximi
} متناهی مجموعۀ i = ۱, . . . , n هر برای کار این

باشد. ابرصفحه ها این تمام اجتماع p و xi = xij معادلۀ با ابرصفحه ای pij کنیم فرض

p بازه های که بازه، متناهی بهتعداد را Rn تور هر خوانیم. تور یک را p صورت این در

بهصورت p از بازه هر می کند. تقسیم بی کران مجموعه های متناهی تعداد و می شوند خوانده

Y مجموعۀ .۰ ≤ li ≤ mi ،Ji هر برای و Ji =
[
xili

, xili+۱

]
که است J۱ × · · · × Jn

از Ip .و . . I۱ متناهی تعداد اجتماع برابر که صورتی در خوانیم، مقدماتی مجموعه یک را

بهصورت را Y اندازۀ صورت این در باشد. p تور یک بازه های

µ(Y ) = µ(I۱) + · · ·+ µ(Ip)

انتخاب از مستقل Y اندازۀ که دهیم نشان باید تعریف این بودن معتبر برای می کنیم. تعریف

یک افزودن از p′ اگر .p ⊂ p′ یعنی باشد p از ظریف تر توری p′ کنیم فرض است. تور

است برابر تور دو به نسبت µ(Y ) که می شود دیده بهوضوح باشد شده حاصل p به ابرصفحه

نتیجه باشد، p از ظریف تر افراز هر p′ که حالتی در را آن صحت می توان استقرا بهکمک و

و p بازه های اجتماع با باشد برابر Y که قسمی به باشند تور دو p′ و p اگر حال گرفت.

µ(Y ) پس است. p′ و p از ظریف تر تور یک p ∪ p′ آنگاه ،p′ بازه های اجتماع همچنین

باشند، مقدماتی مجموعه های Z و Y اگر ماند. خواهد باقی ثابت p′ و p انتخاب به نسبت
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نوشت. p بازه های از اجتماعی بهصورت بتوان را Z و Y که کرد معین چنان را p تور می توان

داریم بهعلاوه است. مقدماتی مجموعۀ یک نیز Y ∪ Z بنابراین

µ(Y ∪ Z) ≤ µ(Y ) + µ(Z) .

یک برای را اندازه اکنون .Y ∩ Z = ∅ که است برقرار حالتی در تساوی همچنین

بهوسیلۀ باز مجموعۀ یک اندازۀ ابتدا کار این برای کرد. خواهیم تعریف A کران دار مجموعۀ

فشرده مجموعۀ یک اندازۀ و می شوند“، نزدیک آن به داخل ”از که مقدماتی مجموعه هایی

می کنیم. تعریف را می شوند“ نزدیک آن به خارج از که ”مقدماتی مجموعه های بهوسیلۀ

باز مجموعۀ یک بهوسیلۀ خارج از و فشرده مجموعۀ یک وسیله به داخل از را A سپس

مشمول مقدماتی مجموعه ای Y اگر باشد. باز مجموعه ای G کنیم فرض می کنیم. تقریب

باشد. µ(Y ) با مساوی یا بزرگتراز G اندازۀ باید صورت این در باشد، G در

از است عبارت G باز مجموعۀ اندازۀ .١ . ١ . ۵ تعریف

µ(G) = sup{µ(Y ) | است مقدماتی مجموعۀ یک Y و Y ⊂ G} .

.µ(G) = +∞ می دهیم قرار نباشد، کران دار بالا از S = {µ(Y )|Y ⊂ G} مجموعۀ اگر

جای I مانند n‐بعدی مستطیل در G آنگاه باشد، کران دار G اگر .µ(Rn) = +∞ مثلا

است. متناهی µ(G) حالتی چنین در است. S برای بالا کران یک µ(I) و دارد

T ⊂ S چون آنگاه ،T = {µ(Y )|Y ⊂ H} و باشد G از بازی زیرمجموعۀ H اگر

.µ(H) ≤ µ(G) نتیجه در و supT ≤ supS پس

هر که کنید (توجه G=Int Z و باشد مقدماتی مجموعۀ یک Z کنیم فرض .١ . ٢ . ۵ مثال

مجموعۀ هر برای .µ(Int Z)=µ(Z) که می دهیم نشان است). بسته مقدماتی مجموعۀ

مجموعۀ می توان ε> ۰ هر برای طرفی از .µ(Y )≤µ(Z) آنگاه Y ⊂ IntZ اگر Y مقدماتی
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µ(Z) = بنابراین .µ(Z)<µ(Y ) + ε که کرد معین بهقسمی را Y ⊂ Int Z مقدماتی

.sup{µ(Y )|Y ⊂ Int Z}

ابتدا منظور این به می کنیم. ثابت باز مجموعۀ دو اندازه مجموع برای فرمولی اکنون

می کنیم. بیان را است لبگ عدد لم از خاص حالتی که توپولوژی از لم یک

باشد. G∪H از فشرده زیرمجموعه ای K و باز مجموعۀ دو H و G کنیم فرض .١ . ٣ . ۵ لم

یا Br(x) باز گوی x ∈ K هر برای که قسمی به دارد وجود r مانند عددی صورت این در

.H در یا و است واقع G در

بهصورت را g و f توابع بسته اند. Rn −H و Rn −G مجموعه های برهان.

f(x) = d(x,Rn −G) , g(x) = d(x,Rn −H)

g و f توابع می باشد. A مجموعۀ از x فاصلۀ معنی به d(x,A) که می گیریم نظر در

است فشرده K چون .f(x) + g(x)> ۰ ،x∈G ∪H هر برای و کنید!) پیوسته اند(ثابت

.r = c
۲ می دهیم قرار دارد. K روی c مانند مثبت مقدار مینیمم یک f +g پیوستۀ تابع پس

.g(x) > r یا و f(x) ≥ r یا x ∈ K هر برای پس

صورت این در باشند. متناهی اندازۀ با باز مجموعۀ دو H و G کنیم فرض .۴ . ١ . ۵ لم

µ(G ∪H) ≤ µ(G) + µ(H).

همان r کنیم فرض و W ⊂ G∪H که باشد مقدماتی مجموعۀ یک W کنیم فرض برهان.

مانند تور یک بازه های اجتماع W مقدماتی مجموعۀ باشد. K = W برای قبل لم عدد

کوچکتر r از p بازۀ هر قطر که کرد فرض می توان لزوم صورت در p تظریف با است. p



103 لبگ انتگرال و اندازه .5 فصل

H و G در مشمول که باشند p از بازه هایی اجتماع برابر بهترتیب Z و Y کنیم فرض است.

پس .W ⊂ Y ∪ Z ،١ . ٣ . ۵ لم به باتوجه می باشند.

µ(W ) ≤ µ(Y ∪ Z) ≤ µ(Y ) + µ(Z) ≤ µ(G) + µ(H)

می شود. ثابت قضیه بود دلخواه مقدماتی مجموعۀ یک W چون و

مجموعه های بهوسیلۀ خارج از آن تقریب بهوسیلۀ را K فشردۀ مجموعۀ یک اندازۀ اکنون

که می گیریم نظر در را Z مقدماتی مجموعه های کار این برای می کنیم. تعریف مقدماتی،

باشد. K شامل آن ها درون

از است عبارت K فشردۀ مجموعۀ اندازۀ .۵ . ١ . ۵ تعریف

µ(K) = inf{µ(Z)|K ⊂ Int Z است, مقدماتی Z} .

تعریف که می شود ملاحظه بهسادگی است. فشرده Y مقدماتی مجموعۀ هر .۶ . ١ . ۵ مثال

منطبق اند. هم بر µ(Y ) قدیم و جدید

در .K ∩ L = ∅ که قسمی به باشند، فشرده مجموعۀ دو L و K کنیم فرض .١ . ٧ . ۵ لم

صورت این

µ(K ∪ L) ≥ µ(K) + µ(L).

هر برای پس است، بسته L و K ∩ L = ∅ چون .f(x) = d(x, L) کنیم فرض برهان.

مینیمم مقدار دارای f بنابراین پیوسته f و است فشرده K بهعلاوه .f(x) > ۰ ،x ∈ K

.K∪L ⊂ IntW که باشد دلخواهی مقدماتی مجموعۀ W کنیم فرض است. r مانند مثبتی

کرد فرض می توان پس است، مستقل تور انتخاب از مقدماتی مجموعۀ یک اندازۀ که دیدیم
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است. r

۲
از کوچکتر کدام هر قطر که Ip .و . . ،I۱ بازه های اجتماع با است برابر W که

کنیم فرض

Y =
∪{

Ij | Ij ∩K ̸= ∅ , ۱ ≤ j ≤ p
}
,

Z =
∪{

Ij | Ij ∩ L ̸= ∅ , ۱ ≤ j ≤ p
}
.

.Y ∩Z = ∅ پس است، r
۲

از کوچک تر بازه هر قطر چون و Y ∪Z ⊂ W صورت این در

بنابراین .L ⊂ Int Z و K ⊂ Int Y بهعلاوه

µ(K) + µ(L) ≤ µ(Y ) + µ(Z) = µ(Y ∪ Z) ≤ µ(W ) ,

از نتیجه در و است {µ(W )|K ∪ L ⊂ W} برای پائین کران یک µ(K) + µ(L) پس

نمی باشد. بزرگتر µ(K ∪ L) یعنی مجموعه اینفیمم

m(A) به که A خارجی اندازۀ است. کران دار مجموعۀ یک A کنیم فرض .١ . ٨ . ۵ تعریف

یعنی باز. مجموعه های بهوسیلۀ خارج از آن تقریب از است عبارت می شود، داده نشان

m(A) = inf{µ(G)|A ⊂ G,است باز G }

داخل از آن تقریب از است عبارت می شود داده نشان m(A) به که A داخلی اندازۀ و

یعنی فشرده. مجموعه های بهوسیلۀ

m(A) = sup{µ(K)|K ⊂ A} .

یک x ∈ K هر برای باشد، K شامل بازی مجموعۀ G و فشرده مجموعۀ یک K اگر

ها Int I(x) از متناهی تعداد K بهفشردگی باتوجه .I(x) ⊂ G که دارد وجود I(x) بازۀ

که کرد معین چنان را Y مقدماتی مجموعۀ می توان پس می پوشاند. را K مجموعۀ

K ⊂ Int Y ⊂ Y ⊂ G .
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µ(K) پس .µ(K) ≤ µ(G) داریم باشد A شامل که G هر برای آنگاه K ⊂ A اگر بنابراین

بنابراین .µ(K) ≤ m(A) و می باشد {µ(G)|A ⊂ G} مجموعۀ برای پائین کران یک

.m(A) ≤ m(A) و است، {µ(K)|K ⊂ A} مجموعۀ برای بالا کران یک m(A)

آن داخلی و خارجی اندازۀ اگر خوانیم، اندازه پذیر را A کران دار مجموعۀ .١ . ٩ . ۵ تعریف

عدد باشد اندازه پذیر A اگر باشند. برابر هم با

m(A) = m(A) = m(A)

خوانیم. A (n‐بعدی) اندازۀ را

آنگاه B ⊂ A اگر که دید می توان بهسادگی

m(B) ⊂ m(A) و m(B) ⊂ m(A).

باشد H شامل که G باز مجموعۀ هر برای آنگاه باشد، کران دار باز مجموعۀ یک H اگر

.m(H)=µ(H) بنابراین است. برقرار G=H برای فقط تساوی و µ(H)≤µ(G) داریم

µ(H)−ε < که کرد معین چنان را Y ⊂ H مقدماتی مجموعۀ می توان ε> ۰ هر برای بهعلاوه

چون ،µ(H)− ε < m(H) نتیجه در و µ(Y ) ≤ m(H) پس است فشرده Y چون .µ(Y )

و m(H) ≤ m(H) ولی .µ(H) ≤ m(H) پس است برقرار ε > ۰ هر برای رابطه این

با آن اندازۀ و است اندازه پذیر باز کران دار مجموعۀ هر یعنی m(H)؛ = m(H) بنابراین

(ثابت داد نشان می توان مشابه طریق به است. برابر است، شده تعریف قبلا که اندازه ای

و هستند باز نه که دیگری بسیار مجموعه های است. اندازه پذیر فشرده مجموعۀ هر که کنید)

تعداد تفاضل و اشتراک اجتماع، که می دهیم نشان اکنون می باشند. اندازه پذیر فشرده، نه

می کنیم. ثابت را زیر لم ابتدا است. اندازه پذیر اندازه پذیر، مجموعه های متناهی
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صورت این در باشند. کران دار مجموعه های B و A کنیم فرض .١ . ١٠ . ۵ لم

m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B) .

آنگاه A ∩B = ∅ اگر و

m(A ∪B) ≥ m(A) +m(B)

که بهقسمی موجودند H و G باز مجموعه های است. شده داده ε > ۰ کنیم فرض برهان.

و B ⊂ H و A ⊂ G

m(G) < m(A) +
ε

۲
, m(H) < m(B) +

ε

۲
.

۴ . ١ . ۵ لم بر بنا و است A ∪B شامل و باز G ∪H مجموعۀ

m(A ∪B) ≤ m(G ∪H) ≤ m(G) +m(H)

< m(A) +m(B) + ε .

استفاده (با است مشابه دوم رابطۀ اثبات می شود ثابت قضیه اول قسمت بود دلخواه ε چون

.(١ . ٧ . ۵ لم از

که قسمی به باشند اندازه پذیر کران دار مجموعۀ دو B و A کنیم فرض .١ . ١١ . ۵ قضیه

و است اندازه پذیر A ∪B صورت این در .A ∩B = ∅

m(A ∪B) = m(A) +m(B) .

قبل لم بر بنا برهان.

m(A) +m(B) ≤ m(A ∪B) ≤ m(A ∪B) ≤ m(A) +m(B) ,
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پس

m(A ∪B) = m(A ∪B).

می گردد: نتیجه استقرا بهکمک قضیه این از

Ak ∩ ،k ̸= l هر (برای مجزای مجموعه های از گردایه ای {A۱, . . . , Ar} اگر .۶ نتیجه

و است اندازه پذیر A۱ ∪ · · · ∪Ar آنگاه باشد، اندازه پذیر کران دار (Al = ∅

m(A۱ ∪ · · · ∪Ar) =

r∑
n=۱

m(An) .

است، اندازه پذیر A صورت این در است. کراندار مجموعه ای A کنیم فرض .٧ نتیجه

وجود G مانند باز مجموعه ای و K مانند فشرده مجموعه ای ε > ۰ هر برای اگر فقط و اگر

.m(G−K) < ε و K ⊂ A ⊂ G که بهقسمی باشد، داشته

سوپریمم مشخصۀ خاصیت از (راهنمایی: می شود واگذار خواننده به و است ساده برهان.

کنید). استفاده m(G) = m(G−K) +m(K) اینکه و اینفیمم و

،A − B آنگاه باشند، اندازه پذیر و کران دار مجموعه هایی B و A اگر .١ . ١٢ . ۵ قضیه

است. اندازه پذیر A ∪B ،A ∩B

است. شده داده ε > ۰ کنیم فرض می کنیم. ثابت را A − B اندازه پذیری ابتدا برهان.

که بهقسمی باشند بسته مجموعه هایی K ′ و K و باز مجموعه هایی G′ و G کنیم فرض

و K ′ ⊂ B ⊂ G′ و K ⊂ A ⊂ G

m(G−K) <
ε

۲
, m(G′ −K ′) <

ε

۲
.
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و است فشرده L و باز H صورت این در .L = K −G′ و H = G−K ′ می دهیم قرار

L ⊂ A−B ⊂ H.

و است باز H − L بهعلاوه

H − L ⊂ (G−K) ∪ (G′ −K ′) .

،۴ . ١ . ۵ لم به باتوجه پس

m(H − L) ≤ m(G−K) +m(G′ −K ′) < ε .

حال است. اندازه پذیر A−B بنابراین

A ∩B = A− (A−B) .

A ∩ B یعنی آن ها تفاضل قضیه اول قسمت بر بنا اندازه پذیرند، دو هر A − B و A چون

نتیجه در است. اندازه پذیر

A ∪B = (A−B) ∪B .

بر بنا A ∪ B پس است. تهی آن ها اشتراک و اندازه پذیرند راست سمت مجموعۀ دو هر

است. اندازه پذیر ١ . ١١ . ۵ قضیۀ

{An} کنیم فرض داد. تعمیم نیز مجموعه نامتناهی تعداد برای می توان را ۶ نتیجۀ

آنگاه ،k ̸= l اگر که صورتی در خوانیم مجزا را {An} دنبالۀ باشد. مجموعه ها از دنباله ای

می کنبم. ثابت را زیر لم ابتدا .Ak ̸= Al
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دارای کدام هر که باشند باز مجموعه های از دنباله ای . . . و G۲ و G۱ اگر .١ . ١٣ . ۵ لم

آنگاه ،G =
∞∪
n=۱

{Gn} کنیم فرض و است متناهی اندازۀ

m(G) ≤
∞∑
n=۱

m(Gn) .

متناهی تعداد است فشرده Y چون باشد. مقدماتی مجموعه ای Y ⊂ G کنیم فرض برهان.

که دارد وجود m مانند عددی پس می پوشاند. را Y مجموعۀ Gnها از

Y ⊂ G۱ ∪ · · · ∪Gm .

استقرا کمک به و ۴ . ١ . ۵ لم بر بنا

m(G۱ ∪ · · · ∪Gm) ≤
m∑

n=۱

m(Gn)

بنابراین

m(Y ) ≤
m∑

n=۱

m(Gn) ≤
∞∑
n=۱

m(Gn)

می شود. ثابت لم بود دلخواه Y چون و

A = اگر و باشد اندازه پذیر مجزای مجموعه های از دنباله ای {An} اگر .١۴ . ١ . ۵ قضیه

و است اندازه پذیر A آنگاه باشد، کران دار
∞∪
n=۱

{An}

m(A) =

∞∑
n=۱

m(An).

داریم m هر برای برهان.

A۱ ∪ · · · ∪Am ⊂ A .
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۶ نتیجۀ بر بنا پس
m∑

n=۱

m(An) ≤ m(A) .

پس است، برقرار m هر برای رابطه این چون

∞∑
n=۱

m(An) ≤ m(A) .

Gn ،n طبیعی عدد هر برای کنیم فرض و است شده داده ε> ۰ کنیم فرض دیگر طرف از

و An ⊂ Gn که بهقسمی باشد، باز مجموعه ای

m(Gn) < m(An) +
ε

۲n
.

می دهیم قرار

G = G۱ ∪G۲ ∪ · · · .

قبل لم بر بنا و m(A) ≤ m(G) نتیجه در و A ⊂ G صورت این در

m(A) <

∞∑
n=۱

m(An) + ε

∞∑
n=۱

۱

۲n
=

∞∑
n=۱

m(An) + ε .

و است اندازه پذیر A پس است برقرار ε > ۰ هر برای رابطه این چون

m(A) =

∞∑
n=۱

m(An).

برای درمی آید. نامساوی بهصورت تساوی رابطۀ نباشند، مجزا قبل قضیۀ در Anها اگر

کنیم فرض کرد: تعریف چنین را اندازه پذیری مفهوم می توان A بیکران مجموعۀ یک
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A ∩ Br ،r > ۰ هر برای اگر خوانیم، اندازه پذیر را A مجموعۀ .Br = {x| |x|<۱}

از است عبارت A اندازۀ باشد، اندازه پذیر

m(A) = lim
r→∞

m(A ∩Br).

است صعودی تابعی φ آنگاه کنیم تعریف φ(r) = m(A ∩ Br) بهصورت را φ تابع اگر

باشد کران دار A اگر باشد. +∞ یا متناهی است ممکن که است موجود آن حد بنابراین و

.A = A ∩Br داریم r ≥ r۰ برای .A ⊂ Br۰ که دارد وجود ای r۰ آنگاه

است. اندازه پذیر بالا معادل تعریف با G باز مجموعۀ هر (الف) .١۵ . ١ . ۵ قضیه

است. اندازه پذیر (Rk −A) A متمم آنگاه باشد، اندازه پذیر A اگر (ب)
است. اندازه پذیر نیز

∞∩
n=۱

An و
∞∪
n=۱

An آنگاه باشند، اندازه پذیر . . . ،A۲ ،A۱ اگر (پ)

کران دار و باز G ∩ Br ،r > ۰ هر برای صورت این در است، باز G کنیم فرض برهان.

و است اندازه پذیر G نتیجه در و است اندازه پذیر G ∩ Br ،r > ۰ هر برای بنابراین است.

می شود. ثابت (الف)

که داریم است. اندازه پذیر A کنیم فرض (ب) اثبات برای

(Rk −A) ∩Br = Br − (A ∩Br).

است. اندازه پذیر (Rk −A) ∩Br ،١۴ . ١ . ۵ قضیۀ بر بنا اندازه پذیرند A ∩Br و Br چون

است. اندازه پذیر Rk −A پس است برقرار r > ۰ هر برای این چون

مجموعۀ کنیم فرض ابتدا (پ) اثبات برای

A = A۱ ∪A۲ ∪ . . .

می دهیم قرار است. کران دار

C۱ = A۱ , C۲ = A۲ −A۱ , . . . , Ck = Ak − (A۱ ∪ · · · ∪Ak−۱) , · · · .
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بر بنا پس A با است برابر اجتماعشان و بوده مجزا Ckها بهعلاوه است. اندازه پذیر Ck هر

به باتوجه نباشد کران دار A که حالتی است. اندازه پذیر A ١ . ١١ . ۵ قضیۀ

A ∩Br = (A۱ ∩Br) ∪ (A۲ ∩Br) ∪ · · ·

از
∞∩
n=۱

{An} اندازه پذیری نهایت در برمی گردد. است کران دار A که حالتی به

∞∩
n=۱

An = Rk −
∞∪
n=۱

{(Rk −An)}

می گردد. نتیجه

اندازه پذیر توابع ٢ . ۵

توسیع حقیقی اعداد مجموعۀ بهتوی Rn از تابعی f می کنیم، فرض بخش این تمامی در

است. یافته

{x| f(x)>c} مجموعۀ cحقیقی عدد هر برای هرگاه گوییم، اندازه پذیر را f تابع .٢ . ١ . ۵ تعریف

باشد. اندازه پذیر

معادلند زیر شرایط .٢ . ٢ . ۵ قضیه

است. اندازه پذیر f (الف)
است. اندازه پذیر {x| f(x) ≥ c} مجموعۀ c حقیقی عدد هر برای (ب)
است. اندازه پذیر {x| f(x) < c} مجموعۀ c حقیقی عدد هر برای (پ)
است. اندازه پذیر {x| f(x) ≤ c} مجموعۀ c حقیقی عدد هر برای (ت)

چون برهان.

{x| f(x) ≥ c} =

∞∩
n=۱

{
x| f(x) > c− ۱

n

}
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قضیۀ بر بنا پس است (ب) متمم (پ) چون می کند. ایجاب را (ب) درستی (الف) پس

می شود. نتیجه (الف) از قضیه همین بر بنا نیز (ت) می گردد. نتیجه (ب) از (پ) ،١۵ . ١ . ۵

علاوه به

{x| f(x) > c} = Rk − {x| f(x) ≤ c} .

می کند. ایجاب را (الف) درستی (ت) پس

همچنین است. اندازه پذیر اندازه پذیر) تعریف حوزه (با پیوسته تابع هر که است بدیهی

است. اندازه پذیر نیز f |E آنگاه باشد، E (اندازه پذیر) مجموعۀ روی اندازه پذیر تابعی f اگر

متناهی تعداد فقط که صورتی در خوانیم، ساده را f اندازه پذیر تابع یک .٢ . ٣ . ۵ تعریف

کند. اختیار را مقدار

بهصورت f سادۀ تابع هر تعریف این به باتوجه

n∑
i=۱

ciχi

اندازه پذیر مجموعۀ مشخصۀ تابع χi و می کند اختیار f که است ثابتی مقادیر ci که می باشد

است. Ai = {x| f(x) = ci}

(با اندازه پذیر مقدار حقیقی تابع دو g و f و ثابت مقداری k کنیم فرض .۴ . ٢ . ۵ قضیه

است. اندازه پذیر fg و f + g ،kf صورت این در باشند. برابر) تعریف حوزه

چون می گیریم. کار به را (پ) ٢ . ٢ . ۵ قضیۀ اثبات برای برهان.

{x| f(x) + k < c} = {x| f(x) < c− k} ,
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،f(x) + g(x) < c کنیم فرض است. اندازه پذیر f + k آنگاه باشد اندازه پذیر f اگر پس

f(x) < r < که دارد وجود r مانند گویا عددی پس .f(x) < c − g(x) صورت این در

بنابراین و c− g(x)

{x| f(x) + g(x) < c} =
∪
r

({x| f(x) < r} ∩ {x| g(x) < c− r}).

است. اندازه پذیر f + g نتیجه در و بالا مجموعۀ پس شماراست، گویا اعداد مجموعۀ چون

چون ،fg اندازه پذیری اثبات برای

fg =
۱

۲

[
(f + g)۲ − f۲ − g۲] ,

f کنیم فرض است. اندازه پذیر f۲ آنگاه باشد، اندازه پذیر f اگر که دهیم نشان است کافی

آنگاه ،c ≥ ۰ اگر است. اندازه پذیر

{
x| f۲(x) > c

}
=
{
x| f(x) >

√
c
}
∪
{
x| f(x) < −

√
c
}

یعنی f۲(x) > c. داریم f تعریف حوزه از x هر برای آنگاه ،c < ۰ اگر و

{x| f۲(x) > c} = Df .

است. اندازه پذیر f۲ حال هر در پس

باشند. برابر) تعریف حوزه (با اندازه پذیر توابع از دنباله ای {fn} کنیم فرض .۵ . ٢ . ۵ قضیه

،min{f۱, . . . , fn} (همین طور اندازه پذیرند lim sup fn و sup
n

fn ،max{f۱, . . . , fn}صورت این در

.(lim inf fn و inf
n

fn

صورت این در .h(x) = max{f۱(x), . . . , fn(x)} کنیم فرض برهان.

{x|h(x) > c} =

n∪
i=۱

{x| fi(x) > c}.
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g(x) = اگر ترتیب بههمین می کند. ایجاب را h اندازه پذیری fiها، اندازه پذیری پس

آنگاه ،sup
n

fn(x)

{x| g(x) > c} =

∞∪
n=۱

{x| fn(x) > c}

lim sup fn بنابراین و lim sup fn = inf
n

sup
k≥n

fc بالاخره است. اندازه پذیر g نتیجه در و

است. اندازه پذیر

نقاطی مجموعۀ که صورتی در است، برقرار همه جا تقریباً ویژگی یک گوئيم .۶ . ٢ . ۵ تعریف

باشد. صفر اندازۀ دارای نمی کنند، صدق ویژگی این در که

حوزۀ دارای g و f که صورتی در f = g همه جا تقریباً گوئیم بالا بهتعریف باتوجه

تقریباً {fn} گوئیم ترتیب همین به .m({x| f(x) ̸= g(x)}) = ۰ و باشند برابر تعریف

که باشد داشته وجود E مانند صفر اندازۀ با مجموعه ای هرگاه است g به همگرا همه جا

باشد. g(x) به همگرا fn(x) دنبالۀ x /∈ E هر برای

است. اندازه پذیر g آنگاه ،f = g همه جا تقریباً و باشد اندازه پذیر f اگر .٢ . ٧ . ۵ قضیه

داریم .E = {x| f(x) ̸= g(x)} کنیم فرض برهان.

{x | g(x) > c} = {x | g(x) > c} ∪ {x ̸∈ E | g(x) > c}

= {x ∈ E | g(x) > c} ∪ {x | f(x) > c} .

مجموعۀ علاوه به است. اندازه پذیر راست طرف مجموعه اولین پس است اندازه پذیر f چون

m(E) = ۰. و می باشد E از زیرمجموعه ای زیرا است، اندازه پذیر نیز راست طرف دیگر

است. اندازه پذیر g پس
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Ίلب انتگرال ٣ . ۵

بازه یک I کنیم فرض است. اندازه پذیر و نامنفی مقدار، حقیقی تابعی f کنیم فرض ابتدا

حجم بهعنوان می دهیم، نشان A به که را
∫
I f شهودی نظر از معمول مطابق باشد. Rk در

مجموعۀ

{(x, y) | x ∈ I , ۰ < y < f(x)}

می توان که می شود تعریف مختلف بهصورت های تابع یک لبگ انتگرال می گیریم. نظر در

دیگری روش سپس ولی می کنیم یادآوری را لبگ روش ابتدا ما معادلند. یکدیگر با داد نشان

.gf (y) = m{x ∈ I| f(x) > y} ،y هر برای می کنیم فرض لبگ روش در برمی گزینیم. را

عبارت ۰ < y۰ < y۱ < · · · < yn < ∞ مانند {yj} اعداد از متناهی مجموعۀ هر برای

n∑
j=۱

gf (yj−۱)(yj − yj−۱),

می گیریم نظر در فوق عبارت حد بهصورت را
∫
I f صورت این در می باشد. A برای تقریبی

.max(yj − yj−۱) → ۰ آنگاه n → ∞ وقتی آن در که

می باشد. ساده توابع روش است، معمول لبگ انتگرال تعریف برای که دیگری روش

را ساده توابع انتگرال پله ای توابع همانند ابتدا دید، خواهیم که ای بهگونه روش این در

انتگرال های سوپریمم صورت به f اندازه پذیر نامنفی تابع انتگرال سپس می کنیم. تعریف

اختلاف (که ریمان انتگرال های با آن اختلاف تنها می شود. تعریف h ≤ f که h سادۀ توابع

دارند، ثابتی مقدار آن ها روی ساده توابع که مجموعه هایی که است این در است) مهمی

روش به انتگرال تعریف در باشند. اندازه پذیر باید فقط بلکه باشند بازه شکل به نیست لازم

تعریف نیز باشند اندازه پذیر که توابعی برای را انتگرال می توان ساده توابع روش و لبگ

بنابراین کرد. ثابت نمی توان را انتگرال ها ویژگی های از بسیاری صورت این در ولی کرد.
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که است ساده تابع یک h کنیم فرض است. اندازه پذیر f که است شده فرض تعریف در

صورت این در که دیدیم می کند. اختیار را cn .و . . ،c۱ مقادیر

h =
∑

ciχEi

مشخص کنندۀ و خوانیم h متعارف نمایش را h از نمایش این .Ei = {x|h(x) = ci} که

صفرند. یا و متمایز ها ci و مجزایند Eiها که است آن

روی که باشد ساده تابعی f و باشد اندازه پذیر مجموعۀ یک E کنیم فرض .٣ . ١ . ۵ تعریف

آن خارج در و (i = ۱,۲, . . . , r) می کند اختیار را ci ثابت مقدار Ei اندازه پذیر مجموعۀ

می کنیم تعریف صورت این در است. صفر

∫
E
f =

r∑
i=۱

cim(E ∩ Ei) .

و کوچکتر (اندازه پذیر) زیرمجموعه های به را Ei اگر می دهد، نشان زیر لم که همان گونه

دارد. جمعی خاصیت m زیرا نمی کند، تغییر انتگرال مقدار کنیم تقسیم مجزا

i ̸= برای Ai ∩ Aj = ∅ که φ =
∑n

i=۱ ciχAi
کنیم فرض بالا علائم با .٣ . ٢ . ۵ ∫لم

E φ = صورت این در است. اندازه پذیر Ai هر کنیم فرض هستند. متمایز ciها و j

.
∑n

i=۱ cim(Ai)

است. واضح برهان.

اندازه پذیر مجموعۀ روی که باشد نامنفی اندازه پذیر تابع یک f کنیم فرض .٣ . ٣ . ۵ تعریف

از است عبارت f انتگرال صورت این در است. شده تعریف E∫
E
f = sup

∫
E
h.
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h ≤ f
)

است شده گرفته h ≤ f که h نامنفی سادۀ توابع تمام مجموعۀ روی سوپریمم که

را دو هر منفی و مثبت مقادیر f که صورتی در .
(
h(x) ≤ f(x) ،x ∈ E هر برای یعنی

می کنیم تعریف کند ∫اختیار
E
f =

∫
E
f+ −

∫
E
f−

یکی اینکه بر مشروط البته ،f−(x) = max{۰,−f(x)} و f+(x) = max{۰, f(x)} که

تعریف
∫
E f صورت این غیر در باشد. متناهی مقدار دارای

∫
E f− یا

∫
E f+ ازانتگرال های

اگر (و لبگ انتگرال پذیر E روی را f باشند، متناهی دو هر
∫
E f− و

∫
E f+ اگر نمی شود.

انتگرال های از یکی (وقتی f ∈ I(E) می نویسیم و خوانیم انتگرال پذیر) نباشد ابهام جای

در نمی رود. کار به انتگرال پذیری واژۀ باشد نامتناهی دیگری و متناهی
∫
E f− و

∫
E f+

تعریف، بنابراین که می کنیم توجه نامتناهی). مقدار با دارد وجود
∫
E f گویند حالت این

می کند. ایجاب را اندازه پذیری انتگرال پذیری

که باشند ساده تابع دو k و h و متناهی اندازۀ با مجموعۀ یک E کنیم فرض .۴ . ٣ . ۵ لم

صورت این در شوند. صفر E خارج در

a, b ∈ R هر برای ∫(الف)
E
(ah+ bk) = a

∫
E
h+ b

∫
E
k.

آنگاه h ≥ k همه جا تقریباً اگر ∫(ب)
E
h ≥

∫
E
k .

متعارف نمایش در ظاهرشده مجموعه های بهترتیب {Bi} و {Ai} کنیم فرض (الف) برهان.

آن ها روی k و h بهترتیب که باشند مجموعه هایی B۰ و A۰ کنیم فرض و باشند k و h توابع
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می باشند، Ai ∩ Bj مقطع بهصورت که E مجموعه های صورت این در می شوند. صفر

نوشت می توان و می باشند مجزا مجموعه های از متناهی گردآیه ای

h =

N∑
k=۱

akχEk
, k =

N∑
k=۱

bkχEk

بنابراین است. Ekها بهتعداد N که

ah+ bk =

N∑
k=۱

(aak + bbk)χEk
= a

N∑
k=۱

akχEk
+ b

N∑
c=۱

bcχEk
.

که می شود نتیجه ،٣ . ٢ . ۵ لم به باتوجه ∫پس
E
ah+ bk = a

∫
E
h+ b

∫
E
K .

همه جا تقریباً باشیم داشته f مانند ساده تابع برای اگر بهوضوح تعریف به باتوجه (ب)

پس h− k ≥ ۰ همه جا تقریباً چون که می کنیم توجه حال .
∫
E f ≥ ۰ آنگاه f ≥ ۰∫

E
h−

∫
E
k =

∫
E
(h− k) ≥ ۰.

روی انتگرال پذیر توابع یا نامنفی اندازه پذیر توابع g و f و اندازه پذیر E اگر .۵ . ٣ . ۵ قضیه

آنگاه، f ≤ g همه جا تقریباً و باشند E∫
E
f ≤

∫
E
g .

این در .h ≤ f و باشد ساده تابع یک h کنیم فرض باشند، نامنفی g و f اگر برهان.

نتیجه در و
∫
E h ≤

∫
E g ٣ . ٣ . ۵ تعریف به باتوجه پس .h ≤ g ∫صورت

E
f = sup

h≤f

∫
E
h ≤

∫
E
g.
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ایجاب f ≤ g آنگاه کنند، اختیار دو هر منفی و مثبت مقادیر ولی انتگرال پذیر g و f اگر

و
∫
E f+ ≤

∫
E g+ برهان اول قسمت بر بنا پس .f− ≥ g− و f+ ≤ g+ که می کند

در و متناهی اند عبارت ها این تمام پس انتگرال پذیرند، g و f چون .
∫
E f− ≥

∫
E g−

بنابراین کرد. کم یکدیگر از را آن ها می توان ∫نتیجه
E
f =

∫
E
f+ −

∫
E
f− ≤

∫
E
g+ −

∫
E
g− =

∫
E
g.

و نامنفی و اندازه پذیر تابعی f و باشند اندازه پذیر A ⊂ E و E کنیم فرض .۶ . ٣ . ۵ قضیه

آنگاه باشد، A مشخصۀ تابع χA∫
A
f =

∫
E

χ
Af.

داریم ∫برهان.
A
f = sup

{∫
A
h | است ساده h و A روی ۰ ≤ h ≤ f

}
= sup

{∫
A
h | است ساده h و A روی ۰ ≤ h ≤ χ

Af

}
= sup

{∫
E
h | h ≤ χ

Af

}
=

∫
E

χ
Af .

روی اگر صورت این در باشد. ثابت عددی α و اندازه پذیر E کنیم فرض .٣ . ٧ . ۵ قضیه

آنگاه باشد، انتگرال پذیر و نامنفی f ،E∫
E
αf = α

∫
E
f .
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و ٣ . ٣ . ۵ تعریف به باتوجه بنابراین است. برقرار بهوضوح قضیه ساده توابع برای برهان.

کنید). (ثابت می آید بهدست نتیجه f تابع هر برای سوپریمم خواص

،n هر برای (یعنی صعودی ای دنباله {An|n = ۱,۲, . . .} کنیم فرض .٣ . ٨ . ۵ قضیه

E =
∞∪
n=۱

An روی ساده ای نامنفی تابع h و اندازه پذیر مجموعه های از (An ⊂ An+۱

صورت این در ∫باشد.
E
h = lim

n→∞

∫
An

h .

در باشد. cj برابر (۱ ≤ j ≤ r) Bj اندازه پذیر مجموعۀ روی h مقدار کنیم فرض برهان.

صورت ∫این
An

h =

r∑
j=۱

cjm(An ∩Bj),

به مجموع این n → ∞ وقتی ٣ . ٢ . ۵ لم به توجه با که

r∑
j=۱

cjm(E ∩Bj) =

∫
E
h.

می کند. میل

بازه ها از {In} دنبالۀ هر برای آنگاه باشد، I روی پیوسته تابعی f اگر .٣ . ٩ . ۵ قضیه

داریم a∈ In⊂ I که بهقسمی

lim
n→∞

۱

m(In)

∫
In

f = f(a) .

که دارد وجود δ(ε) > ۰ مانند عددی ε > ۰ هر برای پیوستگی، بر بنا برهان.

|x− a| < δ(ε) ⇒ f(a)− ε < f(x) < f(a) + ε .
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۵ . ٣ . ۵ قضیۀ بر بنا ∫حال
In
(f(a)− ε) ≤

∫
In

f ≤
∫
In
(f(x) + ε) .

٣ . ٧ . ۵ قضیۀ به باتوجه پس

(f(a)− ε)m(In) ≤
∫
In

f ≤ (f(a) + ε)m(In)

بود دلخواه ε چون و

lim
n→∞

۱

m(In)

∫
In

f = f(a) .

E روی نامنفی اندازه پذیر توابع از صعودی دنباله ای {fn} کنیم فرض .٣ . ١٠ . ۵ قضیه

آنگاه ،fn(x) → f(x) ،E روی همه جا تقریباً اگر ∫باشد.
E
f = lim

∫
E
fn .

بدون پس است، صفر برابر صفر اندازۀ با مجموعه یک روی انتگرال اینکه به باتوجه برهان.

مجموعه تمام روی همگرایی که کرد فرض می توان شود، وارد خللی استدلال کلیت به ∫آنکه
g پس کنید!) (ثابت است اندازه پذیر g این صورت در g = sup fn کنیم (فرض است.

limn→∞
∫
fn نتیجه در و

∫
fn ≤

∫
fn+۱ پس ،fn ≤ fn+۱ چون می شود.) تعریف

بنابراین است. صعودی {fn} زیرا fn ≤ f ،n هر ازای به بهعلاوه است. موجود (R∗ (در

lim
n→∞

∫
E
fn ≤

∫
E
f .

کنیم فرض .۰ ≤ h ≤ f که بهقسمی است اندازه پذیر تابع یک h کنیم فرض دیگر طرف از

بهصورت را An مجموعۀ n هر برای است. ثابت بعد، به این از و دلخواه ε > ۰

An = {x ∈ E| fn(x) ≥ (۱ − ε)h(x), }
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بهعلاوه .E =
∞∪
n=۱

An و An ⊂ An+۱ ،n هر برای که است بدیهی می کنیم. تعریف

∫
E
fn ≥

∫
An

fn ≥ (۱ − ε)

∫
An

h .

بنابراین

lim
n→∞

∫
E
fn ≥ (۱ − ε) lim

n→∞

∫
An

h = (۱ − ε)

∫
E
h .

می شود. کامل برهان و limn→∞
∫
fn ≥

∫
f پس بود دلخواه h سادۀ تابع چون

نمود. محاسبه را توابع از برخی انتگرال می توان قضیه این بهکمک

بهصورت [۰,۱] بازۀ روی که باشد تابعی f کنید فرض .٣ . ١١ . ۵ مثال

f(x) =


۱
۳
√
x

۰ < x ≤ ۱

۰ x = ۰

{fn} دنبالۀ منظور بهاین می کنیم. محاسبه را [۰,۱] روی f لبگ انتگرال است. شده تعریف

بهصورت n هر برای که را توابع از

fn(x) =

{
f(x) ۰ ≤ f(x) ≤ n اگر
n f(x) > n اگر

x < ۱
n۳ اگر و fn(x) =

۱
۳√x

آنگاه x ≥ ۱
n۳ اگر یعنی می گیریم. نظر در می شود، تعریف

پس .fn(x) = n آنگاه

∫ ۱

۰
fn =

∫ ۱
n۳

۰
ndx+

∫ ۱

۱
n۳

۱
۳√
x۳

dx

= nx
∣∣∣ ۱
n۳

۰
+

۳

۲
x

۲
۳

∣∣∣۱۱
n۳

=
۱

n۲ +
۳

۲
(۱ − ۱

n۲ ) =
۳

۲
− ۱

۲n۲ .
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پس

lim
n→∞

∫ ۱

۰
fn =

۳

۲

پس است صعودی {fn} چون ∫و ۱

۰
f =

۳

۲
.

تمرین ۴ . ۵

کنید ثابت باشد بسته واحد مربع E کنید فرض .١

است. اندازه پذیر E باز زیرمجموعه هر (الف)
است. اندازه پذیر E بسته مجموعه زیر هر (ب)

است. صفر اندازۀ دارای و اندازه پذیر Q ⊆ R دهید نشان .٢

با کران دار، مجموعه های برای ،١۵ . ١ . ۵ قضیه از پیش شده ارائه تعریف دهید نشان .٣

است. معادل اولیه تعریف

است. صفر اندازۀ دارای و اندازه پذیر کانتور مجموعۀ دهید نشان .۴

یک اندازه به که است نقطه دو شامل [۰,۱] در مثبت اندازه با مجموعه هر کنید ثابت .۵

دارند. فاصله گویا عدد

تابع دهید نشان .۶

f(x) =

{
۱ x ∈ Q
۰ x /∈ Q

می باشد. نیز لبگ انتگرال پذیر دهید نشان سپس است. اندازه پذیر [a, b] بازۀ هر روی

است. اندازه پذیر نیز |f | آنگاه باشد اندازه پذیر f اگر دهید نشان .٧

یکتاست. اندازه پذیر توابع از دنباله یک از همه جا تقریبـاً حد دهید نشان .٨



125 لبگ انتگرال و اندازه .5 فصل

همه جا تقریباً همگرای توابع از دنباله ای fn کنیم فرض لبگ) تسلطی همگرایی (قضیه .٩

کنیم فرض و باشد A مجموعه روی f تابع به

|fn(x)| ≤ φ(x) (x ∈ A , n = ۱,۲, ...)

و است انتگرال پذیر f این صورت در است. لبگ انتگرال پذیر A روی f آن در که

lim
n→∞

∫
fn(x) dx =

∫
A
f(x) dx .
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۶ فصل

زنجیره ها روی انتگرال گیری

قضیه یافته تعمیم صورت که است قضایایی و تعاریف نمادها، ارائه فصل این اصلی هدف

پرداخته مقدماتی عمومی ریاضی در ،R۲ روی استوکس بهقضیه کند. ارائه را ”استوکس”

می کند. مربوط هم به را نواحی مرز و نواحی روی انتگرال گیری بین رابطه و می شود

جبری مقدمات ١ . ۶

با را
مرتبه k︷ ︸︸ ︷

V × · · · × V دکارتی حاصلضرب باشد، (R (روی برداری فضای یک V کنیم فرض

می دهیم. نمایش V k

باشیم داشته ۱ ≤ i ≤ k هر برای هرگاه چندخطیمی نامیم، را T : V k −→ R تابع

T (v۱, . . . , vi + vi′ , . . . , vk) = T (v۱, . . . , vi, . . . , vk) + T (v۱, . . . , vi′ , . . . , vk)

و

T (v۱, . . . , αvi, . . . , vk) = αT (v۱, . . . , vk) .
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k‐تانسورها همۀ مجموعه می شود. نامیده V روی k‐تانسور یک چندخطی، نگاشت یک

S, T ∈ اگر زیرا است. R روی برداری فضای یک می شود، داده نمایش T k(V ) با که

می کنیم تعریف α ∈ R و T k(V )

(S + T )(v۱, . . . , vk) = S(v۱, . . . , vk) + T (v۱, . . . , vk)

(αS)(v۱, . . . , vk) = α · S(v۱, . . . , vk) .

S ∈ اگر می کند. مربوط بههم را T k(V ) مختلف فضاهای که دارد وجود عملی همچنین

تعریف زیر بهصورت را S ⊗ T ∈ T k+l(V ) تانسوری ضرب .T ∈ T k(V ) و T k(V )

می کنیم

S ⊗ T (v۱, . . . , vk, vk+۱, . . . , vk+l) = S(v۱, . . . , vk)T (vk+۱, . . . , vk+l) .

برابر هم با T ⊗ S و S ⊗ T که معنا بهاین دارد اساسی نقش بالا عمل در ترتیب بهوضوح

می شود واگذار بهخواننده تمرین بهعنوان و است ساده زیر خواص بررسی نیستند.

(S۱ + S۲)⊗ T = S۱ ⊗ T + S۲ ⊗ T,

S(T۱ + T۲) = (S ⊗ T۱) + (S ⊗ T۲),

(αS)⊗ T = S ⊗ (αT ) = α(S ⊗ T ),

(S ⊗ T )⊗ U = S ⊗ (T ⊗ U) .

حاصلضرب های می شود. داده نمایش S⊗T⊗U با معمولا S⊗(T ⊗ U) و (S ⊗ T )⊗U

می شوند. تعریف مشابه بهطریق T۱ ⊗ · · · ⊗ Tr بالاتر مرتبۀ

ما ⊗ عمل است. دوگان فضای ، V ∗ دقیقاً T ۱(V ) که است دریافته تاکنون خواننده

کنیم. بیان T ۱(V ) حسب بر را T k(V ) فضاهای که می سازد قادر را
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دوگان پایه {ϕ۱, . . . , ϕn} و V برداری فضای پایه {v۱, . . . , vk} کنیم فرض .١ . ١ . ۶ قضیه

k‐گانه تانسوری ضرب های همۀ مجموعۀ این صورت در .ϕi(vi) = δij و باشد

ϕi۱ ⊗ . . .⊗ ϕik ۱ ≤ i۱, . . . , ik ≤ n

است. nk فضا این بعد لذا و است T k(v) پایه

که می کنیم توجه برهان.

ϕi۱ ⊗ . . .⊗ ϕik

(
vj۱ , . . . , vjk

)
= δi۱,j۱ , . . . , δik,jk

=

{
۱ i۱ = j۱, ..., ik = jk اگر
۰ این صورت غیر در

آنگاه، T ∈ T k(V ) و wi =
∑n

j=۱ aijvj نمایش با w۱, . . . , wk بردارهای برای

T (w۱, . . . , wk) =

n∑
j۱,jk=۱

a۱,j۱ · . . . · ak,jkT
(
vj۱ , . . . , vjk

)

=

n∑
i۱,...,ik=۱

T
(
vi۱ , . . . , vik

)
ϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik(w۱, . . . , wk)

بنابراین

T =

n∑
i۱,...,ik=۱

T
(
vi۱ , . . . , vik

)
ϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik

می کند. تولید را T k(V ) فضای ϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik نتیجه در و

که باشند چنان ai۱,...,ik اعداد می کنیم فرض حال
n∑

i۱,...,ik=۱

ai۱,...,ik · ϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik = ۰ .

ϕi۱ ⊗· · ·⊗ بنابراین و ai۱,...,ik = ۰ لذا می دهیم. اثر
(
vj۱ , . . . , vjk

)
بر را طرف دو حال

هستند. خطی مستقل ϕikها
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f :V −→W اگر دارد. وجود هم تانسورها فضای روی دوگان فضاهای آشنای ساختار یک

بهصورت f∗ : T k(W )−→T k(V ) خطی نگاشت باشد، خطی نگاشت یک

f∗T (v۱, . . . , vk) = T
(
f(v۱), . . . , f(vk)

)
,

که می شود دیده بهراحتی .v۱, . . . , vk ∈ V و T ∈ T k(W ) آن در که می شود تعریف

.f∗(T ⊗ S) = f∗(T )⊗ f∗(S)

ضرب مثال اولین دارد. آشنایی V ∗ اعضای مانند تانسورها از برخی با پیش از خواننده

است. ⟨·, ·⟩ ∈ T ۲(Rn) داخلی

می کنیم: تعریف داخلی، ضرب بهمفهوم بخشی تعمیم بهمنظور اینجا در

به باشد؛ متقارن ٢‐تانسور یک هرگاه است، داخلی ضرب یک V برداری فضای روی T

یعنی باشد مثبت معین همچنین .T (v, w) = T (w, v) ،v, w ∈ V هر برای که معنا این

نیست. کلی هم خیلی تعمیم این می دهد نشان ذیل قضیه .v ̸= ۰ برای T (v, v) > ۰

{v۱, . . . , vn} چون پایه ای آنگاه باشد، V روی داخلی ضرب یک T اگر .١ . ٢ . ۶ قضیه

خوانده متعامد T به نسبت پایه ای (چنین T
(
vi, vj

)
= δij که است موجود چنان V برای

،x, y ∈ Rn هر برای که است موجود چنان f : Rn −→ V یکریختی نتیجه در می شود).

.f∗ · T = ⟨·, ·⟩ بهعبارتی . T (f(x), f(y)) = ⟨x, y⟩

می کنیم تعریف باشد. V برای پایه یک {w۱, . . . , wn} کنیم فرض برهان.

w′
۱ = w۱ , w′

۲ = w۲ −
T
(
w′

۱, w۲
)

T
(
w′

۱, w
′
۱

) · w′
۱ ,

w′
۳ = w۳ −

T
(
w′

۱, w۳
)

T
(
w′

۱, w
′
۱

) · w′
۱ −

T
(
w′

۲, w۳
)

T
(
w′

۲, w
′
۲

) · w′
۲ , . . . .
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قرار حال .T
(
w′
i, w

′
i

)
> ۰ ،w′

i ̸= ۰ برای و i ̸= j برای T
(
w′
i, w

′
j

)
= ۰ این صورت در

می دهیم

vi =
w′
i√

T
(
w′
i, w

′
i

)
.f(ei) = vi کنیم تعریف و

می کند. ایفا کمتری نقش دترمینان n‐تانسور به نسبت داخلی ضرب آن، اهمیت باوجود

یک سطر دو جابجایی که می کنیم یادآوری دترمینان مفهوم مناسب تعمیم برای تلاش در

است. زیر تعمیم بخش الهام اتفاق این می دهد. تغییر را دترمینان علامت ماتریس

هرگاه می شود خوانده متناوب w ∈ T k(V ) ‐تانسور k

w
(
v۱, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk

)
=−w

(
v۱, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk

)
, v۱, . . . , vk ∈V

مانده اند.) ثابت بردارها مابقی و شده اند جابجا vi و vj تساوی این (در

نمایش Λk(V ) با که است T k(V ) فضای زیر یک متناوب k‐تانسورهای همۀ مجموعه 

می شود. داده

نمایش برای عمومی راه یک که چند هر نیست. راحت متناوب k‐تانسورهای نمایش

است، +١ می شود داده نمایش Sgnσ با که σ جایگشت یک علامت است. موجود آن ها همۀ

می شود، نامیده زوج جایگشت یک می کنیم یادآوری باشد. فرد اگر است ‐١ و زوج σ اگر

،T ∈ T k(V ) برای باشد. امکان پذیر دوری جایگشت های زوج تعداد به آن تجزیه هرگاه

می شود: تعریف زیر تساوی با Alt(T )

Alt(T )(v۱, . . . , vk) =
۱

k!

∑
σ∈Sk

Sgnσ · T
(
vσ(۱), . . . , vσ(k)

)
,

است. k تا ١ اعداد جایگشت های همۀ Sk آن در که
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.Alt(T ) ∈ Λk(V ) آنگاه ،T ∈ T k(V ) اگر (الف) .١ . ٣ . ۶ قضیه

.Alt(w) = w آنگاه ،w ∈ Λk(V ) اگر (ب)
.Alt(Alt(T )) = Alt(T ) آنگاه ،T ∈ T k(V ) اگر (ج)

و می کند جابجا را i, j که باشد k, . . . ,۱ روی جایگشت (i, j) کنیم فرض (الف) برهان.

آنگاه ، .σ′ := σ · (i, j) می دهیم قرار باشد σ ∈ Sk اگر می دارد. نگه ثابت را مابقی

Alt(T )(v۱, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk)

=
۱

k!

∑
σ∈Sk

SgnσT
(
vσ(۱) , . . . , vσ(j), . . . , vσ(i), . . . , vσ(k)

)
=

۱

k!

∑
σ∈Sk

SgnσT
(
vσ′(۱), . . . , vσ′(i), . . . , vσ′(j), . . . , vσ′(k)

)
=

۱

k!

∑
σ∈Sk

−Sgnσ′T
(
vσ′(۱), . . . , vσ′(i), . . . , vσ′(j), . . . , vσ′(k)

)
=

۱

k!

∑
σ′∈Sk

−Sgnσ′T
(
vσ′(۱), . . . , vσ′(k)

)
= −Alt(T )(v۱, . . . , vk) .

.w
(
vσ(۱), . . . , vσ(k)

)
=Sgnσ·w(v۱, . . . , vk) ،آنگاه σ=(i, j) wو ∈ Λk(V ) اگر (ب)

هر برای رابطه این است، (i, j) بهصورت جایگشت هایی حاصلضرب σ هر که آن جایی از

بنابراین است. درست σ جایگشت

Alt(w)(v۱, . . . , vk) =
۱

k!

∑
σ∈Sk

Sgnσ · w
(
vσ(۱), . . . , vσ(k)

)
=

۱

k!

∑
σ∈Sk

Sgnσ · Sgnσw
(
v۱, . . . , vk

)
= w(v۱, . . . , vk) .
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می شود. حاصل (ب) و (الف) قسمت از (ج)

اگر البته هستیم. علاقه مند ١ . ١ . ۶ مشابه قضیه یک به Λk(V ) فضای بعد تعیین برای

ضرب بنابراین نیست. متعلق Λk+l(V ) به لزوماً w⊗ η آنگاه η ∈ Λl(V ) و w ∈ Λk(V )

تعریف زیر بهصورت و می شود نامیده وج“ ”ضرب که می کنیم تعریف فضا این در جدیدی

می شود

w ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(w ⊗ η) .

بررسی شد). خواهد توجیح زودی به شده ظاهر (ضریب w ∧ η ∈ Λk+l(V ) دراین صورت

می شود: واگذار بهخواننده زیر ساده خواص

(w۱ + w۲) ∧ η = w۱ ∧ η + w۲ ∧ η,

w ∧ (η۱ + η۲) = w ∧ η۱ + w ∧ η۲,

aw ∧ η = w ∧ aη = a(w ∧ η),

w ∧ η = (−۱)klη ∧ w,

f∗(w ∧ η) = f∗(w) ∧ f∗(η).

در که دارد بیشتری محاسبات به نیاز اما است برقرار w ∧ (η ∧ θ) = (w ∧ η) ∧ θ تساوی

می شود. دیده ذیل قضیه

آنگاه ،Alt(S) = ۰ و T ∈ T l(V ) و S ∈ T k(V ) اگر (١) .۴ . ١ . ۶ قضیه

Alt(S ⊗ T ) = Alt(T ⊗ S) = ۰ .

Alt(Alt(w ⊗ η)⊗ θ) = Alt(w ⊗ η ⊗ θ) = Alt(w ⊗Alt(η ⊗ θ)) (٢)
آنگاه ،θ ∈ Λm(V ) و η ∈ Λl(V ) و w ∈ Λk(V ) اگر (٣)

(w ∧ η) ∧ θ = w ∧ (η ∧ θ) =
(k + l +m)!

k! l! m!
Alt(w ⊗ η ⊗ θ) .
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ضرب و می دهیم نمایش w∧η∧θ با را (w ∧ η)∧θ = w∧ (η ∧ θ) طبیعی بهصورت

پایه {v۱, . . . , vn} اگر می شود. تعریف مشابه بهشکل نیز w۱ ∧ · · · ∧ wr بالاتر مراتب

قضیه در Λk(V ) فضای پایه باشند، دوگان فضای پایه {ϕ۱, . . . , ϕn} و V برداری فضای

می شود. ساخته سادگی به ذیل

فضای پایه ،۱≤ i۱ < · · ·<ik ≤n برای ϕi۱ ∧ · · · ∧ ϕik همۀ مجموعه  .۵ . ١ . ۶ قضیه

است.
(n
k

)
= n!

k!(n−k)!
فضا این بعد لذا و است Λk(V )

لذا .w ∈ T k(V ) آنگاه ،w ∈ Λk(V ) اگر برهان.

w =
∑

۱≤i۱,...,ik≤n

ai۱,...,ikϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik ,

بنابراین

w = Alt(w) =
∑

i۱,...,ik

ai۱,...ikAlt
(
ϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik

)
.

است. ϕi۱ ∧ · · · ∧ ϕik از مضربی Alt
(
ϕi۱ ⊗ · · · ⊗ ϕik

)
اما

است. ١ بعد دارای Λn(V ) که می شود نتیجه بالاتر قضیۀ از باشد، n بعد دارای V اگر

مثالی دترمینان که آن جا از است. ناصفر n‐تانسور یک مضرب متناوب n‐تانسور هر یعنی

نیست. عجیب می آید، ذیل قضیه در آنچه لذا است تابعی چنین از

.w∈Λn(V ) و باشند V فضای برای پایه ای {v۱, . . ., vn} کنیم فرض .۶ . ١ . ۶ قضیه

آنگاه باشند، V در n‐بردار ،wi =
∑n

j=۱ aijvj اگر

w(w۱, . . ., wn) = det(aij) · w(v۱, . . ., vn) .
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می کنیم تعریف برهان.

η
(
(a۱۱, ..., a۱n), . . . , (an۱, . . . , ann)

)
= w

 n∑
j=۱

a۱jvj , . . . ,

n∑
j=۱

anjvj

 .

است. دترمینان از مضربی η لذا ،η ∈ Λn(Rn) وضوح به و η ∈ T n(Rn) این صورت در

یعنی

λ ∈ R η = λ · det

.λ = η(e۱, . . . , en) = w(v۱, . . . , vn) آن در که

مجزا گروه دو به را V پایه های ، w∈Λn(V ) ناصفر عنصر که می دهد نشان بالا قضیه

.w(v۱, . . . , vn)< ۰ که گروهی همچنین و w(v۱, . . . , vn)> ۰ که گروهی می کند؛ تقسیم

بهوسیلۀ A = (aij) و باشند V برای پایه دو {w۱, . . . , wn} و {v۱, . . . , vn} اگر

گروه یک در {w۱, . . . , wn} و {v۱, . . . , vn} آنگاه باشد، شده تعریف wi =
∑

aijvj

می شود. نامیده v روی جهت یک گروه دو این از هرکدام .detA > ۰ اگروتنهااگر هستند

و می شود داده نمایش [v۱, . . . , vn] با است متعلق آن به {v۱, . . . , vn} پایۀ که جهتی

می شود. تعریف [e۱, . . . , en] با معمول جهت Rn در .−[v۱, . . . , vn] با دیگری

و {v۱, . . . , vn} اگر است. شده داده V برای T داخلی ضرب می کنیم فرض حال

تساوی از A = (aij) ماتریس و باشند (T به نسبت متعامد( پایه دو {w۱, . . . , wn}

آنگاه باشد، شده حاصل wi =
∑n

j=۱ aijvj

δij = T (wi, wj) =

n∑
k,l=۱

aikajlT (vk, vl) =

n∑
k=۱

aikajk .

.detA=±۱ نتیجه در AATو = I آنگاه ماتریسAباشد، ترانهاده ATنمایشگر اگر بهعبارتی

w(vn, . . ., v۱) = آنگاه ،w(vn, . . ., v۱)= ∓ ۱ و w∈Λn(V ) اگر ،۶ . ١ . ۶ قضیه بر بنا
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موجود چنان یکتا w ∈ Λn(V ) یک باشد، شده داده V برای µ جهت اگر نتیجه در .∓۱

که است یکه متعامد پایۀ یک {v۱, . . . , vn} که حالی  در w(vn, . . . , v۱) = ۱ که است

بهوسیلۀ که می شود نامیده V حجم عنصر w یکتای n‐تانسور این .[vn, . . . , v۱] = µ

شده تعیین Rn حجم عنصر det که می کنیم توجه می شود. تعیین µ جهت و T داخلی ضرب

حجم | det(vn, . . . , v۱)| و است Rn روی معمولی جهت و معمولی داخلی ضرب وسیلۀ به

است. ها vn, . . ., v۱ از کدام هر تا ۰ از گذرنده خط های توسط شده تولید

vn−۱ .و . . ، v۱ اگر می شود. محدود Rn به که می پردازیم ساختار یک به ادامه در

وسیلۀ به ϕ و باشند متعلق Rn به

ϕ(w) = det


v۱
...

vn−۱

w


که است موجود چنان z ∈ Rn بنابراین و ϕ ∈ Λ۱(Rn) آنگاه شود تعریف

ϕ(w) =< w, z > .

روابط می نامیم. vn .و . . ، v۱ صلیبی ضرب را آن و داده نمایش v۱ × · · · × vn−۱ با را z

برقرارند: زیر

vσ(۱) × · · · × vσ(n−۱) = Sgn(σ) · v۱ × · · · × vn−۱,

v۱ × · · · × avi × · · · × vn−۱ = a · (v۱ × · · · × vn−۱),

v۱ × · · · × (vi + vi′)× · · · × vn−۱ =

v۱ × · · · × vi × · · · × vn−۱ + v۱ × · · · × v′i × · · · × vn−۱.

عنصر دو از بیش به که باشیم داشته حاصلضربی که نیست معمول ریاضیات در واقع در

در می رسیم. ملموس تری مفهوم به کنیم محدود R۳ به را خود اگر بنابراین باشد. وابسته
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R۳ در تنها را صلیبی ضرب دلیل بههمین .v × w ∈ R۳ داریم v, w ∈ R۳ برای واقع

می کنند. تعریف

ص̌و̵ر و میدان ها ٢ . ۶

Rn مماس فضای و می شود داده نمایش Rn
p با {(p, v) | v ∈ Rn} مجموعۀ p ∈ Rn برای

است: برداری فضای یک زیر اعمال با مجموعه این می شود. خوانده p در

(p, v) + (p, w) = (p, v + w) ,

a · (p, w) = (p, aw) .

نیز (p, v) ∈ Rn بردار می شود. تصویر v تا ۰ از فلش یک بهوسیلۀ اغلب v ∈ Rn بردار

این شود. تصویر p آغازی نقطۀ با اما طول همان با جهت همان در فلشی بهوسیلۀ می تواند

(p, v) معمولا است. (p, v) انتهای نمایشگر p+ v لذا و می رود p+ v نقطۀ به p از فلش

می دهیم. نمایش (p در v (بردار vp با را

معمولی داخلی ضرب واقع در است. Rn مشابه جهات خیلی از Rn
p برداری فضای

نیز Rn
p معمول“ ”جهت و می شود تعریف

⟨
vp, wp

⟩
p = ⟨v, w⟩ بهوسیلۀ Rn

p برای ⟨·, ·⟩p
است. [(e۱)p, . . . , (en)p]

یکی می شود. تعریف نیز Rn
p روی است، محتمل برداری فضای یک روی که عملی هر

چنین اگر است. آن از بردار یک انتخاب برداری فضای یک روی اعمال ساده ترین از

بیشتر، دقت برای شد. خواهد حاصل برداری“ ”میدان یک شود انجام Rn
p یک در انتخابی

برای .F (p) ∈ Rn
p ، p ∈ Rn هر برای که طوری به F چون است تابعی برداری میدان یک

که موجودند چنان F۱(p), . . . , Fn(p) چون اعدادی p هر

F : Rn −→ ∪p∈RnRn
p , F (p) = F۱(p)(e۱)p + · · ·+ Fn(p)(en)p .
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پیوسته، F برداری میدان شد. خواهد حاصل F i : Rn −→ R مؤلفه ای تابع n بنابراین

باشند برداری میدان دو G و F اگر باشند. چنین Fها i هرگاه می شود نامیده ... و مشتق پذیر

می کنیم تعریف باشد، تابع یک f و

(F +G)(p) = F (p) +G(p) ,

⟨F,G⟩(p) = ⟨F (p), G(p)⟩ ,

(f · F )(p) = f(p) · F (p) .

می توانیم مشابه بهطور صورت این  در Rnباشند، روی برداری ,F۱میدان های . . . , Fn−۱ اگر

کنیم تعریف

(F۱ × · · · × Fn−۱)(p) = F۱(p)× · · · × Fn−۱(p) .

می شود: تعریف زیر بهصورت دیورژانس است. مفید و استاندارد دیگر تعاریف برخی

divF =

n∑
i=۱

DiF
i .

بپذیریم را زیر نماد اگر

∇ =

n∑
i=۱

Di · ei

نوشت می توان بالا در شده معرفی نمادهای کمک با

divF = ⟨∇, F ⟩ .

می نویسیم n = ۳ برای

(∇× F )(p)=
(
D۲F

۳ −D۳F
۲)(e۱)p + (D۳F

۱ −D۱F
۳)(e۲)p
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+
(
D۱F

۲ −D۲F
۱)(e۳)p .

وارد فیزیک از کرل و دیورژانس مفاهیم می شود. نامیده F کرل ،∇ × F برداری میدان

.w(p) ∈ Λk(Rn
p ) که داشت w چون تابعی برای می توان را مشابهی مطالعات شده اند.

Rn روی دیفرانسیلی) (k‐فرم دیفرانسیلی k‐صورت یک تابعی چنین

(
w : Rn −→ ∪p∈RnΛk(Rn

p )
)

{ϕ۱(p), . . . , ϕn(p)} اگر می شود. خوانده ( (k‐فرم k‐صورت یک سادگی برای یا و

آنگاه باشند، {(e۱)p, . . . , (en)p} برای دوگان پایۀ

w(p) =
∑

i۱<···<ik

wi۱,...,ik
(p) ·

[
ϕi۱(p) ∧ · · · ∧ ϕik(p)

]
.

این wi۱,...,ik
توابع هرگاه می شود، نامیده ... و مشتق پذیر پیوسته، دیفرانسیلی صورت یک

باشند. چنین

از جلوگیری برای و هستند مشتق پذیر برداری میدان های و صور میکنیم فرض اغلب

“C∞” با مشتق پذیری اغلب مشتقپذیری، دفعات در احتمالی فنی مشکلات برخی رخداد

می شود. تعبیر بودن

یک f : Rn −→ R تابع می شوند تعریف مشابه بهطور w ∧ η و f · w ، w + η

می شود. داده نمایش f ∧ w با معمولا f · w لذا و می شود تعریف (۰‐فرم) ۰‐صورت

یک دقت کمی با .Df(p) ∈ Λ۱(Rn) آنگاه باشد، مشتق پذیر f : Rn −→ R اگر

می سازیم df نام به ١‐فرم

(
df
)
(p) ∈ Λ۱(Rn

p ) .(
df
)
(p) : Rn(p) −→ R

(vp) −→ (Df)(p)(v)
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تصویر توابع πi کنیم فرض می گیریم. نظر در را dπi ١‐فرم های خاص بهطور حال

πi : Rn −−−−−−−→R
(x۱, . . . , xn) 7−−−−−→xi

و باشند

dπi : Rn −→ ∪p∈RnΛ۱(Rn
p )

dπi(p) : Rn
p −−−−−−−−−→ R

(vp) 7−−−−−−−−−→Dπi(p)(v)

Dπi : Rn −−−−−−−−−→ L(Rn,R)
(x۱, . . . , xn) 7−−−−−−−→ei[x۱, . . . , xn] .

می دهیم. نمایش xi با را πi راحتی برای

dxi(p)(vp) = dπi(p)(vp) = Dπi(p)(v) = vi .

هستند. {(e۱)p, . . . , (en)p} دوگان پایه {dx۱(p), . . . , dxn(p)} که می بینیم بنابراین

ϕi
(
(ej)p

)
= δij ,

(
dπi
)
(p)
(
(ej)p

)
= δij .

بهصورت w k‐فرم هر بنابراین

w =
∑

i۱<···<ik

wi۱...ik
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik

می شود. نوشته

می دهیم. قرار بررسی مورد را df ویژه بهطور
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آنگاه باشد، مشتق پذیر f : Rn −→ R اگر .٢ . ١ . ۶ قضیه

df = D۱f · dx۱ + · · ·+Dnf · dxn.

داریم کلاسیک نمادهای از استفاده با

df =
∂f

∂x۱
dx۱ + · · ·+ ∂f

∂xn
dxn .

برهان.

df(p)(vp) = (Df)(p)(v) =

n∑
i=۱

vi ·Dif(p)

=

n∑
i=۱

(
dxi
)
(p)(vp) ·Dif(p) .

Df(p) :Rn−→Rm خطی نگاشت بگیریم، نظر در را f :Rn−→Rm مشتق پذیر تابع اگر

f∗(vp) = (Df(p)(v))f(p) ضابطه با f∗ :Rn
p −→Rm

f(p)
خطی نگاشت و است موجود

می شود. تعریف

می توان لذا کرد خواهد القا f∗ : Λk(Rm
f(p)

) −→ Λk(Rn
p ) خطی تبدیل نگاشت این

.(f∗w)(p) = f∗(w(f(p))) کرد تعریف را Rn روی f∗w k‐فرم

به را ۰‐فرم یک که است d عملگر مفهوم تعمیم دیفرانسیل، فرم های مهم ساختار یک

می کند. تبدیل ١‐فرم یک

‐(k+۱) آنگاه باشد، k‐فرم یک w =
∑

i۱<···<ik
wi۱...ik

dxi۱ ∧· · ·∧dxik اگر

بهصورت dw فرم

dw =
∑

i۱<···<ik

dwi۱...ik
∧ dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik
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=
∑

i۱<···<ik

n∑
α=۱

Dα(wi۱,...,ik
) · dxα ∧ dxi۱ ∧ · · · ∧ dxik

می شود. تعریف

برقرارند: زیر احکام آنگاه باشد، l‐فرم یک η و k‐فرم یک w اگر .٢ . ٢ . ۶ قضیه

. d(w + η) = dw + dη (١)
. d(w ∧ η) = dw ∧ η + (−۱)kw ∧ dη (٢)

. d۲ = ۰ نوشت می توان واقع در d( dw) = ۰ (٣)
آنگاه باشد، مشتق پذیر f : Rn −→ Rm و Rm روی دیفرانسیل k‐فرم یک w اگر (۴)

.f∗( dw) = d(f∗w)

چنان η فرم هرگاه می شود نامیده دقیق فرم و dw = ۰ هرگاه می شود نامیده بسته w فرم

.w = dη که باشد موجود

عکس که است این طبیعی سؤال و است بسته دقیق، فرم هر که می دهد نشان بالا قضیه

نه؟ یا است درست آن

آنگاه باشد، R۲ روی P dx+Qdy ١‐فرم ،w اگر

dw = (D۱p dx+D۲p dy) ∧ dx+ (D۱Qdx+D۲Qdy) ∧ dy

= (D۱Q−D۲p) dx ∧ dy .

۰‐فرم که می دهد نشان ٢ فصل ١۶ تمرین .D۱Q = D۲P آنگاه ، dw = ۰ اگر بنابراین

.w = df = D۱f dx+D۲f dy که است موجود چنان f

ای f چنین است ممکن باشد، شده تعریف R۲ دلخواه مجموعه زیر یک روی w اگر

است. فرم ها گونه این از کلاسیک مثال یک زیر مثال نباشد. موجود

w =
−y

x۲ + y۲ dx+
x

x۲ + y۲ dy,
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می شود. داده نمایش dθ با عموماً فرم این است. شده تعریف R۲ − {۰} روی که

df =
∑n

i=۱ Dif · با wبرابر همچنین Rnو روی ١‐فرم =wیک
∑n

i=۱ wi dx
i کنیم فرض

داریم ٢ فصل ١٧ تمرین بر بنا .f(۰) = ۰ کنیم فرض می توانیم بهوضوح باشد. dxi

f(x) =

∫ ۱

۰

d

dt
f(tx) dt =

∫ ۱

۰

n∑
i=۱

Dif(tx) · xi dt =
∫ ۱

۰

n∑
i=۱

wi(tx) · xi dt .

مناسب بهنظر می آید، بهدست چگونه f شده داده w برای که این حسب بر بالا توضیحات با

کنیم معرفی را زیر نماد که می رسد

Iw(x) =

∫ ۱

۰

n∑
i=۱

wi(tx)x
i dt .

باشد چنان A⊆Rn باز زیرمجموعۀ که است معنی دار زمانی ،w حسب بر Iw کنیم توجه باید

ستاره‐گون را بازی مجموعۀ چنین باشد. واقع A در x به ۰ واصل پاره خط x∈A برای که

ستاره‐گون باز مجموعۀ یک روی که می دهد نشان بالا محاسبات می نامیم. صفر به نسبت

. dw = ۰ که اضافه شرط این با البته w = d(Iw) داریم

داد: گسترش ذیل قضیه در می توان را بالا محاسبات

آنگاه باشد، ستاره‐گون صفر به نسبت و باز A ⊆ Rn اگر پوانکاره). (لم ٢ . ٣ . ۶ قضیه

است. دقیق A روی بسته فرم هر

که می کنیم تعریف چنان (l هر (برای l)‐فرم ها − ۱) به l‐فرم ها از را I تابع برهان.

دقیق فرم برای که می دهد نشان این .w = I( dw) + d(Iw) ،w فرم هر برای و I(۰) = ۰

کنیم فرض .w = d(Iw) ،w

w =
∑

i۱<···<il

wi۱,...,il
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil .



برداري آنالیز 144

کنیم: تعریف را Iw می توانیم است ستاره‐گون ،A چون

Iw(x)=
∑

i۱<···<il

l∑
α=۱

(−۱)α
(∫ ۱

۰
tl−۱wi۱,...,il

(tx) dt

)
xiα . . .

dxi۱ ∧ · · · ∧ d̂xiα ∧ · · · ∧ dxiα .

است. شده حذف dxiα که است معنی این به dxiα روی ∧ نماد از منظور آن در که

داریم مسأله بر بنا حال

d(Iw)= l ·
∑

i۱<···<il

(∫ ۱

۰
tl−۱wi۱,...,il

(tx) dt

)
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

+
∑

i۱<···<il

l∑
α=۱

n∑
j=۱

(−۱)α−۱

(∫ ۱

۰
tlDj(wi۱,...,il

)(tx) dt

)
xiα . . .

dxj ∧ dxi۱ ∧ · · · ∧ d̂xiα ∧ · · · ∧ dxil .

داریم همچنین

dw =
∑

i۱<···<il

n∑
j=۱

Dj(wi۱,...,il
) · dxj ∧ dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

داشت خواهیم می کنیم. اعمال dw l)‐فرم + ۱) روی را I حال

I(x) =
∑

I۱<···<il

n∑
j=۱

(∫ ۱

۰
tlDj(wi۱,...,il

)(tx) dt

)
xj dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

−
∑

i۱<···<il

n∑
j=۱

l∑
α=۱

(−۱)α−۱

(∫ ۱

۰
tlDj(wi۱,...,il

(tx) dt

)
xiα . . .

dxj ∧ dxi۱ ∧ · · · ∧ dxiα ∧ · · · ∧ dxil .
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داشت خواهیم و می شوند حذف سه گانه جمع های کردن، جمع با

d(Iw) + I( dw)
∑

i۱<···<il

l ·

(∫ ۱

۰
tl−۱wi۱,...,il

(tx) dt

)
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

+
∑

i۱<···<il

n∑
j=۱

(∫ ۱

۰
tlxjDj(wi۱,...,il

)(tx) dt

)
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

=
∑

i۱<···<il

(∫ ۱

۰

d

dt

[
tlwi۱,...,il

(tx)
]
dt

)
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

=
∑

i۱<···<il

wi۱,...,il
dxi۱ ∧ · · · ∧ dxil

= w .

ͳهندس مقدمات ٣ . ۶

در که است c : [۰,۱]n−→A پیوسته تابع ،A ⊆ Rn در منفرد n‐مکعب یک از منظور

در میدهیم. نشان {۰} با را R۰ یا [۰,۱]۰ پس این از [۰,۱]n :=

مرتبه n︷ ︸︸ ︷
[۰,۱]× · · · × [۰,۱] آن

‐١ یک است. A در نقطه یک یا و f : {۰} −→ A تابع منفرد ۰‐مکعب یک این صورت

n‐مکعب از ساده البته و خاص مثال یک می شود. نامیده منحنی یک اغلب منفرد مکعب

x ∈ [۰,۱]n ،In(x) = x ضابطه با In : [۰,۱]n −→ Rn استاندارد n‐مکعب ،Rn در

است.

نظر در را صحیح مضارب با A در منفرد n‐مکعب های صوری جمع های اغلب،

n‐مکعب های ،c۱, c۲, c۳ آن در که دارند ۲c۱ + ۳c۲ − ۴c۳ مثل نمایشی که می گیریم

نامیده n‐زنجیر یک منفرد n‐مکعب های از متناهی جمع های چنین هستند. A در منفرد
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گرفت. نظر در ۱ · c n‐زنجیر یک می توان را c n‐مکعب یک خاص بهطور می شود.

مرز را آن و کرد خواهیم تعریف را A در (n−۱)−زنجیر یک A در c n‐زنجیر هر برای

منفرد ١‐مکعب های جمع باید I۲ مرز مثال بهعنوان می دهیم. نمایش ∂c با و می نامیم c

نیازمند ∂In دقیق تعریف شده اند. منظم ساعت عقربه های عکس جهت که شود تعریف

In
(i,۱) و In

(i,۰) منفرد n)−مکعب − ۱) دو ۱ ≤ i ≤ n هر برای است. مقدمات برخی

x ∈ [۰,۱]n−۱ برای می شود. تعریف می آید ذیل در آنچه مطابق

In(i,۰)(x) = In(x۱, . . . , xi−۱, ۰, xi, . . . , xn−۱) = (x۱, . . . , xi−۱, ۰, xi, . . . , xn−۱)

In(i,۱)(x) = In(x۱, . . . , xi−۱,۱, xi, . . . , xn−۱) = (x۱, . . . , xi−۱,۱, xi, . . . , xn−۱)

می کنیم تعریف حال می نامیم. آن (i,۱)‐ام وجه را In
(i,۱) و ,i)‐ام ۰) وجه را In

(i,۰)

∂In =

n∑
i=۱

∑
α=(۰,۱)

(−۱)i+αIn(i,α) .

بهصورت را ,i)−ام α) وجه ابتدا ،c : [۰,۱]n −→ A دلخواه منفرد n‐مکعب یک برای

می کنیم تعریف زیر

c(i,α) = c۰

(
In(i,α)

)
,

می کنیم تعریف سپس و

∂c =

n∑
i=۱

∑
α=۰,۱

(−۱)i+αc(i,α).

بهوسیلۀ را
∑

αici n‐زنجیر یک مرز نهایت در

∂
(∑

αici

)
=
∑

αi∂ci,

می کنیم. تعریف

می کنیم: ارائه ذیل قضیه در را مرز استاندارد خاصیت اولین
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.∂۲ = ۰ بهاختصار ∂(∂c) = ۰ آنگاه باشد، A در n‐زنجیر یک c اگر .٣ . ١ . ۶ قضیه

با آنگاه x ∈ [۰,۱]n−۲ اگر می گیریم. نظر در را
(
In
(i,α)

)
(j,β) ،i ≤ j کنیم فرض برهان.

داریم منفرد، n‐مکعب یک ,j)‐ام β) وجه تعریف یادآوری

(
In(i,α)

)
(j,β)

(x) = In(i,α)

(
In−۱
(j,β)

(x)
)

= In(i,α)
(
x۱, . . . , xj−۱, β, xj , . . . , xn−۲)

= In
(
x۱, . . . , xi−۱, α, xi, . . . , xj−۱, β, xj , . . . , xn−۲) .

مشابه بهطور

(
In(j+۱,β)

)
(i,α)

= In(j+۱,β)

(
In−۱
(i,α)

(x)
)

= Inj+۱,β)

(
(x۱, . . . , xi−۱, α, xi, . . . , xn−۲

)
= In

(
x۱, . . . , xi−۱, α, xi, . . . , xj−۱, β, xj , . . . , xn−۲

)
.

هر برای بهسادگی حال .
(
In
(i,α)

)
(j,β) =

(
In
(j+۱,β)

)
(i,α) ،i ≤ j هر برای بنابراین

رو این از .i ≤ j ،
(
c(i,α)

)
(j,β) =

(
c(j+۱,β)

)
(i,α) داریم c منفرد n‐مکعب

∂(∂c) = ∂

 n∑
i=۱

∑
α=۰,۱

(−۱)i+αc(i,α)


=

n∑
i=۱

∑
α=۰,۱

n∑
j=۱

∑
β=۰,۱

(−۱)i+α+j+β
(
c(i,α)

)
(j,β)

.

و می شوند ظاهر هم مخالف علائم با
(
c(j+۱,β)

)
(i,α) و

(
c(i,α)

)
(j,β) جمع این در که

و n‐مکعب هر برای قضیه نتیجه در .∂(∂c) = ۰ و می شوند حذف جملات همۀ بنابراین

است. درست n‐زنجیر هر برای لذا
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حسابان ͳاساس قضیه ۴ . ۶

که است ارتباطی بهدلیل بلکه نیست. رسم الخطی تشابه فقط ∂۲ = ۰ و d۲ = ۰ برقراری

زنجیرها روی فرم ها از انتگرال گیری به وسیلۀ ارتباط این است. موجود فرم ها و زنجیرها بین

پرداخت. خواهیم مشتق پذیر n‐مکعب های به تنها ادامه در می شود. آشکار بیشتر

w = f dx۱ ∧ · · · ∧ dxk این صورت در باشد [۰,۱]k روی k‐فرم یک w کنیم فرض

است. یکتایی تابع f آن در که

می کنیم ∫تعریف
[۰,۱]k

w =

∫
[۰,۱]k

f.

نوشت می توان حالت این ∫در
[۰,۱]k

f dx۱ ∧ · · · ∧ dxk =

∫
[۰,۱]k

f(x۱, . . . , xk) dx۱ . . . dxk.

می کنیم تعریف باشد، A روی k‐منفرد یک c و A روی k‐فرم یک w ∫اگر
c
w =

∫
[۰,۱]k

c∗w .

حالت این در می کنیم ∫دقت
Ik

f dx۱ ∧ · · · ∧ dxk =

∫
[۰,۱]k

(
Ik
)∗(

f dx۱ ∧ · · · ∧ dxk
)

=

∫
[۰,۱]k

f(x۱, . . . , xk) dx
۱ . . . dxk .

منفرد ۰‐مکعب یک c : {۰} −→ A اگر است، تابع یک w ۰‐فرم یک خاصی حالت در

می کنیم تعریف باشد. A ∫در
c
w = w(c(۰)) .
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بهوسیلۀ نیز c =
∑

αici k‐زنجیر یک روی w ∫انتگرال 
c
w =

∑
αi

∫
ci

w

می شود. تعریف

اگر می شود. تعریف خطی انتگرال اغلب ١‐زنجیر یک روی ١‐فرم یک انتگرال

حالت این در (که ١‐مکعب یک c : [۰,۱] −→ R۲ و R۲ روی ١‐فرم یک P dx+Qdy

کرد ثابت می توان آنگاه باشد است) منحنی یک وضوح ∫به
c
P dx+Q dy = lim

n→∞

n∑
i=۱

[
c۱(ti)− c۱(ti−۱)

]
· P (ci(t))

+ lim
n→∞

n∑
i=۱

[
c۲(ti)− c۲(ti−۱)

]
·Q(c(ti)) .

است دلخواه [ti−۱, ti] در ti انتخاب هستند. [۰,۱] برای افرازی t۰ < · · · <tn آن در که

کند. میل صفر سمت به افراز نرم که می شود گرفته ممکن افرازهای همۀ روی حد و

برخی که می شود مشخص استوکس“ ”قضیه وسیله به ∂ و d زنجیرها، فرم ها، بین ارتباط

می شود. یاد آن از بالا بعد در حسابان (بنیادی) اساسی قضیه به مواقع

c و A ⊆ Rn باز مجموعۀ یک روی k)‐فرم − ۱) یک w اگر (استوکس). ١ . ۴ . ۶ قضیه

آنگاه باشد، A در k‐زنجیر ∫یک
c
dw =

∫
∂c

w .

دراین صورت باشد. [۰,۱]k روی (k−۱)‐فرم یک w و c = Ik می کنیم فرض ابتدا برهان.

نوع از k)‐فرم های − ۱) جمع حاصل w

f dx۱ ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk
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کنیم ثابت فرم هایی چنین برای را قضیه است کافی و است

می کنیم دقت

∫
[۰,۱]k−۱

Ik
∗

(j,α)(f dx۱∧· · ·∧ d̂xi∧· · ·∧ dxk)=


۰ i ̸= jاگر∫
[۰,۱]k

f(x۱ · · · , α, · · · , xk) dx۱... dxk i = jاگر .

∫بنابراین
f dx۱ ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk

=

k∑
j=۱

∑
α=۰,۱

(−۱)j+α
∫
(j,α)∗

Ik
(i,α)∗(f dx۱ ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk)

= (−۱)i+۱
∫
[۰,۱]k

f
(
x۱, · · · , ۱, · · · xk

)
dx۱ . . . dxk + (−۱)i

∫
[۰,۱]k

f(x۱, · · · , ۰, · · ·xk) dx۱ . . . dxk

دیگر سوی ∫از
d(f dx۱ ∧· · ·∧ d̂xi ∧· · ·∧ dxk)=

∫
[۰,۱]k

Dif dxi ∧ dx۱ ∧· · ·∧ d̂xi ∧· · ·∧ dxk

= (−۱)i−۱
∫
[۰,۱]k

Dif .

داریم: یک) بعد (در حسابان بنیادی قضیه و فوبینی قضیه از استفاده ∫با
d(f dx۱ ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxk)

= (−۱)i−۱
∫ ۱

۰
. . .

(∫ ۱

۰
Dif(x

۱, . . . , xk) dxi

)
dx۱ . . . d̂xi . . . dxk

= (−۱)i−۱
∫ ۱

۰
. . .

∫ ۱

۰

[
f(x۱, . . . ,۱, . . . xk)−f(x۱, . . . , ۰, . . . , xk)

]
dx۱ . . . d̂xi . . . dxk
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= (−۱)i−۱
∫
[۰,۱]k

f(x۱, . . . ,۱, . . . , xk) dx۱ . . . dxk

+ (−۱)i
∫
[۰,۱]k

f(x۱, . . . , ۰, . . . , xk) dx۱ . . . dxk .

∫بنابراین
Ik

dw =

∫
∂Ik

w.

داشت خواهیم تعریف بر بنا باشد، دلخواه منفرد k‐مکعب یک c اگر ∫حال
∂c

w =

∫
∂Ik

c∗w .

رو این ∫از
c
dw =

∫
Ik

c∗( dw) =
∫
Ik

d(c∗w) =
∫
∂Ik

c∗w =

∫
∂c

w .

داشت خواهیم باشد،
∑

αici k‐زنجیر یک c اگر نهایت ∫در
c
dw =

∑
αi

∫
ci

dw =
∑

αi

∫
∂ci

w =

∫
∂c

w.

تمرین ۵ . ۶

دوگان پایۀ {φ۱ . . . φn} کنید فرض و باشد Rn استاندارد پایۀ ، {e۱ . . . en} کنید فرض .١

دهید نشان باشد.

φi۱ ∧ · · · ∧ φik
(ei۱ , . . . , eik) = ۱ .

باشد. خطی نگاشت یک f : V −→ V و n‐بعدی برداری فضای یک V کنید فرض .٢

.f∗(w) = det f · w از است عبارت f∗ : Λn(V ) −→ Λn(V ) ضابطه دهید نشان



برداري آنالیز 152

دهید نشان باشند. تابع دو g : Rm −→ Rp و f : Rn −→ Rm کنیم فرض .٣

(g ◦ f)∗ = f∗ ◦ g∗ .

می کنیم تعریف را زیر فرم های باشد R۳ روی برداری فضای یک F اگر .۴

w۱
F = F۱ dx+ F۲ dy + F۳ dz ,

w۲
F = F۱ dy ∧ dz + F۲ dz ∧ dx+ F۳ dx ∧ dy .

کنید: ثابت

d(w۲
F ) = (divF ) dx ∧ dy ∧ dz ، d(w۱

F ) = w۲
curlF ،f = w۱

gradf (الف)

div(curl)F = ۰ ،curl(grad)f = ۰ (ب)

یک p : [۰,۱]k −→ [۰,۱]k و منفرد k‐مکعب یک c کنید فرض پارامتر) از (استقلال .۵

،x ∈ [۰,۱]k هر برای و p([۰,۱])k) = [۰,۱]k که نحوی به باشد، یک به یک تابع

دهید نشان باشد. k‐فرم یک w اگر . det p′(x) ≥ ۰∫
c
w =

∫
c◦p

w .
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٨١ پیرو، واحد

۶٣ بالایی، انتگرال

۶٣ پایینی، انتگرال

۶٣ ریمان، انتگرال پذیر

اندازه

٩٨ خارجی،

٩٨ داخلی، اندازۀ

۶٧ صفر، اندازۀ

پ

٧ پایه،
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١٣٣ بسته،
١٣٣ دقیق،

١٣٢ دیفرانسیل،
٣ برداری، فضای
١٠ نرم دار، فضای

ق

قضیه
١۴٠ استوکس،
١٣۴ پوانکاره،

۵٢ ،۵٠ ضمنی، تابع
۴۵ ،۴٣ معکوس، تابع

٨۴ متغیر، تعویض
۶۵ داربو،
۵٧ رتبه،

۶٣ ریمان، شرط
٧٧ فوبینی،

٧٠ لبگ،
٣۴ میانگین، مقدار

۴۴ انقباض، نگاشت

ک

١٣٠ کرل،

گ

٣٢ گرادیان،

٩۴ تور،

ج

۴ جابجایی،

د

٢۵ دوسویی،
١٢٩ دیورژانس،

ر

۵۶ رتبه،

ز

١١٨ زنجیر،
١٣۶ زنجیر، ‐n

س

٨ جبری، ساختار
١٣۴ گون، ستاره‐

ض

٩ داخلی، ضرب

ع

١۵ خطی، عملگر
١٢٧ حجم، عنصر

ف

فرم
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ن

١٢ شوارتز، کوشی‐ نامساوی
٢۵ ،١٠ نرم،

١٢ نرم، ‐∞
١۵ اقلیدسی،
١١ نرم، دو‐

١٢ نرم، یک‐
١١ اقلیدسی، نرم

۶٩ نوسان،

و

۵٧ وابرسانی،
۵ خطی، وابسته

ه

٧٩ هرم،
۵۶ همان سانی،

م

١٣۶ منفرد، مکعب ‐n

١٢٢ متناوب،

مجموعه

٩٨ اندازه پذیر،

٩۴ مقدماتی، مجموعۀ

۶٧ صفر، محتوای

٨٠ تابع، محمل

٧ خطی، مستقل

مشتق

٣۶ جزئی،

٣٠ ،٢۵ جهتی،

٢٨ ، مشتق پذیری

٢۵ مشتقگیری،

١٢٨ برداری، میدان
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