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 دهیچک
-ی مدلبعدکدر روش اجزای محدود ی توسعهآرمه، با یک برنولی بتن-در این مقاله، ترک در مود اول )بازشدگی( برای تیرهای اویلر

یر به دو . در روش پیشنهاد شده، اجزای تگرددیمی سازهیشبشود. در این مدل، مشخصات ترک با استفاده از یک فنر پیچشی سازی می

ارف حاکم ختی متع. در اجزای بدون ترک، از روابط، معادلات و ماتریس سشوندیمدسته، شامل اجزای بدون ترک و دارای ترک تقسیم 

طح مقطع . در جزءمحدود دارای ترک، یک تغییر در سگرددیمبر تیر با در نظر گرفتن تغییرات ممان اینرسی ناشی از آرماتورها استفاده 

ی سازهیشبین جزء، شود. در اتغییر روابط حاکم استاندارد می منجر بهی ترک بتن مسلح ناشی از وجود ترک و یک ناپیوستگی در نقطه

از اعمال  گردد. با استفادهیمدر دو طرف یک فنر پیچشی انجام « بخشریز »ترک با استفاده از تقسیم جزءمحدود دارای ترک به دو 

ترک  ی جزءمحدود دارایشدهاصلاحبخش و سپس ماتریس سختی ی سختی دو ریز هاسیماتری ترک، معادلات پیوستگی در نقطه

 آرمهتنبمکان ترک، محل قرارگیری و مساحت سطح مقطع آرماتورها بر روی رفتار استاتیکی تیر  گردد. اثرات عمق ویماستخراج 

ار خوب روش آباکوس، دقت بسی افزارنرمی کامل در سازمدلبا نتایج حاصل از یک  شنهادشدهیپی نتایج مدل سهیمقا. شودیمبررسی 

 .دهدیمپیشنهادی را نشان 
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 دوم، شمارۀ یازدهم/ تحقیقات بتن، سال  64

 مقدمه -1

ی هاسازهدر  ریناپذجبرانعوامل اصلی خسارات  نیترمهمیکی از 

 به. دیآیم، ایجاد و رشد ترک در اجزای آن به شمار آرمهبتن

در سده اخیر، به موضوع  هایخرابکه گزارش بسیاری از یطور

ی و کنترل در اجزای خمشی، نیبشیپ رقابلیغی هاترکایجاد 

 رونیا از است. افتهی اختصاصها برشی، کششی و فشاری این سازه

دود مح بر مبنای روش اجزای نانیاطمقابلیک مدل تحلیلی  ارائه

ته ی دارای ترک را داشآرمهبتنی هاسازهکه قابلیت بررسی رفتار 

ترها اج پاراممحققان بوده است؛ تا ضمن استخر مدنظرباشد، همواره 

ی، عوامل جلوگیری و خوردگترکروی  رگذاریتأثو روابط 

ین ا ها پیشنهاد شود. اهمیت و نقش ویژهکاهش آسیب در این سازه

رک ی دارای تآرمهبتنی هاسازهموضوع به دلیل پیچیدگی رفتار 

های استاتیکی، دینامیکی، ارتعاشی، و خستگی، در تحلیل

 . رسدیمحائز اهمیت به نظر  شیازپشیب

 

 فهرست علائم اختصاری
 𝑎 عمق ترک

 𝐴 مساحت سطح مقطع تیر

 𝐴𝑠 مساحت سطح مقطع میلگردها

 𝑏 ضخامت تیر

 𝐶𝐿 ماتریس اصلاح ریز بخش سمت چپ

 𝐶𝑅 ماتریس اصلاح ریز بخش سمت راست

 𝑑 فاصله محل آرماتورها تا بالاترین تار فشاری بتن

 𝐷 آرماتورهاقطر 

 𝐸𝑐 مدول الاستیسیته بتن

 𝐸𝑠 مدول الاستیسیته فولاد

 𝐸𝐼0 مدول خمشی مقطع کامل

 𝐸𝐼𝑐 خوردهمدول خمشی مقطع ترک

 𝑓𝑐 مقاومت فشاری بتن

 𝑓𝑦 تنش تسلیم فولاد

 𝑓𝑢 تنش نهایی فولاد

 ℎ ارتفاع تیر

 𝐼0 گشتاور دوم سطح مقطع کامل

 𝐼𝑐 خوردهمقطع ترکگشتاور دوم سطح 

 𝑘𝐿(𝑅) ماتریس سختی ریز بخش سمت چپ یا راست

𝑘𝐿 ریز بخش سمت چپ شدهاصلاحماتریس سختی 
𝑐 

𝑘𝑅 ریز بخش سمت راست شدهاصلاحماتریس سختی 
𝑐  

 𝑘𝑠 ضریب سختی فنر پیچشی

𝐾0 ماتریس سختی استاندارد 
𝑠𝑡 

𝐾𝐼𝑀 ضریب شدت تنش تحت خمش خالص
 

 𝐾𝑠 فنر پیچشی شدهاصلاحماتریس سختی 

 𝐾𝑐𝑟 ماتریس سختی جزءمحدود دارای ترک

 𝑙𝑒 طول جزءمحدود دارای ترک

 𝐿 طول تیر

 𝑀 ممان خمشی

 𝑁 توابع شکل

 𝑞 بار گسترده

 𝑢𝐿(𝑅) های ریز بخش چپ یا راستگره برحسبجابجایی  بردار

 𝑈 انرژی کرنشی

 𝑈𝑐 دارای ترکانرژی کرنشی جزءمحدود 

 𝑈𝐿 انرژی کرنشی ریز بخش سمت چپ

 𝑈𝑅 انرژی کرنشی ریز بخش سمت راست

 𝑈𝑠 انرژی کرنشی فنر پیچشی

 𝑉 نیروی برشی

 𝑤 جابجایی عمودی گره

 𝑥0 محل ترک در طول تیر

 𝑥𝑐 محل فنر پیچشی در جزءمحدود دارای ترک

 �̅�0 محل تار خنثی مقطع کامل

 �̅�𝑐 خوردهترکمحل تار خنثی مقطع 

 𝛾𝑥𝑧 کرنش برشی

 𝛾𝑐 وزن مخصوص بتن

 𝛾𝑠 وزن مخصوص فولاد

 𝜀𝑥 کرنش محوری

 𝜆𝑀 نرمی فنر پیچشی

 𝑣𝑐 بتن نسبت پواسون

 𝑣𝑠 نسبت پواسون فولاد

 𝜉 نسبت طول ترک به ارتفاع تیر

 𝜎𝑥 تنش محوری

 𝜙 شیب

 Δ𝜙 پیچشیتغییر زاویه دو طرف فنر 

 



 سازی ترک...ارائه یک راهکار جدید جهت مدل
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 ی ترکسازمدلی هاروش -1-1

سازی و تحلیل رفتار ترک های متنوعی برای مدلتاکنون روش

، مدل فنر شدهارائههای . یکی از اولین روش]5[ارائه شده است 

توسط ایروین و کایس  5762؛ که در سال باشدیم 5خطی و پیچشی

تکمیل گردید. پس  ]3[توسط ایروین  5769معرفی و در سال  ]4[

 4از مطالعات ایروین و همکاران، مدل ترک مجزای بین المانی

ارائه شده است. در  5759در سال  ]2[توسط نگو و اسکوردیلز 

توسط کاندال و  5797در سال 3ادامه با ارائه مدل المان ترک مجزا

بسیاری از نواقص مدل ترک مجزای بین المانی مرتفع  ]6[استراک 

سازی ترک، مدل ترک های مدلدیگر از روشگردید. یکی 

 شده ارائه 5791در سال ]5[است؛ که توسط اون و هینتون  2پخشی

در سال  ]9[اون و فاوکز  6های تکینهاست. علاوه بر آن، مدل المان

ه . یکی از سادشودیمنیز مدلی مناسب برای ترک محسوب  5793

 5هافتیکاهشسازی ترک، مدل مقطع برای مدل هامدلو کاراترین 

 5796در سال  ]9[است که برای اولین بار توسط کاینزلر و هرمان 

روشی دیگر  9ی ترکمحل ریغهای محلی و ارائه شده است. مدل

 آید؛ که برای اولین بار در سالسازی ترک به شمار میبرای شبیه

ی هالمانای مدل ارائه شده است. با ارائه ]7[توسط بازانت  5779

اساسی نو  ]51[توسط موئس و همکاران  5777در سال  9شدهیغن

روش اجزای  سازی ترک ایجاد گردید. در ادامه با ارائهدر مدل

در همان سال،  ]55[توسط بلتچکو و همکاران  7افتهیتوسعهمحدود 

-های ترکسازی المانی غنیی بر پایهخوردگترکی سازهیشب

ک ترک انجام شده است. لازم به ذکر خورده و المان حاوی نو

ا جنس ی گوناگون بهاسازهاست، به دلیل پیچیدگی رفتار ترک در 

کی ی عنوانبهی هنوز خوردگترکی سازمدلمواد متفاوت، مبحث 

 از موضوعات علمی رایج دنیا مورد مطالعه است.
 

 مدل فنر پیچشی -1-2

، برای اولین هایوستگیناپی سازمدل منظوربهاستفاده از فنر پیچشی 

اری از از آن بسی بار توسط ایروین مورد استفاده قرار گرفت. پس

محققان به بررسی رابطه بین عمق ترک و سفتی فنر پیچشی 

                                                   
1. Line and Torsional Spring 
2. Discrete inter-element crack 

3. Discrete cracked element-DEM 

4. Smeared crack model 

5. Singular elements-SEM 

 ]54[پرداختند تا اینکه سرانجام دیماروگوناس و پاپادپلوس 

د. ی بین سفتی فنر پیچشی و عمق ترک، ارائه کننارابطهتوانستند 

-56[ات مشابهی برای توسعه این مدل ارائه شده است سپس تحقیق

. در راستای کاربردهای این روش، اوکامورا و همکارانش ]53

با استفاده از فنر پیچشی رفتار یک ستون دارای ترک با مقطع  ]55[

با  ]59-59[مستطیلی را بررسی کردند. دیماروگوناس و ریزوس 

 را بر روی شکل مود واستفاده از مدل فنر، تأثیر ترک و عمق آن 

ی طبیعی تیر مورد مطالعه قرار دادند. یوکویاما و رایس هافرکانس

با استفاده از ضرایب شدت تنش، میزان سفتی فنر پیچشی  ]45-57[

شکل و  Tی ترک در تیرهای با مقطع مستطیلی و سازمدلرا برای 

 ، تعیین کردند. هاستون

 
 آرمهبتنی هاسازهی ترک در سازمدل -1-3

 آرمهبتنی هاسازهی سازمدلیکی از اولین مطالعات در خصوص 

توسط   5793با استفاده از روش اجزای محدود، در سال 

ار ی برای بررسی رفتاانهیراو با ارائه یک برنامه  ]44[کریشنامورتی 

انجام شده است. در ادامه زدنک و همکاران  آرمهبتنیک قاب 

ی پیشین، یک مدل تحلیلی بر مبنای هاروشبا استفاده از  ]43[

ی آرمهنبتی سازه، برای محاسبه میزان خیز تیرهای هاتنشتعیین 

ها هی این سازرخطیغکه رفتار دارای ترک ارائه کردند. از آنجایی

ی استاتیکی و دینامیکی دارد، هوسان و هالیتحلی در اژهیونقش 

ون تحلیل غیرخطی یکی از اولین مطالعات را پیرام ]42[ویلیام 

انجام دادند. یک  5797ی دارای ترک در سال آرمهبتنی هاسازه

ی این تیرها، استفاده از مدل فنر سازمدلمدل مناسب و کارا برای 

رک در ی تسازمدلپیچشی است. این روش حتی قابل تعمیم برای 

، که باشدیم FRPی هاورقی با بتن الیافی و مقاوم شده با هاسازه

ارائه شده است. در این  5776در سال  ]46[توسط کراوچزوک 

روش با تعیین ضرایب شدت تنش، میزان سفتی فنر پیچشی تعیین 

ی زسامدل. استفاده از ضرایب شدت تنش برای شودیمو اصلاح 

 موردنظر شدتبهی دارای ترک آرمهبتنی هاسازهرفتار 

6. Reduced section 

7. Local and non-local models 

8. Enriched elements 

9. Extended finite element method-XFEM 
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ون ت در این حوزه تاکنکه مطالعاطوریپژوهشگران قرار گرفت به

 شده امانجی پیرامون این موضوع اگستردهادامه داشته و تحقیقات 

ی ی عددی مبتنهاروش. با پیشرفت علم، بسیاری از ]45-34[است

ی هاسازهی ترک در سازمدلی برای اانهیرای سینوبرنامهبر 

ه است گسترش یافت هاسازهی تحلیل رفتار این هنیدرزمو  آرمهبتن

]35-33[ . 

در این مطالعه، راهکار جدیدی برای تحلیل رفتار استاتیکی تیرهای 

دارای ترک، پیشنهاد شده است. در این روش،  یآرمهبتن

ی ترک با استفاده از مفاهیم مکانیک شکست )تعیین سازمدل

ضرایب شدت تنش( و قوانین انرژی، بر مبنای ارتقا روش اجزای 

ی ترک در این روش، با استفاده سازهیشبمحدود انجام شده است. 

-از تعریف دو ریز بخش در دو طرف یک فنر پیچشی صورت می

گیرد. در نتیجه با بازنویسی معادلات پیوستگی در محل ترک، ریز 

ه یکدیگر ، بشدهارائهها و فنر پیچشی به کمک روابط ریاضی بخش

ییر تغ صورتبهی خوردگترک ریتأث. در این روش گرددیممرتبط 

 آن اصلاح میزان سفتی فنر در محل ترک تبعبهسطح مقطع تیر و 

 میزان سفتی فنر پیچشی با توجه به کهطوریلحاظ شده است. به

ند. کی در هر مرحله بهبود پیدا میخوردگترکتغییر عمق و محل 

اصلاح ممان اینرسی  صورتبهآرماتورها،  ریتأثدر روش حاضر، 

ه ح میزان سفتی فنر پیچشی با توجه بمقطع تیر و همچنین با اصلا

محل قرارگیری و مساحت سطح مقطع میلگردها، در نظر گرفته 

سفتی ناشی از ترک و آرماتورها،  راتیتأث تیدرنها. شودیم

روی ماتریس سختی نهایی سازه اعمال و خیز تیر اصلاح  مجموعاً

ا یی ارتعاشی، کمانشی و هالیتحلدر  تواندیم. این روش گرددیم

سعه های متعدد قابل تودارای ترک آرمهبتندینامیکی برای اعضای 

 باشد.

 

 ی تحلیل هاروشمروری بر فرضیات و  -2

ی بتن مسلح، انجام آزمایش هاسازهی بررسی رفتار هاروش ازجمله

اشد. بی عددی میهاکیتکن لهیوسبهی اانهیرای سازهیشبعملی و 

است، اما  ترینیعو  ترملموساگرچه نتایج روش اول 

ی، اندازه، بارگذاری و شرایط اسازهیی چون شکل هاتیمحدود

، امکان آزمایش عملی برای تمام مسائل شودیممرزی سبب 

                                                   
1. Hermitian Shape Functions 

ی ترک کمی سخت به نظر آید. از سازمدل خصوصبهمهندسی 

و  ، فرضیاتهاکیتکنبه  شدتبهی نیز سازمدلی هاروشطرفی 

است.  در تحلیل مسئله وابسته رفته رکابهی تحلیلی و عددی هاروش

ترک  یسازمدلتئوری و روش برای  نیترمناسبانتخاب  جهیدرنت

 .رسدیمضروری به نظر  آرمهبتنی هاسازهدر 

 

 مروری بر تئوری تیر اویلر برنولی  -2-1

رات کردن از اث نظرصرفمعادلات پایه در تیرهای اویلر برنولی با 

( 4-5( و )5-5روابط ) صورتبهنیروی برشی و اینرسی دورانی 

 باشد.قابل تعریف می

(5-5) 
𝜀𝑥 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
− 𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
    ,    

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
= 0 

   → 𝜀𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

(5-4) 𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 → 𝑢 = 𝑢0 − 𝑧

𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

نولی بر -( معادلات ساختاری برای یک تیر اویلر5-5) بر طبق رابطه

 .شودیم( تعریف 4رابطه ) صورتبهالاستیک 

(4) 𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥 → 𝜎𝑥 = −𝐸𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

 

در اینجا روابط بین خیز، شیب دوران، نیروی برشی و ممان خمشی 

 شود.می ارائهدر حالت تعادل 

(3-5) 𝜙(𝑥) =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
→

𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

(3-4) 𝑉(𝑥) =
𝑑𝑀

𝑑𝑥
  

(3-3) 
𝑀(𝑥) = ∫−𝑧𝜎𝑥𝑑𝐴 = ∫𝐸𝑧2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
𝑑𝐴 

𝑀 = 𝐸𝐼0
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 𝐸𝐼0

𝜕𝜙

𝜕𝑥
 

یل ی برای تحلبعدکمحدودهای یبرنولی از جزء -در تئوری اویلر

. ماتریس سختی تیر بدون شودیماجزای محدود تیرها استفاده 

ه ی انرژی پتانسیل مطابق رابطی با استفاده از معادلهخوردگترک

 گردد.یم( تعیین 5رابطه ) صورتبه( 2)
 

(2) 
𝑈 =

1

2
∫𝜀𝑥

𝑇𝜎𝑥𝑑𝑉 

𝑈 =
1

2
∫ 𝐸𝐼0 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

𝑇

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝑑𝑥

𝑙𝑒

0

 , 𝑤 = [𝑁]𝑢 

 .شودیم( تعریف 6مطابق رابطه ) 5که در آن توابع شکل هرمیتی



 سازی ترک...ارائه یک راهکار جدید جهت مدل

 

 66/  دوم ۀ، شماریازدهم سالتحقیقات بتن،                                                                                                                                                                              

(6) 

𝑁 = [𝑁1      𝑁2      𝑁3      𝑁4] 

𝑁1 =
1

𝑙𝑒
3
(2𝑥3 − 3𝑥2𝑙𝑒 + 𝑙𝑒

3) 

𝑁2 =
1

𝑙𝑒
3
(𝑥3𝑙𝑒 − 2𝑥2𝑙𝑒

2 + 𝑥𝑙𝑒
3) 

𝑁3 =
1

𝑙𝑒
3
(−2𝑥3 + 3𝑥2𝑙𝑒) 

𝑁4 =
1

𝑙𝑒
3
(𝑥3𝑙𝑒 − 𝑥2𝑙𝑒

2) 

-( ماتریس سختی یک جزء2( در رابطه )6با جایگذاری رابطه )

 اشد. بآید که قابل تعمیم برای سایر اجزا میمحدود تیر به دست می

(5-5) 𝐾0 = 𝐸𝐼0 ∫ [𝑁′′]𝑇[𝑁′′]𝑑𝑥
𝑙𝑒

0

 

(5-4) 𝐾0 =
𝐸𝐼0
𝑙𝑒
3

[
 
 
 

12 6𝑙𝑒 −12 6𝑙𝑒
6𝑙𝑒 4𝑙𝑒

2 −6𝑙𝑒 2𝑙𝑒
2

−12 −6𝑙𝑒 12 −6𝑙𝑒
6𝑙𝑒 2𝑙𝑒

2 −6𝑙𝑒 4𝑙𝑒
2 ]

 
 
 

 

 

 سازی ترک مدل مروری بر روش -2-2

استفاده از ضرایب شدت تنش و فنر پیچشی، یک روش دقیق وکارا 

یرات ی این روش بر اساس تغیطورکلبهباشد. برای تحلیل ترک می

کرنشی و تغییرات گشتاور دوم سطح، قبل و بعد از ایجاد انرژی 

شود. در این روش ابتدا مشخصات هندسی ریزی میترک پایه

ی سازهیشب( 5ترک از طریق کاهش سطح مقطع تیر مطابق شکل )

شود. سپس نرخ انرژی آزاد شده، ناشی از تغییرات انرژی می

 .گرددخورده محاسبه میکرنشی در مقطع کامل و ترک
 

 
 با تغییرات ممان اینرسی کاهش مقطع تیر دارای ترک  -5شکل

 

 ی پیشنهاد شده توسطبر اساس رابطه شده آزاددر این روش، انرژی 

. این شودیمبه مقادیر ضرایب شدت تنش مرتبط  ] 3[اروین 

 ضریب برای تیری با مقطع مستطیلی تحت خمش خالص از رابطه

 .دیآیم( به دست 9)

(9) 𝐾𝐼𝑀 = 𝑀(𝑥)√
1

𝑏
(
1

𝐼𝑐
−

1

𝐼0
) 

این مدل با ایجاد یک پیوند عمیق بین اصول مکانیک شکست، و 

پاسخگوی رفتار استاتیکی،  تواندیماجزای محدود،  روش

ی کامپوزیت دارای ترک هاسازهارتعاشی، کمانشی و دینامیکی 

جز مواد کامپوزیت به شمار  آرمهبتنی هاسازه کهییازآنجاباشد. 

به  مناسب هاسازهروش حاضر برای تحلیل این  جهیرنتد، ندیآیم

ی برای محاسبه] 9[رسد. روابط ارائه شده توسط کاینزلر نظر می

 ] 45[و رایس ] 41-57[ضرایب شدت تنش، توسط یوکویاما 

 زیر توسعه پیدا کرد.  صورتبه

(9-5) 𝐾𝐼𝑀 = 𝑀√
1

𝑏𝐼0
(
𝐼0
𝐼𝑐

− 1) 

(9-4) 

𝐾𝐼𝑀
=

6𝑀

𝑏ℎ2 √𝜋𝑎𝐹𝑀(𝜉) , 0 ≤ 𝜉 ≤ 0.6 , 𝜉 =
𝑎

ℎ
 

𝐹𝑀(𝜉)

= √(
2

𝜋𝜉
) 𝑡𝑎𝑛

𝜋𝜉

2

0.923 + 0.199[1 − 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝜉
2

)]4

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋𝜉
2

)
 

(9-3) 𝐾𝐼 =
3.99𝑀

𝑏ℎ√ℎ√(1 − 𝜉)3
   ,   0.6 < 𝜉 < 1 

 

(، 4با جایگزین کردن ترک، توسط یک فنر پیچشی مطابق شکل )

ود. شسختی تیر در محل ترک با میزان سفتی فنر نشان داده می

ق ترک افزایش یابد میزان سفتی فنر واضح است هرچقدر عم

 .ابدییمخیز تیر افزایش  جهیدرنتکاهش و 
 

 

 
 مدل فنر پیچشی تیر دارای ترک -4شکل 

 

(، 9و9از روابط ) شدهاستخراجگذاری ضرایب شدت تنش با جای

، ضریب سفتی فنر پیچشی مطابق رابطه ] 45[ شدهارائهدر رابطه 

 .گرددیم( تعیین 7)
 

(7) 𝜆𝑀 =
1

𝑘𝑠
=

2𝑏(1 − 𝑣2)

𝐸
∫ (

𝐾𝐼

𝑀
)
2

𝑑𝑎
𝑎

0

 

 

رمه با آی تیر بتنبندفرمولراهکار پیشنهادی جهت  -3

 استفاده از روش اجزای محدود 

-جزء آرمه توسطسازی ترک، ابتدا تیر بتندر این روش، برای مدل

های . جزءمحدودشودیمی سازگسستهی بعدکمحدودهای ی

 

𝑬𝑰𝟎 𝑬𝑰𝒄 𝒙 

𝑳 

𝑬𝑰𝟎 

 

𝒃 

𝒉 

𝒒(𝒙) 

𝒂 

𝒙𝟎 
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، ی اول. دستهشوندیم( به دو دسته تقسیم 3گسسته مطابق شکل )

-نبا بت معادل شدههای اجزای بدون ترک هستند که با جزءمحدود

 لیبدتشوند. این اجزا با استفاده از روش مقطع سازی میآرمه، شبیه

طح یکپارچه با مدول الاستیسیته بتن و با افزایش س صورتبه، افتهی

ی دوم، شود. دستهمقطع در محل آرماتورها در نظر گرفته می

جزءمحدود دارای ترک است که خود به دو ریز بخش در دو 

رک در ی حضور تواسطه. به شودیمطرف یک فنر پیچشی تقسیم 

ی عمق اندازهبه، سطح مقطع تیر در محل ترک این جزءمحدود

 کند. ترک کاهش پیدا می
 

خورده و ترک نخورده در تیر ی ترکهاجزءمحدود -3شکل

 آرمهبتن

، با استفاده از اعمال معادلات پیوستگی در شدهارائهبندی فرمولدر 

ط و فنر پیچشی به کمک رواب هاها، ریز بخشمعادلات حاکم بر تیر

های سختی سیماترشوند و ریاضی به یکدیگر مرتبط می

 .گرددیمی دو ریز بخش و فنر پیچشی استخراج شدهاصلاح

 

برای اجزای ی روش اجزای محدود بندفرمول -3-1

 بدون ترک

اجزای محدود برای اجزای بدون ترک مطابق آنچه در روش 

-به .شودیمی سازادهیپی قرار گرفت، بررس موردتئوری تیرها 

-حدودی جزءممجموعهآرمه، به که با گسسته سازی تیر بتنطوری

( و با فرض توابع شکل هرمیتی 3بعدی، مطابق شکل )های یک

ماتریس سختی نهایی سازه مطابق رابطه  تاًینها(، 6رابطه ) صورتبه

. آنچه در اینجا حائز اهمیت است، تغییرات شودیم( تعیین 5-5)

. دباشیمممان اینرسی ناشی از آرماتورهای مسلح کننده در سازه 

( لحاظ شود. بدین منظور از ایده 4-5که اثرات آن باید در رابطه )

شود. در این روش یمستفاده ( ا2مقطع تبدیل یافته مطابق با شکل )

با یک ناحیه فشاری در بالای تار خنثی، یک  آرمهبتنمقطع تیر 

𝑛ناحیه کششی در پایین تار خنثی و  − برابر سطح مقطع فولاد  1

، نسبت ضریب الاستیسیته فولاد به بتن  𝑛گردد. در اینجا معادل می

بتن  نامهنییآباشد. با مشخص بودن مقاومت فشاری بتن، بر طبق می

 شود.( تعیین می5-51ایران، مدول الاستیسیته بتن بر طبق رابطه )

(51-5) 𝐸𝑐 = (3300√𝑓𝑐 + 6900)(𝛾𝑐/23)3/2 

(51-4) 𝑛 = 𝐸𝑠/𝐸𝑐 
 

 
 آرمهمقطع تبدیل یافته استاندارد تیر بتن -2شکل

 

دون ی بآرمهدر تیر بتن شدهاصلاحمحل تار خنثی و ممان اینرسی 

 گردد:( تعیین می5-55)ترک مطابق رابطه 

(55-5) 
�̅�0 =

𝑏ℎ (
ℎ
2
) + (𝐴𝑠(𝑛 − 1)𝑑)

𝑏ℎ + 𝐴𝑠(𝑛 − 1)
 

 (55-4) 𝐼0 =
𝑏ℎ3

12
+ 𝑏ℎ (

ℎ

2
− �̅�0)

2

+ 𝐴𝑠(𝑛 − 1)(𝑑 − �̅�0)
2 

( ماتریس سختی اجزای 4-5( در رابطه )4-55با جایگذاری رابطه )

 ود.شیم( ارائه 54آرمه مطابق رابطه )بدون ترک تیر بتن

(54) 

𝑲0
𝑠𝑡

=
𝐸𝐼0

𝑙𝑒
3

[
 
 
 

12 6𝑙𝑒 −12 6𝑙𝑒
6𝑙𝑒 4𝑙𝑒

2 −6𝑙𝑒 2𝑙𝑒
2

−12 −6𝑙𝑒 12 −6𝑙𝑒
6𝑙𝑒 2𝑙𝑒

2 −6𝑙𝑒 4𝑙𝑒
2 ]

 
 
 

 

 

ی روش اجزای محدود برای بندفرمول -3-2

 خوردهجزءمحدود ترک

خورده ی محدود برای جزءمحدود ترکاجزای روش سازادهیپ

( انجام 6)مطابق شکل  افتهیکاهش( بر طبق روش مقطع شدهیغن)

 شود.می
 

 
 ی دارای ترکآرمهکاهش مقطع تیر بتن -6شکل
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-با کاهش سطح مقطع تیر، محل تار خنثی و ممان اینرسی مقطع بتن

 کند. ( تغییر می5شکل ) صورتبهآرمه 
 
 

 
 وردهخترکمقطع تبدیل یافته  -5شکل

 

(، محل تار خنثی و 4-55( و )5-55در نتیجه با بازنویسی روابط )

( 5-53روابط ) صورتبه خوردهترکآرمه ممان اینرسی مقطع بتن

 گردد.( تعیین می4-53و )

 (53-5) 
�̅�𝑐 =

2𝑛𝐴𝑠(𝑑 − �̅�𝑐)

𝑏�̅�𝑐

=
𝑏(ℎ − 𝑎) +

(ℎ − 𝑎)
2

𝑏(ℎ − 𝑎)
 

 (53-4) 
𝐼𝑐 =

𝑏�̅�𝑐
3

3
+ 𝑛𝐴𝑠(𝑑 − �̅�𝑐)

2 =
𝑏(ℎ − 𝑎)3

12
 

ی، جزءمحدود خوردگترکسازی شده برای مدلدر روش ارائه

( با دو ریز بخش و یک فنر پیچشی 9دارای ترک مطابق شکل )

 .شودیمی سازمعادل
 

 
 ی دارای ترکآرمهمدل فنر پیچشی در تیر بتن -9شکل

 

برای ایجاد یک ارتباط منطقی بین ریز بخشها و فنر پیچشی از 

ابق . مطشودیمشرایط پیوستگی حاکم در محل ترک استفاده 

میزان خیز، گشتاور خمشی و نیروی برشی  کهیدرحال(، 9شکل )

در دو طرف فنر پیچشی با یکدیگر برابرند،  شیب ناشی از دوران 

 𝜙3به  𝜙2که میزان تغییرات طوریبرابر نیستند. به 3و  4های گره

 . دهدیممیزان بازشدگی ترک را نشان 

 صورتهبفنر پیچشی،  ریتأثمعادلات پیوستگی در محل ترک با 

 .شودیم( اصلاح و ارائه 2-52( الی )5-52روابط )

(52-5) 𝑤2(𝑥0) = 𝑤3(0) 

(52-4) 𝜙2 + ∆𝜙 = 𝜙3 

∆𝜙 = 𝜆𝑀   ,     𝜆 = 1/𝑘𝑠    ,    𝑀 = 𝐸𝐼0
𝜕𝜙

𝜕𝑥
 

𝑤2
′(𝑥0) + 𝜓(𝑤2

′′(𝑥0)) = 𝑤3
′(0) , 𝜓 =

𝐸𝐼0

𝑘𝑠
  

(52-3) 𝑤2
′′(𝑥0) = 𝑤3

′′(0) 

(52-2) 𝑤2
′′′(𝑥0) = 𝑤3

′′′(0) 

 

 دارای ترکجزءمحدود  -9شکل
 

ی سختی جزءمحدود دارای ترک، علاوه بر تعیین برای محاسبه

یک ماتریس سختی برای هر ریز بخش ، لازم است که میزان سفتی 

عمق ترک مشخص شود. در نتیجه ماتریس  برحسبفنر پیچشی 

مجموع سه ماتریس  صورتبه خوردهترک سختی جزءمحدود

ها از از آن هرکدامی محاسبهشود. که برای سختی تعریف می

گردد. میزان انرژی کرنشی کل یمقوانین انرژی استفاده 

های کرنشی ریز مجموع انرژی صورتبهجزءمحدود دارای ترک 

های سمت چپ و راست و انرژی کرنشی فنر پیچشی بخش

 .شودیم( تعریف 56رابطه ) صورتبه

(56) 𝑈𝑐 = 𝑈𝐿 + 𝑈𝑅 + 𝑈𝑠 

-55فنر پیچشی مطابق روابط )انرژی کرنشی ریز بخش سمت چپ 

 شود.( تعیین می4-55( و )5

(55-5) 𝑈𝐿 =
1

2
∫𝜀𝑥

𝑇𝜎𝑥𝑑𝑉
 

 

 

(55-4) 𝑈𝐿 =
1

2
∫ 𝐸𝐼0 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

𝑇

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝑑𝑥

𝑥𝑐

0

 

( 59رابطه ) صورتبهها ( میزان خیز ریز بخش2با استفاده از رابطه )

 گردد.ارائه می

(59) 𝑤 = 𝑁1
𝐿𝑤2 + 𝑁2

𝐿𝜙2 + 𝑁3
𝐿𝑤3 + 𝑁4

𝐿𝜙2 

( میزان انرژی کرنشی ریز بخش 4-55( در )59) با جایگذاری رابطه

 .شودیم( ارائه 59چپ بر طبق رابطه )

(59) 𝑈𝐿 =
1

2
{𝑢𝐿}

𝑇[𝑘𝐿]{𝑢𝐿} 

 رابطه صورتبهکه در آن بردار جابجایی ناشی از خیز و دوران 

 باشد.( قابل تعریف می57)



 جانی جواد رزاقی، مرتضی خمامی ابدی، علی علی

 

 دوم، شمارۀ یازدهم/ تحقیقات بتن، سال  69

(57) {𝒖𝐿}
𝑇 = {𝑤1𝜙1𝑤2𝜙2} 

( ارائه 41ماتریس سختی ریز بخش سمت چپ مطابق رابطه ) تاً ینها

 شود.می

(41) 𝑘𝐿 =
𝐸𝐼𝑐

𝑥𝑐
3

[
 
 
 

12 6𝑥𝑐 −12 6𝑥𝑐

6𝑥𝑐 4𝑥𝑐
2 −6𝑥𝑐 2𝑥𝑐

2

−12 −6𝑥𝑐 12 −6𝑥𝑐

6𝑥𝑐 2𝑥𝑐
2 −6𝑥𝑐 4𝑥𝑐

2 ]
 
 
 

 

مشابه برای تعیین انرژی کرنشی و ماتریس سختی ریز بخش  طوربه

 ود.ش( ارائه می43( الی)45سمت راست روابط )

(45) 𝑈𝑅 =
1

2
{𝑢𝑅}𝑇[𝑘𝑅]{𝑢𝑅} 

(44) {𝑢𝑅}𝑇 = {𝑤3𝜙3𝑤4𝜙4} 

(43) 𝑘𝑅 =
𝐸𝐼𝑐

𝛽𝑐
3

[
 
 
 

12 6𝛽𝑐 −12 6𝛽𝑐

6𝛽𝑐 4𝛽𝑐
2 −6𝛽𝑐 2𝛽𝑐

2

−12 −6𝛽𝑐 12 −6𝛽𝑐

6𝛽𝑐 2𝛽𝑐
2 −6𝛽𝑐 4𝛽𝑐

2 ]
 
 
 

 

𝛽𝑐 = 𝑙𝑒 − 𝑥𝑐 

ها خشای ریز بجابجایی نقاط گره برحسبهای کرنشی فوق انرژی

 قابلیت اسمبل کردن منظوربهباشد. بنابراین ضروری است می

ی هاییجابجا برحسبهای کرنشی های سختی، این انرژیماتریس

( محاسبه شوند. این امر با استفاده از 2و5یهاگرهای پایه )نقاط گره

از حل دستگاه معادلات  شدهاستخراجهای تبدیل ماتریس

ب ریز بردار جابجایی برحسشود. برای تبدیل پیوستگی، انجام می

بخش سمت چپ به بردار جابجایی برحسب جزءمحدود پایه، 

 .گرددیم( ارائه 4-42( و )5-42روابط )

(42-5) 𝑢𝐿 = 𝐶𝐿𝑢      

(42-4) 𝐶𝐿 =

[
 
 
 
 
𝐶𝐿

11 𝐶𝐿
12 𝐶𝐿

13 𝐶𝐿
14

𝐶𝐿
21 𝐶𝐿

22 𝐶𝐿
23 𝐶𝐿

24

𝐶𝐿
31

𝐶𝐿
41

𝐶𝐿
32

𝐶𝐿
42

𝐶𝐿
33 𝐶𝐿

34

𝐶𝐿
43 𝐶𝐿

44]
 
 
 
 

 

با حل دستگاه معادلات  𝑪𝐿های ماتریس تبدیل درایههر یک از 

 شود.می محاسبه( 51-46( الی )5-46پیوستگی، مطابق روابط )

(46-5) 𝐶𝐿
11 = 𝐶𝐿

22 = 1 

(46-4) 𝐶𝐿
12 = 𝐶𝐿

13 = 𝐶𝐿
14 = 𝐶𝐿

21 = 𝐶𝐿
23 = 𝐶𝐿

24

= 0 

(46-3) 
𝐶𝐿

31 =
1

𝑋
(𝑙𝑒

4 + 4𝑙𝑒
3𝜓 − 3𝑙𝑒

2𝑥𝑐
2 − 12𝑙𝑒

2𝑥𝑐𝜓

+ 2𝑙𝑒𝑥𝑐
3 + 12𝑙𝑒𝑥𝑐

2𝜓
− 4𝑥𝑐

3𝜓) 

(46-2) 
𝐶𝐿

32 =
1

𝑋
(𝑙𝑒

4𝑥𝑐 − 2𝑙𝑒
3𝑥𝑐

2 + 4𝑙𝑒
3𝑥𝑐𝜓 + 𝑙𝑒

2𝑥𝑐
3

− 12𝑙𝑒
2𝑥𝑐

2𝜓 + 12𝑙𝑒𝑥𝑐
3𝜓

− 4𝑥𝑐
4𝜓) 

(46-6) 𝐶𝐿
33 =

1

𝑋
(3𝑙𝑒

2𝑥𝑐
2 − 2𝑙𝑒𝑥𝑐

3 + 4𝑥𝑐
3𝜓) 

(46-5) 𝐶𝐿
34 =

1

𝑋
(−𝑙𝑒

3𝑥𝑐
2 + 𝑙𝑒

2𝑥𝑐
3 − 4𝑙𝑒𝑥𝑐

3𝜓

+ 4𝑥𝑐
4𝜓) 

(46-9) 𝐶𝐿
41 =

1

𝑋
(−6𝑙𝑒

2𝑥𝑐 + 6𝑙𝑒𝑥𝑐
2 − 6𝑥𝑐

2𝜓) 

(46-9) 
𝐶𝐿

42 =
1

𝑋
(𝑙𝑒

4 − 4𝑙𝑒
3𝑥𝑐 + 4𝑙𝑒

3𝜓 + 3𝑙𝑒
2𝑥𝑐

2

− 12𝑙𝑒
2𝑥𝑐𝜓 + 12𝑙𝑒𝑥𝑐

2𝜓
− 6𝑥𝑐

3𝜓) 

(46-7) 𝐶𝐿
43 =

1

𝑋
(6𝑙𝑒

2𝑥𝑐 − 6𝑙𝑒𝑥𝑐
2 + 6𝑥𝑐

2𝜓) 

(46-

51) 
𝐶𝐿

44 =
1

𝑋
(−2𝑙𝑒

3𝑥𝑐 + 3𝑙𝑒
2𝑥𝑐

2 − 6𝑙𝑒𝑥𝑐
2𝜓

+ 6𝑥𝑐
3𝜓) 

ش سمت ریز بخ برحسبمشابه، برای تبدیل بردار جابجایی  طوربه

( 5-45جزءمحدود پایه روابط ) برحسبراست به بردار جابجایی 

 گردد.( ارائه می4-45و )

(45-5) 𝑢𝑅 = 𝐶𝑅𝑢      

(45-4) 𝐶𝑅 =

[
 
 
 
 
𝐶𝑅

11 𝐶𝑅
12 𝐶𝑅

13 𝐶𝑅
14

𝐶𝑅
21 𝐶𝑅

22 𝐶𝑅
23 𝐶𝑅

24

𝐶𝑅
31

𝐶𝑅
41

𝐶𝑅
32

𝐶𝑅
42

𝐶𝑅
33 𝐶𝑅

34

𝐶𝑅
43 𝐶𝑅

44]
 
 
 
 

 

 

روابط  صورتبه 𝑪𝑅های ماتریس تبدیل که در آن هر یک از درایه

 شود.می محاسبه( 51-49( الی )49-5)

(49-5) 𝐶𝑅
33 = 𝐶𝑅

44 = 1 

(49-4) 𝐶𝑅
31 = 𝐶𝑅

32 = 𝐶𝑅
34 = 𝐶𝑅

41 = 𝐶𝑅
42 = 𝐶𝑅

43

= 0 

(49-3) 
𝐶𝑅

11 =
1

𝑋
(𝑙𝑒

4 + 4𝑙𝑒
3𝜓 − 3𝑙𝑒

2𝑥𝑐
2

− 12𝑙𝑒
2𝑥𝑐𝜓 + 2𝑙𝑒𝑥𝑐

3

+ 12𝑙𝑒𝑥𝑐
2𝜓 − 4𝑥𝑐

3𝜓) 

(49-2) 
𝐶𝑅

12 =
1

𝑋
(𝑙𝑒

4𝑥𝑐 − 2𝑙𝑒
3𝑥𝑐

2 + 4𝑙𝑒
3𝑥𝑐𝜓

+ 𝑙𝑒
2𝑥𝑐

3 − 12𝑙𝑒
2𝑥𝑐

2𝜓
+ 12𝑙𝑒𝑥𝑐

3𝜓 − 4𝑥𝑐
4𝜓) 

(49-6) 𝐶𝑅
13 =

1

𝑋
(3𝑙𝑒

2𝑥𝑐
2 − 2𝑙𝑒𝑥𝑐

3 + 4𝑥𝑐
3𝜓) 

(49-5) 𝐶𝑅
14 =

1

𝑋
(−𝑙𝑒

3𝑥𝑐
2 + 𝑙𝑒

2𝑥𝑐
3 − 4𝑙𝑒𝑥𝑐

3𝜓

+ 4𝑥𝑐
4𝜓) 

(49-9) 𝐶𝑅
21 =

1

𝑋
(−6𝑙𝑒

2𝑥𝑐 − 6𝑙𝑒
2𝜓 + 6𝑙𝑒𝑥𝑐

2

+ 12𝑙𝑒𝑥𝑐𝜓 − 6𝑥𝑐
2𝜓) 

(49-9) 
𝐶𝑅

22 =
1

𝑋
(𝑙𝑒

4 − 4𝑙𝑒
3𝑥𝑐 + 3𝑙𝑒

2𝑥𝑐
2

− 6𝑙𝑒
2𝑥𝑐𝜓 + 12𝑙𝑒𝑥𝑐

2𝜓
− 6𝑥𝑐

3𝜓) 
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 67/  دوم ۀ، شماریازدهم سالتحقیقات بتن،                                                                                                                                                                              

(49-7) 𝐶𝑅
23 =

1

𝑋
(6𝑙𝑒

2𝑥𝑐 + 6𝑙𝑒
2𝜓 − 6𝑙𝑒𝑥𝑐

2

− 12𝑙𝑒𝑥𝑐𝜓 + 6𝑥𝑐
2𝜓) 

(49-51) 
𝐶𝑅

24 =
1

𝑋
(−2𝑙𝑒

3𝑥𝑐 − 2𝑙𝑒
3𝜓 + 3𝑙𝑒

2𝑥𝑐
2

+ 6𝑙𝑒
2𝑥𝑐𝜓 − 6𝑙𝑒𝑥𝑐

2𝜓
+ 6𝑥𝑐

3𝜓) 

 شود. ( تعریف می49رابطه ) صورتبه 𝑋پارامتر  هاآنکه در 

(49) 𝑋 = 𝑙𝑒(𝑙𝑒
3 + 4𝑙𝑒

2𝜓 − 12𝑙𝑒𝑥𝑐𝜓 + 12𝑥𝑐
2𝜓) 

ی انرژی محاسبه( در روابط 5-45( و )5-42با جایگذاری روابط )

(( ، انرژی کرنشی ریز 45( و )59ها )روابط )ریز بخشکرنشی 

ی جزءمحدود پایه به هاگره برحسببخش سمت چپ و راست 

 شود.می محاسبه( 4-47( و )5-47رابطه ) صورتبهترتیب 

(47-5) 𝑈𝐿 =
1

2
{𝑢}𝑇[𝐶𝐿]

𝑇[𝑘𝐿][𝐶𝐿]{𝑢} 

(47-4) 𝑈𝑅 =
1

2
{𝑢}𝑇[𝐶𝑅]𝑇[𝑘𝑅][𝐶𝑅]{𝑢} 

( 31) ابطهری انرژی کرنشی فنر پیچشی، منظور محاسبهدر اینجا به

 ود.شمیزان دوران در دو طرف فنر پیچشی توسعه داده می برحسب

(31) 𝑈𝑠 =
1

2
𝑘𝑠∆𝜙2 =

1

2
𝑘𝑠(𝜙3 − 𝜙2)

𝑇(𝜙3 − 𝜙2) 

ای ههای دو طرف فنر پیچشی )گرهبدین ترتیب، میزان دوران گره

( و 5-42مطابق روابط ) شدهارائه( با استفاده از ماتریس تبدیل 3و4

 شوند. ی جزءمحدود پایه تبدیل میاگره( به دوران نقاط 45-5)

(35-5) 𝜙2 = {𝐶𝐿
41 𝐶𝐿

42 𝐶𝐿
43 𝐶𝐿

44}𝑢 

(35-4) 𝜙3 = {𝐶𝑅
21 𝐶𝑅

22 𝐶𝑅
23 𝐶𝑅

24}𝑢 
 

(، انرژی 31( در رابطه )4-35( و )5-35با جایگذاری روابط )

 گردد.( ارائه می34کرنشی فنر پیچشی مطابق رابطه )

(34) 𝑈𝑠 =
1

2
{𝒖}𝑇𝑘𝑠{𝑪𝑀}𝑇{𝑪𝑀}{𝒖} 

 که در آن:

(33) {𝐶𝑀} = 

{𝐶𝑅
21 − 𝐶𝐿

41 𝐶𝑅
22 − 𝐶𝐿

42 𝐶𝑅
23 − 𝐶𝐿

43 𝐶𝑅
24 − 𝐶𝐿

44} 

 

( ماتریس سختی 34و )( 4-47) ،(5-47)با بررسی روابط 

 ها و فنر پیچشی به ترتیب برابر است با:ی ریز بخششدهاصلاح

(32-5) 𝑘𝐿
𝑐 = [𝐶𝐿]

𝑇[𝑘𝐿][𝐶𝐿] 

(32-4) 𝑘𝑅
𝑐 = [𝐶𝑅]𝑇[𝑘𝑅][𝐶𝑅] 

(32-3) 𝐾𝑠 = 𝑘𝑠{𝐶𝑀}𝑇{𝐶𝑀} 

( و با 7( از رابطه )𝑘𝑠با مشخص بودن ضریب سفتی فنر پیچشی )

( ماتریس 56) ( در رابطه34و )( 4-47)، (5-47)جایگذاری روابط 

( محاسبه و 36رابطه ) صورتبهسختی جزءمحدود دارای ترک 

 گردد.ارائه می

(36) 𝐾𝑐𝑟
 = 𝑘𝐿

𝑐 + 𝑘𝑅
𝑐 + 𝐾𝑠 

ی با ماتریس آرمهدر ادامه ماتریس سختی اجزای استاندارد بتن

ترکیب و ماتریس سختی نهایی  خوردهترک سختی جزءمحدود

 .شودیمسازه تشکیل 

 

 بحث و نتایج -4

-یر بتن، رفتار تشنهادشدهیپدر این بخش برای بررسی دقت و صحت مدل 

رد. گیمثال کاربردی مورد آزمون قرار میی دارای ترک در قالب یک آرمه

-که تغییرات عمق و مکان ترک روی میزان خیز تیر الاستیک بتنطوریبه

 . شودیمآباکوس صحت سنجی  افزارنرمآرمه بررسی و مقادیر آن با 

 

 آرمهتیر بتن خوردهترکفرضیات مقطع  -4-1

 ش. )تنکنندیمبتن و میلگرد هردو از قانون هوک پیروی  -5

 متناسب با کرنش است(

که از ریطوچسبندگی کافی بین میلگرد و بتن وجود دارد، به -4

 .کندیمحرکت نسبی بین آن دو جلوگیری 

 ورتصبهی عمود بر محور تیر، پس از خمش نیز اصفحهمقاطع  -3

. به عبارت دیگر، تغییرات کرنش در ارتفاع مانندیمصفحه باقی 

 خطی است. صورتبهتیر 

نش که تغییرات ت باشدیمنتیجه دو فرض فوق به این صورت  -2

خطی است، به عبارت دیگر تنش به  صورتبهدر ارتفاع مقطع 

 .کندیمنسبت فاصله از تار خنثی، افزایش پیدا 

سایر فرضیات مربوط به تغییر شکل و خمش اعضای همگن در  -6

 این مورد نیز صادق است.

 ی ضرایب شدتای محاسبهاصول مکانیک شکست خطی بر  -5

تنش با صرف نظر کردن از شرایط پلاستیسیته نوک ترک، در نظر 

 شود.گرفته می

ود و شمشخصات ترک در راستای ضخامت تیر ثابت فرض می -9

 از رشد ترک صرف نظر می شود.

 

 مشخصات مدل  -4-2

آرمه دارای ترک با مشخصات هندسی و مادی مفروض تیر بتن

 رداریدوسرگ(، تحت شرایط مرزی دو سر ساده، 5) مطابق با جدول
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تیر  گیرد. ترک در تار کششیی قرار میموردبررسو یکسر گیردار 

مق شود. تغییرات عثابت در راستای ضخامت فرض می صورتبهو 

ی بین ارتفاع و تغییرات محل ترک در ناحیه 0.6ترک از صفر تا  

0.05 −  . گرددطول تیر بررسی می 0.95
 

 ی دارای ترکآرمههای تیر بتنویژگی -5جدول

 مشخصات هندسی مشخصات مادی

𝐸𝑐 = 2.5𝑒10 𝑁/𝑚2 𝐿 = 3𝑚 
𝐸𝑠 = 2.0𝑒11 𝑁/𝑚2 ℎ = 0.3𝑚 
𝜈𝑐 = 0.25 𝑑 = 0.27𝑚 
𝜈𝑠 = 0.3 𝐷 = 3∅22 𝑚 
𝛾𝑐 = 2400 𝑁/𝑚3 𝐴𝑠 = 𝜋𝐷2/4 𝑚2 
𝛾𝑠 = 7850 𝑁/𝑚3 𝑎/ℎ = 0.0 − 0.6 
𝑓𝑐 = 25 𝑀𝑃𝑎 𝑥0/𝐿 = 0.05 − 0.95 
𝑓𝑦 = 240 𝑀𝑃𝑎 𝑞 = 𝑤 × 𝐿 = 4𝑒6 𝑁/𝑚 

𝑓𝑢 = 400 𝑀𝑃𝑎  

 

عمق ترک، روی میزان سفتی فنر پیچشی و  ریتأثنتایج حاصل از 

 شود.( ارائه می4خورده مطابق  جدول )ممان اینرسی مقطع ترک
 

-ی، ممان اینرسی مقطع ترکچشیفنر پتغییرات سفتی  -4جدول

 با تغییرات عمق ترک 𝜓خورده و 

𝜓

=
𝐸𝐼0
𝑘𝑠

 
𝐼𝑐  (𝑚

4) 

ضریب سفتی 

 فنر

𝑘𝑠 

ضریب نرمی 

 فنر

𝜆𝑀 

𝑎

ℎ
 

0 0.0022 − 0 0 

0.0092 0.0016 4.43e+09 2.26e-10 0.1 

0.0268 0.00115 1.08E+09 9.29E-10 0.2 

0.0464 0.00077 4.16E+08 2.40E-09 0.3 

0.0632 0.00048 1.92E+08 5.20E-09 0.4 

0.0737 0.00028 9.54E+07 1.05E-08 0.5 

0.0757 0.00014 4.76E+07 2.10E-08 0.6 
 

شود، با افزایش عمق ترک میزان نرمی که مشاهده می طورهمان

فتی معکوس، میزان س طوربه جهیدرنت؛ شودیمفنر پیچشی افزوده 

. کندکاهش پیدا می خوردهترک فنر و ممان اینرسی جزءمحدود

آرمه میزان ممان اینرسی اجزای ترک نخورده بتن کهیدرحال

 می باشد. 𝑚4 0.002362همواره ثابت و برابر با 

 بررسی همگرایی مدل  -4-3

در اینجا با افزایش تعداد جزءمحدودها، میزان همگرایی مدل 

( برای شرایط مرزی دو سر ساده 7مطابق شکل ) شنهادشدهیپ

 اشد.بسایر شرایط مرزی میشود که قابل تعمیم برای بررسی می
 

 
ها روی میزان همگرایی جزءمحدودافزایش تعداد  ریتأث -7شکل

 خیز

-شود که میزان اختلاف ناشی از مدل( مشاهده می7)با توجه به شکل 

 2جزء محدود کمتر از  515جزء محدود نسبت به  65سازی در 

 65باشد؛ بنابراین با توجه به همگرایی مناسب نتایج، از درصد می

جزء محدود در ادامه تحلیل استفاده شده است. از آنجا که طول تیر 

3متر فرض شده است، طول هر جزء محدود  3
 متر خواهد بود.  ⁄65

 

 سازی در نرم افزار آباکوسمدل -4-4

در  خطیصورت ی دارای ترک بهسازی تیر بتن آرمهدر اینجا مدل

اجزای محدود توسعه یافته روش محیط نرم افزار آباکوس و با 

صورت یک خط مرزی بر انجام می شود. در این روش ترک به

هایی نظیر عمق و جهت به ترک گردد و ویژگیروی تیر معرفی می

شود. چگالی انرژی کرنشی بحرانی، ماکزیمم اختصاص داده می

د هر چند گرده تعریف میتنش اصلی و جابجایی شکست برای ساز

 در این تحلیل از رشد ترک چشم پوشی می شود. 
 

  صحت سنجی -4-5

 بررسی تغییرات عمق ترک -4-5-1

 آرمهتنب، یک تیر شنهادشدهیپبرای بررسی دقت و کارایی مدل 

-. بهشود، در نظر گرفته میذکرشدهتحت شرایط مرزی و هندسی 

یر ی تترک در میانهکه ابتدا با ثابت فرض کردن محل طوری

(𝑥0/𝐿 = ( تغییرات خیز ناشی از افزایش عمق ترک از صفر 0.5
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آرمه  تحت شرایط ( برای تیر بتن51ارتفاع، مطابق شکل ) 0.6تا  

 گردد.بررسی می SS-SSمرزی 
 

 
 (SS-SSآرمه )عمق ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث -51شکل

 

ج دست آمده، با نتاینتایج به، شدهارائهبرای اطمینان از دقت مدل 

( مقایسه 3آباکوس مطابق جدول ) افزارنرمسازی در حاصل از شبیه

 .شودو صحت سنجی می
 

ه، ی دارای ترک در میانآرمهتحلیل استاتیکی تیر بتن -3جدول

 با تغییرات عمق ترکSS-SS تحت شرایط مرزی 

𝑎

ℎ
 

)روش  ریت زیخ

 حاضر( )متر(

خیز تیر )آباکوس( 

 )متر(

خطا 

 )درصد(

0 -0.0715 -0.0714 0.12 

0.1 -0.0735 -0.0732 0.52 

0.2 -0.0779 -0.0797 2.37 

0.3 -0.0861 -0.0895 3.97 

0.4 -0.1013 -0.1045 3.15 

0.5 -0.1304 -0.1265 3.01 

0.6 -0.1916 -0.1884 7.06 
 

تیر، ارتفاع  1.6دهد که تا عمق ( نشان می3نتایج حاصل از جدول )

. رشد خطا در باشدیمدرصد  2سازی در حدود خطای مدل

اشد. بی بتن و فولاد میرخطیغناشی از رفتار  1.6ی بیشتر از هاعمق

زی آرمه  تحت شرایط مرعمق ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث

C-C ،شود( ارائه می55شکل) صورتبه. 

نهاد پیش مطابق شرایط مرزی پیشین، برای اطمینان از دقت مدل

سازی با دو روش، مقایسه می شود و های ناشی از مدلشده، خطا

 ( ارائه می گردد.2صورت جدول )نتایج آن به

 
 (C-Cآرمه )عمق ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث -55شکل

 

ه، ی دارای ترک در میانآرمهتحلیل استاتیکی تیر بتن -2جدول

 ترک با تغییرات عمقC-C تحت شرایط مرزی 

𝑎

ℎ
 

)روش  ریت زیخ

 حاضر( )متر(

خیز تیر )آباکوس( 

 )متر(

خطا 

 )درصد(

0 -0.0143 -0.0147 3.22 

0.1 -0.0146 -0.0150 3.05 

0.2 -0.0153 -0.0160 5.12 

0.3 -0.0164 -0.0173 5.26 

0.4 -0.0184 -0.0189 2.89 

0.5 -0.0214 -0.0207 3.17 

0.6 -0.0257 -0.0223 12.98 
 

زی آرمه  تحت شرایط مرعمق ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث

C-F (ارائه می54، مطابق شکل ).گردد 
 

 
 (C-Fآرمه )عمق ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث -54شکل

 

مطابق دو شرایط مرزی پیشین برای اطمینان از دقت مدل، جدول 

 شود.( ارائه می6)
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ه، ی دارای ترک در میانآرمهتحلیل استاتیکی تیر بتن -6جدول

 با تغییرات عمق ترکC-F تحت شرایط مرزی 

𝑎

ℎ
 

)روش  ریت زیخ

 حاضر( )متر(

خیز تیر )آباکوس( 

 )متر(
 خطا )درصد(

0 -0.7042 -0.6958 1.21 

0.1 -0.7085 -0.6987 1.41 

0.2 -0.7177 -0.7117 0.85 

0.3 -0.7351 -0.7323 0.39 

0.4 -0.7673 -0.7666 0.10 

0.5 -0.8291 -0.8253 0.47 

0.6 -0.9591 -0.9347 2.61 

 

 بررسی تغییرات محل ترک -4-5-2

ر ، با بررسی خیز بیشینه دشنهادشدهیپدر این بررسی، دقت مدل 

𝑎/ℎحالتیکه عمق ترک ) = 0.3, ( ثابت فرض شده است 0.5

0.05و تغییر محل ترک بین  − افتد، طول تیر اتفاق می 0.95

 شود.بررسی می( 53-56مطابق شکل )
 

 
 (SS-SSآرمه )محل ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث -53شکل

 

 
 (C-Cآرمه )محل ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث -52شکل

 
 (C-Fآرمه )محل ترک روی میزان خیز تیر بتن ریتأث -56شکل

 

ی مناسب ریپذانعطاف( دقت و 53-56های )مقایسه و بررسی شکل

-SSکه در شرایط مرزی طوریدهد، بهرا نشان می شدهارائهروش 

SS  وC-F سازی اجزای محدود های مربوط به نتایج مدلمنحنی

 3.7بر یکدیگر منطبق هستند )بیشینه خطای  کاملاًو آباکوس 

درصد، در نظر نگرفتن  6.45دلیل خطا  C-Cدرصد(، در حالت 

به نظر  یبرنول-اثرات نیروی برشی در فرضیات تئوری تیر اویلر

پوشی است و با افزایش طول تیر این خطا ، که قابل چشمرسدیم

 .کندیمکاهش پیدا 

 

 ی ریگجهینت -5

ارای ترک ی دآرمهارتجاعی تیر بتن-در این مقاله رفتار استاتیکی

وش شده بر مبنای ارتقا رتحلیل و بررسی شده است. تحلیل انجام

اجزای تیر به  دو دسته، اجزای محدود و با استفاده از تقسیم 

ی اول، اجزای بدون ترک استاندارد صورت گرفته است. دسته

هستند که بر مبنای اصلاح ممان اینرسی ناشی از حضور میلگردها 

گر ی دی. دستهشوندیمو با روش مقطع تبدیل یافته، اصلاح 

ی دبنمیتقسجزءمحدود دارای ترک است که خود به سه بخش 

ریز بخش سمت چپ فنر پیچشی، بخش شود. بخش اول، می

دوم، فنر پیچشی و بخش سوم، ریز بخش سمت راست فنر پیچشی 

جزای ی سختی اهاسیماتر، شدهارائهباشد. با استفاده از روابط می

شود و سختی نهایی سازه استاندارد و دارای ترک، اصلاح می

مق و ع راتیتأثی حاضر مطالعهگردد. در دارای ترک، تعیین می

یج ی قرار گرفت و نتابررس موردمکان ترک روی میزان خیز تیر 

آن صحت سنجی شده است. مقایسه و بررسی نتایج به دست آمده 

 دهد:نشان می
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الف( تحت تمامی شرایط مرزی، همواره با افزایش عمق ترک، 

 صورتهبکند. روند افزایشی حاضر میزان خیز تیر افزایش پیدا می

 .باشدیمز عمق ترک قابل بیان تابعی صعودی ا

مرزی  ی تیر، تحت شرایطب( با تغییرات محل ترک از ابتدا تا میانه

فتار این ر کهیدرحالکند. دو سر ساده، خیز همواره افزایش پیدا می

ابتدا کاهشی و سپس افزایشی  رداریدوسرگدر شرایط مرزی 

ا بشود گیردار موجب می کسر. همچنین شرایط مرزی یباشدیم

تغییرات محل ترک از ابتدای تیر تا میانه ، همواره میزان خیز کاهش 

 پیدا کند.

یکسان مطابق با مفروضات،  کاملاًج( تحت بار و شرایط هندسی 

کمترین  گیردار و کسربیشترین میزان خیز تیر، در شرایط مرزی ی

 اتفاق افتاده است. رداریدوسرگآن تحت شرایط مرزی 

 1.5ی کمتر از از عمق ترک در محدوده د( تغییرات خیز ناشی

. گذاری، در نظر گرفته نشده استریتأثدلیل عدم ارتفاع تیر، به

 1.5ر از ی بیشتخطی بتن در محدودههمچنین به دلیل رفتارهای غیر

ارتفاع تیر، تغییرات خیز ناشی از عمق ترک نیز در این ناحیه در 

 شود.نظر گرفته نمی

دست آمده با تغییرات محل و عمق ترک نشان ی نتایج بهمقایسهه( 

سازی ترک در داد که راهکار جدید پیشنهاد شده برای مدل

با استفاده از روش اجزای محدود، با دقت مناسب  آرمهبتنتیرهای 

 .باشدقابل قبول می
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Abstract 

In this paper, the crack in the opening mode I is modeled for reinforced concrete Euler-Bernoulli 

beams by a development in the one-dimensional finite element method. In this model, 

characteristics of the crack are simulated by use of a rotational spring. In the proposed model, 

elements of the beam are divided into two categories, including elements with and without the 

crack. In the elements without the crack, the standard governing relationships of the beam are 

established with considering the moment of inertia of the reinforced cross section. In the elements 

with the crack, a change in the cross-section of the reinforced concrete due to the crack and a 

discontinuity in the crack point lead to an improvement in the standard governing relationships. 

In this case, the simulation of the crack is done by dividing the element to two sub-elements into 

the two sides of the rotational spring. The stiffness matrices of the two sub-elements and the 

improved stiffness matrix of the element are derived by satisfying the continuity equation at the 

crack point. The effects of the depth and position of the crack and the location and the cross-

section area of reinforcing bars on the static behavior of the reinforced concrete beam are 

investigated. Comparing the results of the proposed model with the results of comprehensive 

modeling in Abacus software is applied to verify.  
 

Keywords: Finite Element Method, Reinforced Concrete, Euler-Bernoulli Beam Theory, Sub-

Element, Rotational Spring, Abaqus Software. 
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