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پیش گفتار

گرامͬ را عالم زاده ͬ اکبر عل استاد مرحوم فرزانه، ادیب و بزرگوار استاد خاطره و یاد آغاز در
نوین ریاضیات گسترش در ایشان ارزنده خدمات مرهون ایران ریاضیات جامعه که ͬ داریم م

ͬ کنیم: م تقدیم محترم خوانندگان به را وی از سخنͬ گرانقدر، استاد این پاسداشت به است.

و واژه ها آن در که است اسرارآمیز سرزمینͬ آنالیزی، انتزاعͬ اندیشه «جهان
ثابت فاصله با که ͬ  بینید م را موجوداتͬ گاه جنبشند. در نامتعارف پدیده های
این آرمیده اند. صفر در همواره گویی ͬ آیند، م صفر سوی به بینهایت از ͷی
همه و کرد ͬ توان م بوی را گلها همه است؛ تازگͬ از سرشار انگیز، دل بوستان
غایت که ͬ گیرد م جان پرسش این کوتاه، سیری از پس اما چشید. را میوه ها
غایتͬ یا بوده تفرجͽاهͬ بنای مقصود، آیا چیست؟ ناپیدایی و شͽفتͬ همه این
زودی به خواننده جست. بیشتری ژرفای در باید را پاسخ است؟ کار در ͬ تر متعال
گامهایش چنانکه ͬ شود، م روبرو مدرن آنالیز پایدار و جدی منسجم، جهانِ با
برای فزونتر شوقͬ ارزشمند، گنجینه های از پر دستانͬ با و ͬ شود م استوارتر

ͬ یابد.» م بعدی سفرهای

همراهͬ فوریه جبرهای دنیای به پرمایه سفری در را خواننده تا است آن پی در کتاب این
ارائه فوریه جبرهای مطالعه برای نیاز مورد اساسͬ مفاهیم بر نظام مند مروری حاضر اثر کند.

است: زیر موارد شامل که ͬ دهد م

، عملͽری جبرهای و باناخ جبرهای مبانͬ .١

ه



ماتریسͬ، آنالیز و طیف نظریه .٢

گروهͬ. جبرهای و ͷتوپولوژی گروههای نظریه مقدمات .٣

دانشͬ با خواننده که آوریم فراهم گونه ای به را لازم پیش نیازهای کوشیده ایم کتاب این در
شاخه این ذاتͬ ͬ های پیچیدگ به توجه با بپردازد. فوریه جبرهای مطالعه به ساختاریافته و جامع
راهنمایی هایی بخش، هر در داشته ایم. بنیادین مفاهیم عمیق درک بر ویژه ای تأکید آنالیز، از

است. شده ارائه معتبر مراجع با همراه بیشتر مطالعه برای
مفاهیم از ͬͺی ͬ شود، م داده نمایش A(G) با که ،G فشرده موضعا گروه روی فوریه١ جبر
ژان‐پیر فرانسوی ریاضیدان کارهای در ریشه که عملͽرهاست نظریه و ͷهارمونی آنالیز در مهم
فضاهای و فوریه٣ تبدیل با عمیقͬ ارتباط ریاضیات از شاخه این دارد. نوزدهم قرن در فوریه٢
پیدا گسترده ای کاربردهای نیز باناخ جبرهای و فشرده موضعاً گروه های نظریه در و دارد تابعͬ

است. کرده
وینر۴، نوربرت مانند ریاضیدانانͬ مشارکت با و بیستم قرن در عمدتاً فوریه جبر توسعه ی
ͬ شود م تعریف باناخ جبر ͷی به عنوان جبر این گرفت. صورت فولر۶ ویلیام و گلفاند۵، ایزرائیل
در و ͬ شود م ساخته غیرآبلͬ یا آبلͬ گروه های روی مشخص خاصیت های با توابعͬ طریق از که

ͬ کند. م ایفا کلیدی نقش تابعͬ آنالیز و نمایش نظریه
نمایش نظریه ی در که است ͷکلاسی فوریه جبر از تعمیمͬ ،B(G) اشتیل یس٧، فوریه جبر
اشتیل  یس٨ پیِر توسط مفهوم این دارد. اساسͬ نقش ͷهارمونی آنالیز و فشرده موضعاً گروه های
شͺل گیری اما ͬ گردد؛ م باز بیستم قرن اوایل به جبر این اولیه مفاهیم شد. داده توسعه دیͽران و
صورت رایͺوف٩ مارک مانند ریاضیدانانͬ کارهای با و بیستم قرن میانه ی در عمدتاً آن نظام مند

1. Fourier algebra
2. Jean-Pierre Fourier
3. Fourier transform
4. Norbert Wiener
5. Israel Gelfand
6. William Feller
7. Fourier-Stieltjes algebra
8. Pierre Stieltjes
9. Mark Raikov

و



طبیعͬ تعمیم ͬ کند. م مطالعه را ͷتوپولوژی گروه های روی ضربͽر توابع فضای جبر این گرفت.
نمایش نظریه در کاربرد همچنین و اشتیل یس١ اندازه های با عمیق ارتباط ،ͷکلاسی فوریه جبر
عملͽرهای نظریه زمینه های در جبر این امروزه است. جبر این معرفͬ دلایل از غیرآبلͬ گروه های

دارد. کاربرد غیرخطͬ سیͽنال های پردازش و پیشرفته کوانتومͬ ͷانیͺم فشرده،
به کتاب این در که است شده ارائه مختلف منابع در جبرها این از متنوعͬ های تعمیم
برای فوریه اشتیل یس، جبرهای p‐صورت مطالعه مثال عنوان به پرداخت. خواهیم آنها از برخͬ
شمار به ͷهارمونی آنالیز در بلند گامͬ شد، معرفͬ ٢ روندا توسط که ،Bp(G) ،۱ ≤ p <∞
با جبرها این ͬ دهد. م گسترش ناجابجایی ریاضیات و عملͽری فضاهای به را آن دامنه که ͬ رود م
فشرده عملͽرهای از فضاهایی p‐شاتن، رده های با (p = ۲) هیلبرت فضای ساختار جایͽزینͬ
B۲(G) = B(G) اشتیل یس فوریه ͷکلاسی جبر بر تعمیمͬ که ͬ دهند، م ارائه p‐نرم به مجهز
گروه های بر تابعͬ تحلیل و نمایش نظریه بررسͬ برای انعطاف پذیر چارچوبی تعمیم، این است.

ͬ شوند. م ظاهر گوناگونͬ ͬͺفیزی و ریاضͬ ساختارهای در که ͬ کند م فراهم فشرده موضعاً
بین انقباضͬ p‐کاملا́ های همریختͬ بررسͬ به پیشین، مطالعات بر تکیه با کتاب، این در
کاربردهایشان و جبرها این ارتباط درباره ارزشمندی بینش  که پرداخته ایم Bp(H) و Bp(G)

ͬ دهد. م ارائه
فضای زمینه، این در است. کرده ایفا کوانتوم ͷفیزی در کلیدی نقش همواره فوریه آنالیز
شناخته کوانتومͬ حالت های و موج توابع مدلسازی برای استاندارد چارچوبی به عنوان B۲(Rm)

موضعاً گروه ͷی G آن در که ،Bp(G) فضای به ساختار این تعمیم حال، این با ͬ شود. م
تعمیم، این ͬ دهد. م قرار پژوهشͽران اختیار در را قدرتمندتری تحلیلͬ ابزارهای است، فشرده
از ͬͺی دارد. کاربرد نیستند، پاسخͽو p = ۲ بر مبتنͬ مرسوم روش های که مواردی در به ویژه
p‐شاتن نرم های مطالعه و کوانتومͬ اطلاعات نظریه در چارچوب، این کاربردهای مهم ترین

درهم تنیدگ٣ͬ، مانند کوانتومͬ، سیستم های اساسͬ ͬ های ویژگ سنجش برای نرم ها این است.
کانال های تحلیل در مثال، برای ͬ روند. م کار به ۵ حالات وفاداری ۴و کوانتومͬ انسجام
ͬ تواند م که ͬ کنند م فراهم را کانال ها بین دقیق تر تمایز و مقایسه امͺان شاتن نرم های کوانتومͬ،

شود. منجر کوانتومͬ محاسبات و ارتباطات در پیشرفت هایی به

1. Stieltjes measures
2. Volker Runde
3. entanglement
4. quantum coherence
5. fidelity

ز



سیستم هایی مانند پیچیده تر، کوانتومͬ سیستم های بررسͬ امͺان Bp(G) ساختار همچنین،
این به علاوه ͬ کند. م فراهم را دارند، قرار انسجام کاهش یا کوانتومͬ نویز تأثیر تحت که
ͬ تواند م و است مفید چند ذره ای سیستم های در کوانتومͬ ͬ های همبستگ تحلیل برای چارچوب،

بینجامد. سیستم ها این بهینه سازی و کنترل برای جدید روش های توسعه به
با شاتن، نرم های و Bp(G) فضاهای مانند ریاضͬ، پیشرفته مفاهیم تلفیق خلاصه، به طور
نوآوری برای را راه بلͺه ͬ دهد، م ارائه کوانتومͬ پدیده های از بهتری درک نه تنها کوانتوم، ͷفیزی

ͬ سازد. م هموار کوانتومͬ فناوری های در
تصویر، بازسازی مانند تکنیͷ هایی اساس فوریه آنالیز داده، علم و سیͽنال پردازش در
پایه ای ،Bp(G) به روش ها این تعمیم است. عصبی شبͺه های بهینه سازی و فشرده سنجش
تقارن های با شبͺه هایی یا گراف ها مانند جابجایی، غیر محیط های به پرداختن برای جبری
که کاربردهایی در ویژه به ماشین، یادگیری در p‐شاتن نرم منظم سازی ͬ کند. م فراهم ذاتͬ،
ساختار در که زمانͬ ،ͷتکنی این .[٣١] است بوده نویدبخش دارند، اهمیت کم مرتبه تقریب های
شود منجر بالا ابعاد داده های پردازش برای نوینͬ الͽوریتم های به ͬ تواند م رود، کار به Bp(G)
p‐صورت از استفاده نمونه، عنوان به ͬ کنند. م حفظ را گروه بر مبتنͬ ساختارهای یا تقارن ها که
داده ها بازنمایی به و ͬ  نماید م پذیر امͺان را فشرده سنجش تکنیͷ های بهبود فوریه، تبدیل های

ͬ کند. م ͷکم دقیق تر و کارآمدتر شͺلͬ به
سیستم های و نمایش نظریه بین عمیقͬ ارتباط انقباضͬ، p‐کاملا́ ͬ های همریخت مطالعه
ͬ پردازند م فشرده موضعاً گروه های تعاملات بررسͬ به ͬ ها همریخت این ͬ کند. م برقرار ͬͺدینامی

ͬ دهند. م ارائه مرتبط ناورداهای و گروهͬ عملͽرهای درباره جدیدی دیدگاه و
با نگاشت های زیرا دارد؛ عملͽری جبرهای با تنگاتنگͬ ارتباط فوریه، جبرهای مطالعه
ظاهر آنها دوگان و هسته ای ∗C‐جبرهای مطالعه در طبیعͬ طور به انقباضͬ کاملا́ ‐p خاصیت
قدیمͬ ساختاری مسائل حل ∗C‐جبرها، پیشرفته تر طبقه بندی در یافته ها این .[١١] ͬ شوند م
ابزارهای رویͺرد این دارند. کاربرد جبرها تحلیل برای جدید ناورداهای ارائه و جبرها این درباره
فراهم ͬͺدینامی سیستم های و نمایش فضاهای بین دوگانه روابط بررسͬ برای قدرتمندی تحلیلͬ

ͬ شود. م آنها ͬͺتوپولوژی و جبری ͬ های ویژگ از عمیق تری درک به منجر که ͬ کند م
زمینه های در گسترده ای کاربردهای دارای Bp(G) جبر که داده اند نشان اخیر مطالعات

دارد. پیچیده داده های پردازش و مدرن کوانتومͬ ͷفیزی پیشرفته، ͷهارمونی آنالیز
را نیاز مورد نظری مبانͬ ٣ و ٢ فصل های ͬ پردازد، م Bp(G) مطالعه به که کتاب این در
نگارندگان پژوهشͬ دستاوردهای حاوی ۶ فصل از بخشͬ و ۵ ،۴ فصل های ͬ دهند. م پوشش
مͬ فوریه نوع از جبرهای مقوله تعمیم و گسترش به و هستند فوریه جبرهای تعمیم و گسترش در
.[۶٣ ،۵٩ ،۴–١] باشند مفید حوزه این به علاقمند پژوهشͽران کلیه برای توانند مͬ و پردازند
ارشد کارشناسͬ دانشجویان به احترام با را کتاب نویسندگان مطالب، گستردگͬ به توجه با

ح



مͬ تقدیم مجرد فوریه آنالیز به علاقمندان کلیه و محض ریاضͬ رشته در آنالیز گرایش دکتری و
کنند.

نصیری کامله دکتر خانم و دستجردی احمدی داود دکتر آقای زحمات از است شایسته
همچنین کنیم. سپاسͽزاری پذیرفتند، را کتاب ادبی و علمͬ ویراستاری زحمت که پیربازاری
نویس دست نسخه حروفچینͬ و تایپ در که ریاضͬ رشته آموخته دانش فلاحتͬ شهلا خانم از

ͬ کنیم. م قدردانͬ کردند، شایانͬ ͷکم کتاب

جاده کناری ͬ احمد پور عل محمد و ͬ  یوسفͬ شمس مرضیه
اتاوا و رشت ،١۴٠۴ زمستان

ط



١ فصل

دیباچه

عبارت f فوریه تبدیل صورت، این در باشد. حقیقͬ خط روی «خوشرفتار» تابعͬ f کنید فرض
از است

f̂(x) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−۲πixtdt.

کرد: بازیابی f̂ روی از را f ͬ توان م زیر رابطه از صورت، این در

f(t) =

∫ +∞

−∞
f̂(x)e۲πixtdx.

دروس در را آن معمولا که است کاربردی ریاضیات در شده شناخته ابزارهای از ͬͺی مسیر این
ͬ دهیم. م آموزش دانشجویان به کارشناسͬ

f فوریه ضرایب ͬ شود. م تعریف f : R→ C متناوب تابع ͷی برای نیز فوریه سری
آن در که ،{f̂(n)}n∈Z از است عبارت

f̂(n) =

∫ ۱

۰
f(θ)e−۲πinθdθ.

١
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رابطه توسط f تابع و

f(θ) =

+∞∑
n=−∞

f̂(n)e۲πinθ (١ . ١)

سری همͽرایی ،ͷکلاسی آنالیز در متداول های چالش از ͬͺی ͬ شود. م بازیابی f̂ روی از
دوبار مانند ͬ هایی ویژگ خیر؟ یا ͬ کند م برقرار را (١ . ١) تساوی همͽرایی این آیا اینکه و است فوق
رابطه برقراری بر تضمینͬ پیوسته تابع برای چزارو میانگین از استفاده یا تابع بودن مشتق پذیر
مخابرات و ͷترونیͺال برق، در ͬ دهد م رخ همͽرایی عدم اثر در که مشͺلاتͬ است. (١ . ١)
مقال این حوصله از خارج آن به پرداختن که گیبس پدیده جمله از دارد، زیادی عینͬ نمونه های

است.
توابع این مطالعه است. ارزشمند ماست، دست در آن فوریه تبدیل که تابعͬ یافتن بنابراین،
موضوع که ͬ شود م فوریه جبرهای مطالعه به منجر جمعͬ، صورت به بلͺه انفرادی، صورت به نه
حقیقͬ خط روی فوریه نظریه مطالعه کاربرد از مثال هایی شد ذکر بالا در آنچه است. کتاب این
حالت های به مساله گسترش است. متناوب) تابع ͷی تناوب دامنه عنوان (به واحد دایره یا
بیستم قرن اوایل از ،G آبلͬ لزوما نه ͬͺتوپولوژی گروه ͷی روی فوریه جبر مطالعه آن، مجرد

شد. آغاز
راهنمایی به دکتری اش رساله در ایمارد١، پیر توسط یس اشتیل فوریه و فوریه جبرهای
رساله در اصلͬ هدف شدند. متولد ١٩۶۴ سال در پاریس دانشͽاه در ،٢ دیͺسمیر جاکوش
بود. آبلͬ غیر حالت در L۱(G) گروهͬ جبر توسط G فشرده موضعا گروه شناسایی ایمارد،
کراندار و پیوسته توابع شامل باناخ جبر معرف Cb(G) فشرده، موضعاً گروه ͷی G کنید فرض
هر باشد. ͬ کنند، م میل صفر به بی نهایت در که پیوسته توابع شامل باناخ جبر معرف C۰(G) و

کنید. مجهز یͺنواخت نرم و ای نقطه ضرب به را جبر دو
به متعلق ،f به وابسته فوریه تبدیل f̂ تابع باشد. ٣ پونتریاگین دوگان گروه Ĝ کنید فرض
جبر به متعلق ،µ منظم مختلط اندازه به وابسته فوریه اشتیل یس تبدیل µ̂ و ،L۱(Ĝ) گروهͬ جبر

.M(Ĝ) اندازه
دهید: قرار

A(G) = {f̂ | f ∈ L۱(Ĝ)}

1. Piere Eymard
2. Jacques Dixmier
3. Lev Semenovich Pontryagin
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و

B(G) = {µ̂|µ ∈M(Ĝ)}.

ماکسیمال ایده ال فضای و هشتند جابجایی باناخ جبرهای B(G) و A(G) صورت، این در
آبلͬ گروه روی فوریه اشتیل یس جبر B(G) و فوریه جبر A(G) است. یͺریخت G با A(G)
از مقدماتͬ نیازمند و است پیچیده تر آبلͬ غیر حالت در جبرها این ساختار ͬ شود. م تعریف G

ͬ شود. م پرداخته آن به ٣ فصل در کتاب این در که است معین مثبت توابع مفاهیم
مطالعه برای مهمͬ بسیار ابزار که است مترتب باناخ جبرهای این روی ماتریسͬ ساختارهای
داشت. خواهیم آن به اشاره ای مختصر ادامه در که ͬ دهد، م قرار ریاضیدانان اختیار در آنها رفتار
آروسن و ١ اسپرینگ استاین آثار پیشͽامͬ از بعد ١٩٧٠ دهه اواسط در عملͽری فضاهای
فضای ساختار شد. معرفͬ ریاضͬ جامعه به ١٩٨۶ سال در ٣ افراس توسط زمینه، این در ٢

گروه ͷی برای را آن که ایمارد، توسط شده معرفͬ اشتیل یس فوریه جبرهای روی عملͽری
در کامل طور به سپس و [٢٣] در ابتدا در ͬ دهند، م نشان B(G) نماد با G مانند فشرده موضعاً
معین کامل طور به آن ۴ مجرد عملͽری فضای ساختار ،[٢۴] در گرفت. قرار بررسͬ مورد [٢۴]
∗C‐جبر که آن دوگان پیش از اشتیل یس فوریه جبر روی طبیعͬ عملͽری فضای ساختار شد.
دوگان از ،A(G) فوریه جبر عملͽری فضای ساختار همچنین ͬ آید. م به دست است، C∗(G)
برای (λ۲,G, (L۲(G)) چپ منظم نمایش توسط شده تولید ،V N(G) نویمان فون جبر یعنͬ آن
فضای ساختار آمدن به دست نحوه این از بسیاری محققین ͬ شود. م Gگرفته فشرده موضعاً گروه
جبرهای روی مختلفͬ مسائل بررسͬ به و کرده استفاده B(G) و A(G) جبرهای برای عملͽری
جبر از کراندار کاملا́ ͬ های همریخت ،[۴٠] در مثال برای پرداخته اند. فوریه اشتیل یس و فوریه
و ایل۵ͬ توسط مذکور عملͽری فضای ساختار از استفاده با اشتیل یس فوریه جبر توی به فوریه
فیͽا‐تالامانکا‐ جبرهای پیدایش از بعد بعدی، گام در گرفته اند. قرار مطالعه مورد اسپرانک۶
فیͽا‐تالامانکا توسط آبلͬ گروه   های برای ابتدا در که ،(۱ < p < ∞) ،Ap(G) ،٧ هرتس

1. William Forrest Stinespring
2. William Arveson
3. Edward G. Effros
4. abstract operator space
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7. Figà-Talamanca-Herz algebras
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معرفͬ [٣۵] ١ هرتس توسط فشرده موضعاً گروه های همه برای کلͬ حالت در سپس و [٢٧]
[۵٢] ٢ پیزیه توسط گرفته انجام مطالعات مبنای بر [١٨] در p‐عملͽری فضای مفهوم شدند،
گسترده طور به p‐عملͽری فضای از شده معرفͬ رویͺرد این یافت. تعمیم [۴۴] ٣ لمردی و
به دست p‐عملͽری فضای ͷی عنوان به Ap(G) برای نتایجͬ و گرفت قرار استفاده مورد
ساختار ͷی که Ap(G) روی p‐عملͽری ساختار از دیدگاه، این از نتیجه ای به عنوان آمد.
مورد را جبرهایی چنین روی انقباضͬ p‐کاملا́ ͬ های همریخت ایلͬ است، دوگانͬ p‐عملͽری

.[٣٧] داد قرار مطالعه
گرفت صورت بسیاری تلاش های فوریه اشتیل یس جبرهای p‐صورت کردن تعریف برای
نشان Bp(G) با را جبری چنین آن در و شد ارائه [۵۶] در روندا توسط تعریف ترین مناسب و
فوریه، نوع از جبرهای روی به مطالعات گسترش برای ͬ شود. م ارائه دوم فصل انتهای در که داد
به کتاب این سوم فصل در است. Bp(G) روی p‐عملͽری فضای ساختار تعریف به نیاز
فضای دوگان عنوان به آن گرفتن نظر در با Bp(G) جبر روی به p‐عملͽری ساختار معرفͬ
،١ . ۴ بخش در منظور این به ͬ پردازیم. م توابع، p‐شبه جامع جبر ،UPFp(G) p‐عملͽری
بر ماتریسͬ محاسبات به مربوط مفاهیم و QSLp‐فضاها مستقیم lp‐جمع مورد در مفاهیمͬ
نمایش ها مورد در مهمͬ ͬ های ویژگ ،٢ . ۴ بخش در ادامه در ͬ پردازیم. م عملͽری فضاهای روی
جزئیات با UPFp(G) جبر p‐عملͽری فضای ساختار نتیجه، عنوان به و ͬ رسد م اثبات به
دو در آمده به دست نتایج ،٣ . ۴ بخش فصل، این پایانͬ بخش در ͬ گیرد. م قرار بررسͬ مورد
جبر دوگانͬ پیش p‐عملͽری ساختار دقیق توصیف به تا شد خواهند گرفته کار به اول بخش

شود. پرداخته Bp(G)
فوریه جبرهای بنیادی ͬ های ویژگ از برخͬ ،G فشرده موضعاً گروه برای چهارم، فصل در
فوریه اشتیل یس جبرهای p‐صورت برای را خودتوان، عناصر فرم مثال عنوان به اشتیل یس،
فصل این در اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت روی افکنشͬ خواص برخͬ ͬ دهیم. م تعمیم
اهداف مهمترین از ͬͺی گروه، به گروه زیر از تابع توسیع قضایای مثال عنوان به ͬ شوند، م مطالعه
کرانداری p‐کاملا مطالعه ͬ کند. م ایفا آتͬ دستاوردهای در مهمͬ نقش که است فصل این
آفین (نگاشت همریختͬ ͷی با ترکیب صورت به که ͬ هایی همریخت یعنͬ وزنͬ، ͬ های همریخت
است. فصل این مهم اهداف از ͬͺی ͬ شوند، م ساخته زمینه گروه های روی آفین) ای قطعه یا
استفاده با فوریه اشتیل یس جبر به فوریه جبر از ،[۴٠] در نگاشت ها از دسته این مطالعه و تعریف

1. Carl Samuel Herz
2. Gilles Pisier
3. Christian Le Merdy
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انتهای در و است گرفته صورت اسپرانک و ایلͬ توسط آنها، طبیعͬ عملͽری فضای ساختار از
ͬ یابد. م تعمیم خود p‐صورت به کتاب این چهارم فصل

گروه های نیم روی فوریه جبرهای مورد در گرفته صورت تحقیقات مطالعه به پنجم فصل در
ͬ کنیم. م معرفͬ را آنها p‐صورت و گروهͬ نیم اشتیل یس فوریه و فوریه جبر و ͬ پردازیم م وارون

تاریخͬ سیر ١ . ١
برای کتاب اصلͬ فصول خواندن از پس را آن مطالعه بخش، این بودن تخصصͬ به توجه با

کنیم. مͬ توصیه دانشجویان
فوریه و فوریه جبر ͬ های همریخت ͬ پردازد، م آن به کتاب این که مهمͬ مسائل از ͬͺی
را کتاب این در بررسͬ مورد مسائل پیشرفت تاریخͬ سیر بخش، این در است.  اشتیل یس
پرداختند. زیر قضیه دو اثبات به [٨] در ٢ هلسن و ١ برلینگ ،١٩۵٢ سال در ͬ دهیم. م توضیح

کنید فرض همچنین، باشد. همبند و آبلͬ فشرده، موضعاً گروه G کنید فرض .١ . ١ قضیه
است. کراندار ٣ طیفͬ نرم در آن منفͬ و مثبت توان های که طوری به باشد، G روی fتبدیلͬ

است. G روی پیوسته مشخصه ͷیf صورت، این در
H از ͬͺی حداقل اگر باشند. فشرده موضعاً و آبلͬ گروه های H و G کنید فرض .١ . ٢ قضیه
این در هستند. یͺریخت ͬͺتوپولوژی لحاظ از G و H آنگاه باشند، همبند دوگان دارای G و

هستند. یͺریخت جبری لحاظ از L۱(H) و L۱(G) صورت،
صورت به توابع از مجموعه ای ،[٨] در برلینگ .١ . ٣ تذکر

f(t) =

∫ ∞

−∞
eitxdσ(x) (١ . ٢)

به نرمͬ وی است. حقیقͬ خط روی ۴ کراندار تغییر از تابعͬ σ(x) آن در که گرفت نظر در را
صورت

∥f∥ =
∫ ∞

−∞
|dσ(x)|

1. Arne Beurling
2. Henry Helson
3. Spectral Norm
4. function of bounded variation
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صادق M(f) = supn∈Z ∥fn∥ <∞ شرط در مربوط توابع صورت، این در کرد. تعریف
هستند.

عمومͬ شͺل کردن مشخص به [١٣] و [١٢] در ١٩۶٠ سال در ١ کوهن ادامه در
دلخواه و فشرده موضعاً و آبلͬ گروه های برای M(H) و L۱(G) بین کراندار ͬ های همریخت
به پرداخت آن اثبات به مقاله این در کوهن که نتایجͬ مهم ترین از ͬͺی پرداخت. H و G

است. زیر صورت

تک سازی فشرده {Ĝ, ۰} و فشرده موضعاً و آبلͬ گروه های H و G کنید فرض .۴ . ١ قضیه
که طوری به باشد M(H) به L۱(G) از همریختͬ Φ کنید فرض همچنین باشد. Ĝ ای نقطه
زیرگروه های همدسته های از متناهͬ تعداد صورت، این در است. {Ĝ, ۰} به Ĥ از نگاشتͬ Φ∗
برای که طوری به دارند وجود i = ۱, . . . , n که αi : Ki → Ĝ نگاشت های و Ki مانند Ĥ باز

که هستند خاصیت این دارای Ki از z و y ،x هر

αi(x+ y − z) = αi(x) + αi(y)− αi(z).

Si ⊂ Ki هر که طوری به دارد، وجود Ĥ = ∪ni=۱Si صورت به Ĥ از تجزیه ای صورت، این در
صفر یا Φ∗ همچنین، دارد. تعلق Ĥ باز زیرگروه های همدسته های توسط شده تولید حلقه به

است. برابر αi ها از ͬͺی با یا است
وجود M(H) به L۱(G) از ͬ ای همریخت ،{Ĝ, ۰} به Ĥ از نگاشت هایی چنین برای برعکس،
به را L۱(G) باناخ جبر Φ نگاشت همچنین، ͬ کند. م تولید را آن قبل قسمت تعبیر به که دارد

باشد. فشرده ،Ĝ فشرده زیرمجموعه هر برای Φ−۱
∗ اگر تنها اگرو ͬ  نگارد، م L۱(H)

α : Ĥ → Ĝ نگاشت بالا مفروضات با که ͬ کنیم م توجه .۵ . ١ تذکر

α|Si
= αi, i = ۱, . . . , n

است. آفین قطعه ای نگاشت ͷی

کرد. اثبات نیز را زیر قضیه کوهن

.µ ∗ µ = µ طوری که به باشد G فشرده موضعاً و آبلͬ گروه روی اندازه ای µ اگر .۶ . ١ قضیه
توسط شده تولید حلقه از Eعضوی آن در که است E مجموعه روی مشخصه  تابع ͷی µ̂ آنگاه،

است. Ĝ باز زیرگروه های همدسته های

1. Paul Joseph Cohen
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و A(G) فوریه اشتیل یس و فوریه جبرهای از کاملͬ توصیف [٢۵] در ایمارد ،١٩۶۴ در
پیرو داد. ارائه هستند، M(H) اندازه جبر و L۱(G) گروهͬ جبرهای از تعمیمͬ که ،B(H)

موضعاً گروه های برای کوهن نتایج که برآمدند سوال این به پاسخͽویی صدد در محققین آن
به ،١٩٨۶ در [٣۶] در ١ هاست ͬ یابد. م تعمیم چͽونه ( آبلͬ لزوماً نه و ) کلͬ حالت در فشرده
رساند. اثبات به را زیر قضیه او پرداخت. B(G) به A(G) از کراندار ͬ های همریخت توصیف

به A(G) از همریختͬ Φ و آبلͬ G فشرده، موضعاً گروه های H و G کنید فرض .١ . ٧ قضیه
دارد وجود G به Y از α آفین قطعه ای نگاشت و ،H از Y مجموعه زیر آنگاه، باشد. B(H)

داریم A(G) از u هر برای طوری که به

Φ(h) =

{
u ◦ α(h) h ∈ Y
۰ h /∈ Y . (١ . ٣)

ͬ ای همریخت (١ . ٣) رابطه آنگاه باشد، آفین نگاشت α و H از زیرمجموعه ای Y اگر برعکس،
است. B(H) به A(G) از

تولید حلقه به ،α نگاشت گراف ،Γα دهد نشان هاست که بود لازم قضیه این اثبات برای
[۴۵] لوزرت٢ که نتایجͬ ͷکم با دارد. تعلق G×H باز زیرگروه های همدسته های توسط شده
اندیس از آبلͬ زیرگروه دارای که G فشرده موضعاً گروه برای فقط امر این بود، آورده دست به

است. شده تضمین باشد، متناهͬ
پاولسن٣، توسط کراندار کاملا́ نگاشت های و عملͽری فضاهای نظریه  بعدی سال های در
کاملا́ عملͽرهای مطالعه به پیزیه امر ابتدای در یافت. توسعه روآن۵ و افراس پیزیه، بلچر۴،
[٩] در بلچر و [٢٣] در روآن و افراس سپس  .[۵٢] پرداخت باناخ فضاهای روی کراندار
موضوع این مهم کاربرد اولین گرفتند. نظر در عملͽری فضاهای عنوان به را B(G) و A(G)
عملͽری فضای ساختار که داد نشان اثر آن در او شد. ارائه [۵۴] در روآن توسط ١٩٩۵ سال در
باناخ جبر قدیمͬ کوهمولوژی به نسبت را بهتری و منعطف تر کوهمولوژی نظریه ی ،A(G) روی

1. Barry D. Host
2. Victor Losert
3. Vern Paulson
4. David Blecher
5. Zhi-Jun Ruan
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ضعیف پذیری میانگین مفهوم معرفͬ بر علاوه ٢ وود و ١ فارست ٢٠٠١ در ͬ دهد. م نتیجه
پرداختند: زیر قضیه اثبات به ،[٣٠] در ٣ عملͽری

هستند. معادل زیر گزاره های .١ . ٨ قضیه

است. کراندار کاملا́ عملͽری فضای هر به A(G) از کراندار نگاشت هر .١

است. کراندار کاملا́ V N(G) به A(G) از کراندار نگاشت هر .٢

دارد. متناهͬ اندیس از آبلͬ زیرگروه G .٣

A(G)⊗̃εA(G) A(G×G)و یͺریختͬ با (٣) حͺم که بود کرده اثبات لوزرت آن از پیش
است. خودش با فوریه جبر انژکتیو تانسوری ضرب A(G)⊗̃εA(G) آن در که است، معادل
است، (⊗̂) عملͽری تصویری تانسوری ضرب قوی ابزار در عملͽری فضاهای مفاهیم مزیت
موضعاً گروه برای A(G×G) با طبیعͬ طور به A(G)⊗̂A(G) ابزار، این با . [٢٢] و [١٠]
در ایلͬ ،٢٠٠٣ سال در نتایج این از استفاده با .[٢٣] است یͺریخت ،G دلخواه و فشرده
فرض با B(H) به A(G) از کراندار کاملا́ ͬ های همریخت تعیین به ،[٣٨] خود دکتری پایان نامه
اثبات را زیر قضایای ،[٣٩] خود اول مقاله در او پرداخت. G بودن گسسته و میانگین پذیری

کرد.

نگاشت و پذیر میانگین و گسسته G فشرده، موضعاً گروه های G و H کنید فرض .١ . ٩ قضیه
نگاشت و Y ∈ Ω(H) آنگاه، باشد. کراندار کاملا́ جبری همریختͬ ͷی Φ : A(G)→ B(G)

داریم A(G) از u هر برای که طوری به دارند وجود α : Y → G آفین قطعه ای

Φu =

{
u ◦ α(h) h ∈ Y
۰ h /∈ Y . (۴ . ١)

حالتͬ در (۴ . ١) در شده معرفͬ Φ نگاشت برد توصیف به زیر قضیه ارائه با ایلͬ همچنین،
پرداخت. خاص

1. Brian Forrest
2. Petet J. Wood
3. Operator Weak Amenability
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باشد. پذیر میانگین و گسسته G فشرده، موضعاً گروه های H و G کنید فرض .١ . ١٠ قضیه
است عبارت Φ تصویر آنگاه باشد، کراندار کاملا́ جبری همریختͬ Φ : A(G)→ A(H) اگر

}از
u ∈ A(H) :

Φ∗(h۱) = ۰⇒ u(h۱) = ۰
Φ∗(h۱) = Φ∗(h۲)⇒ u(h۱) = u(h۲), h۱, h۲ ∈ H

}
(۵ . ١)

«آبلͬ» فرض «میانگین پذیری» و بودن» «گسسته فرض های جای به که حالتͬ در قضیه این
است. برقرار باشیم، داشته را

از کراندار کاملا́ ͬ های همریخت همه برای ممͺن نتیجه  بهترین ،٢٠٠۵ در ایلͬ آن از بعد
کرد. اثبات را زیر قضیه ابتدا او .[۴٠] کرد ارائه را B(H) به A(G)

نگاشت برای اگر باشند. فشرده موضعاً گروه های H و G کنید فرض .١ . ١١ قضیه
صورت به A(G) از u هر برای Φα : A(G)→ B(H) نگاشت ،α : Y ⊂ H → G

Φαu(h) =

{
u ◦ α(h) h ∈ Y
۰ h /∈ Y. (۶ . ١)

صورت این در باشد، شده تعریف

است. کراندار کاملا́ Φα آنگاه باشد، پیوسته و آفین قطعه ای نگاشت ͷی α اگر .١

است. انقباضͬ کاملا́ Φα آنگاه باشد، پیوسته و آفین نگاشت ͷی α اگر .٢

است. مثبت کاملا́ Φα آنگاه باشد، باز زیرگروه ͷی روی همریختͬ نگاشت ͷی α اگر .٣

برقراری برای که داد نشان ایلͬ شد. انجام قضیه این عکس جهت در تلاش هایی همچنین،
است. اساسͬ پذیری میانگین شرط بالا، قضیه عکس

همریختͬ ͷی Φ و پذیر میانگین G فشرده، موضعاً گروه های H و G کنید فرض .١ . ١٢ قضیه
به  دارد وجود α : Y ⊆ H → G نگاشت صورت، این در باشد. B(H) به A(G) از کراندار

طوری که

.Φ = Φα و است آفین قطعه ای و پیوسته α آنگاه باشد، کراندار کاملا́ همریختͬ Φ اگر .١

.Φ = Φα و است آفین و پیوسته α آنگاه باشد، انقباضͬ کاملا́ همریختͬ Φ اگر .٢
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است باز زیرگروه روی همریختͬ و پیوسته α آنگاه باشد، مثبت کاملا́ همریختͬ Φ اگر .٣
.Φ = Φα و

آزاد١ گروه از نسخه ͷی شامل و غیرمیانگین پذیر گروه G اگر که داد نشان مثالͬ ارائه با او
که طوری به دارد، وجود Φ : A(G) → A(F۲) کراندار کاملا́ همریختͬ ͷی آنگاه باشد، F۲
ͬ کنیم م یادآوری نیست. (۶ . ١) در شده معرفͬ Φα فرم به αای آفین قطعه ای نگاشت هیچ برای
نتیجه در (که عضو n توسط هرگاه گویند، n رتبه از آزاد آبلͬ گروه ͷی را G گروه n ∈ N برای

باشد. شده تولید است) آنها وارون و ضربی ترکیبات همه شامل
پرداخت ،Ap(G) فیͽا‐تالامانکا‐هرتس، جبر برای خود نتایج تعمیم به ٢٠١۵ در او
٢٠١٠ در [١٨] در ٢ داوس توسط که p‐عملͽری ای فضای ساختار از مقاله این در او .[٣٧]
(۶ . ١) صورت به ͬ ها همریخت همه مقاله این در کرد. استفاده است، شده معرفͬ جبرها این برای
نتیجه ای نظر مورد مساله عکس راستای در و گرفت قرار بررسͬ مورد Ap(H) به Ap(G) از
ͷی Φ : Ap(G)→ Ap(H) نگاشت اگر که شد داده نشان واقع در شد. بیان خاص حالت در
Φ نگاشت ،α : H → G گروهͬ یͺریختͬ ͷی برای آنگاه باشد، انقباضͬ p‐کاملا́ یͺریختͬ

است. (۶ . ١) شͺل به

1. Free group
2. Matthew Daws



٢ فصل

باناخ فضاهای از مقدماتͬ

قرار استفاده مورد آینده فصل های در که ͬ پردازیم م قضایایی و تعاریف بیان به فصل این در
،٢ . ١ بخش در ͬ شوند. م ارائه بخش زیر دوازده مجموع در و بخش دو در مفاهیم این ͬ گیرند. م
فضاها، ‐Lp هیلبرت، فضاهای باناخ، جبرهای و فضاها ابتدایی ͬ های ویژگ و تعاریف ارائه به
در ͬ پردازیم. م کتاب این در استفاده مورد و... عملͽری فضاهای نویمان، فون و C∗ جبرهای
این در ظریفͬ نقش ضربها نوع این ͬ پردازیم. م تانسوری ضربهای انواع معرفͬ به ٢ . ٢ بخش

دارند. کتاب

باناخ جبرهای و فضاها ٢ . ١

چند و ͬ پردازیم م باناخ فضاهای کاربردی ͬ های ویژگ و تعاریف معرفͬ به ٢ . ١ . ١ زیربخش در
فضاهای اجمالͬ توصیف به ٢ . ١ . ٢ زیربخش در سپس ͬ کنیم. م معرفͬ را خاص باناخ فضای
مربوط قضایای و مفاهیم بیان به ۴ . ٢ . ١ و ٢ . ١ . ٣ های زیربخش در ادامه در ͬ پردازیم. م هیلبرت
در را باناخ فضاهای به مربوط مفاهیم نهایت در و پرداخته QSLp‐فضاها و Lp‐فضاها به
ادامه، در ͬ رسانیم. م پایان به فضاها این روی فیلترها به مربوط مفاهیم ارائه با ۵ . ٢ . ١ زیربخش
به طور را ارزنده ای نکات و ͬ پردازیم م نویمان فون و C∗ جبرهای توصیف به ۶ . ٢ . ١ زیربخش در
اول فصل از قسمت این بخش پایان p‐عملͽری و عملͽری فضاهای ͬ کنیم. م ارائه مختصر

١١
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هستند.
ارشد کارشناسͬ دروه دروس مقدماتͬ مفاهیم از اول فصل مطالب عمده است ذکر شایان
کتب کلیه در که برهان ها برخͬ آوردن از کتاب و فصل شدن طولانͬ پرهیزاز دلیل به هستند.

است. شده اعلام مناسب مراجع و شده پرهیز است، موجود ͷکلاسی

ویژه باناخ فضاهای ٢ . ١ . ١

چند انتها در و کرده بیان را تابعͬ آنالیز ای پایه مفاهیم مختصر خیلͬ به صورت بخش این در
و [۵۵] زیربخش، این مطالب برای مراجع مهم ترین ͬ کنیم. م مطرح را باناخ فضاهای از ویژگͬ

هستند. [١۴]
در زیر به صورت را اسͺالر) (ضرب «·» و برداری) (جمع «+» عمل های V مجموعه برای

بͽیرید: نظر

+ : V × V → V, (v۱, v۲) 7→ v۱ + v۲,

· : C× V → V, (λ, v) 7→ λ · v,

باشد. زیر خواص دارای هرگاه گوییم، C روی ١ برداری فضای را (V,+, ·) آنگاه

،v۱ + v۲ = v۲ + v۱, v۱, v۲ ∈ V .١

،(v۱ + v۲) + v۳ = v۱ + (v۲ + v۳) , v۱, v۲, v۳ ∈ V .٢

،∃۰ ∈ V, ∀v ∈ V, v + ۰ = v .٣

،∀v ∈ V, ∃v′ ∈ V (v′ = −v), v + v′ = ۰ .۴

همچنین،

،(λ۱ + λ۲)v = λ۱v + λ۱v, λ۱, λ۲ ∈ C, v ∈ V .۵

،λ(v۱ + v۲) = λv۱ + λv۲, λ ∈ C, v۱, v۲ ∈ V .۶

،(λ۱λ۲)v = λ۱(λ۲v), λ۱, λ۲ ∈ C, v ∈ V .٧

1. vector space
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.۱v = v, v ∈ V .٨

باشد زیر خواص دارای هرگاه ͬ نامیم، م توپولوژی ͷی را V زیرمجموعه های از τV خانواده

،∅, V ∈ τV .١

،∪i∈IAi ∈ τV آنگاه ،{Ai| i ∈ I} ⊆ τV اگر .٢

.∩nk=۱Ak ∈ τV آنگاه، {Ak; k = ۱ . . . n} ⊆ τV ،n ∈ N برای اگر .٣

این در باشد. V برداری فضای روی توپولوژی ͷی دهنده نشان τV کنید فرض .٢ . ١ تعریف
ͷی را (V, τV ) دوتایی باشند، پیوسته توپولوژی این به نسبت «·» و «+» اعمال اگر صورت

ͬ نامند. م ١ ͬͺتوپولوژی برداری فضای

باشد. است) C یا R معمولا˟ (که F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ٢ تعریف
زیر شرایط در α ∈ F هر و u,v ∈ V هر برای که است، ∥ · ∥ : V → R تابع V روی ٢ ͷی

ͬ کند: م صدق

.v = ۰ اگر تنها و اگر ∥v∥ = ۰ و ∥v∥ ≥ ۰ بودن) معین (مثبت .١

.∥αv∥ = |α| · ∥v∥ (همͽنͬ) .٢

.∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥(ͬمثلث (نامساوی .٣

نگاشت آنگاه ،v = ۰ که گرفت نتیجه (لزوماً) نتوان ∥v∥ = ۰ تساوی از v ∈ V برای اگر
دهید قرار ͬ نامند. م V فضای روی ٣ نیم نرم ͷی را ͬ ها ویژگ بقیه همراه به ∥ · ∥

N = N∥·∥ =
{
v ∈ V : ∥v∥ = ۰

}
.

نیم‐نرم پوچ فضای N فضای به است. V از بسته زیرفضای ͷی N که کرد ثابت ͬ توان م
افراز زیر هم ارزی رابطه از حاصل هم ارزی کلاس های به را V فضای ͬ توان م ͬ گویند. م ∥ · ∥

کرد

v ∼ v′ ⇐⇒ v − v′ ∈ N

1. topological vector space (T.V.S)
2. norm
3. semi-norm



آنها همریختی هاي و فوریه نوع از جبرهاي 14

ͬ کند م ایجاد زیر به صورت نرمͬ VN قسمتͬ خارج فضای روی به نیم‐نرم این

∥v +N∥V = inf
{
∥v − v′∥ : v′ ∈ N

}
v +N ∈ V

N
.

ͬ نامند. م ١ دار نرم فضای را نرم به مجهز برداری فضای .٢ . ٣ تعریف

فضا از عضوی به آن در کوشͬ دنباله هر که معنͬ این به ، تام دار نرم فضای .۴ . ٢ تعریف
ͬ نامند. م ٣ باناخ فضای ͷی را ٢ همͽراست،

T : V → W و بوده ͬͺتوپولوژی برداری فضای دو (W, τW ) و (V, τV ) کنید فرض
(در τW توپولوژی و دامنه) (در τV توپولوژی به نسبت T نگاشت ͬ گوییم م باشد. نگاشت ͷی
ͬͽهمسای ،T (v۰) از A ∈ τW ͬͽهمسای هر برای هرگاه است، پیوسته v۰ ∈ V نقطه در برد)

.T (v) ∈ A ،v ∈ B هر برای به طوری که باشد داشته وجود v۰ از B ∈ τV
T «نگاشت ͬ گوییم م T : V →W پیوسته نگاشت برای بیان، در راحتͬ برای این از پس
باشند یͺسان برد و دامنه روی توپولوژی های اگر همچنین است». پیوسته τV − τW به صورت
است. پیوسته τV توپولوژی به نسبت T نگاشت ͬ گوییم م فقط آنگاه باشند)، τV دو هر (مثلا́
نگاشت ͬ گوییم م سادگͬ برای آنگاه باشند، نرم از حاصل برد و دامنه توپولوژی های اگر نهایت در
دلیل این به T : (V, ∥ · ∥V )→ (C, | · |) مانند نگاشتͬ برای مثال عنوان به است. پیوسته T
(توجه است پیوسته T نگاشت ͬ گوییم م فقط هستند نرم از حاصل برد و دامنه توپولوژی های که
این بر علاوه ͬ کنیم). م پرهیز برد و دامنه فضاهای کنار در نرم و توپولوژی ذکر از غالبا که کنید
حذف نوشتار در سادگͬ دلیل به را فضا به مربوط اندیس دار، نرم فضاهای با کردن کار هنگام
مهم فضا روی بر تاکید اینکه مͽر ͬ کنیم؛ م استفاده ∥ · ∥ نماد از ∥ · ∥V نماد جای به و ͬ کنیم م
به ادامه در است. مختلط اعداد قدرمطلق همان | · | نماد از منظور که ͬ شویم م یادآور باشد.
پایه ای ویژگͬ چند بیان به داریم، کار و سر باناخ فضاهای با کتاب این سراسر در که دلیل این

ͬ کنیم. م بیان خاص حالت در را مفاهیم و پرداخته فضاها این
T ͬ گوییم م باشد. نگاشت ͷی T : V →W و بوده باناخ فضای دو W و V کنید فرض

هرگاه است، خطͬ نگاشتͬ

T (λv۱ + v۲) = λT (v۱) + T (v۲), v۱, v۲ ∈ V, λ ∈ C.

1. normed space
2. complete normed space
3. Banach space
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در هرگاه است، پیوسته T خطͬ نگاشت بالا، شرایط تحت که کرد ثابت ͬ توان م سادگͬ به
با را T : V →W مانند (پیوسته) کراندار و خطͬ عملͽرهای همه فضای باشد. پیوسته صفر
T ∈ B(V,W ) نگاشت برای آن نرم و بوده دار نرم فضا این ͬ دهند. م نشان B(V,W ) نماد

به صورت

∥T∥op = sup
{
∥T (v)∥ : ∥v∥ ≤ ۱, v ∈ V

}
(٢ . ١)

عملͽری نرم را نرم این که چرا است؛ ١ «عملͽر» کلمه ابتدای op اندیس دلیل ͬ شود. م تعریف
یعنͬ است. کراندار T خطͬ نگاشت که است این با معادل T پیوستگͬ وضوح به ͬ نامند. م

به طوری که باشد موجود C مثبت و ثابت عدد

∥T (v)∥ ≤ C∥v∥, v ∈ V.

ͬ شود. م بیان زیر قضیه در فضا این ویژگͬ مهم ترین

است. باناخ فضای ͷی B(V,W ) فضای ،W و V باناخ فضاهای برای .۵ . ٢ قضیه

هستند فضا این ٣ پذیر وارون و ٢ طولپا عملͽرهای B(V,W ) فضای عناصر مهم ترین از
ͬ کنیم. م ارائه تعریف ͷی در را آنها که

صورت دراین .T ∈ B(V,W ) و باشند باناخ فضای دو W و V کنید فرض .۶ . ٢ تعریف

.∥T (v)∥ = ∥v∥ ،v ∈ V هر برای هرگاه است، طولپا T نگاشت .١

به طوری که باشد موجود S ∈ B(W,V ) نگاشت هرگاه است، پذیر وارون T نگاشت .٢
.S ◦ T = idV ،T ◦ S = idW

.∥T∥op ≤ ۱ هرگاه است، ۴ انقباضͬ T نگاشت .٣

1. operator
2. isometric operators
3. invertible operators
4. contractive operators
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و باشد پوشا هرگاه است، ١ قسمتͬ خارج نگاشت T نگاشت .۴

∥T (v)∥ = inf
{
∥v′∥ : T (v) = T (v′)

}
, v ∈ V.

است زیر طولپای یͺریختͬ بیانگر قسمتͬ خارج نگاشت واقع در

V/ kerT =W.

همچنین است. ͷی به ͷی آنگاه باشد، طولپا T ∈ B(V,W ) عملͽر اگر که کنید توجه
است. طولپا آنگاه باشد، انقباضͬ وارون با انقباضͬ و پذیر وارون T اگر

استفاده B(V, V ) نماد جای به B(V ) نماد از سادگͬ برای است، V = W که حالتͬ در
نیست. جابجایی لزوماً که است ٢ یͺدار باناخ جبر ͷی از مثالͬ B(V ) صورت این در ͬ کنیم. م
پذیر وارون اعضای همه مجموعه اگر است. idV همانͬ نگاشت همان فضا این ضربی همانͬ
ترکیب عمل همراه به مجموعه این آنگاه دهیم، نشان Iso(V ) نماد با را B(V ) فضای طولپای و

ͬ دهد. م گروه ͷی تشͺیل
فضای برای که ͬ آید م به دست زمانͬ B(V,W ) فضای مثال های مهم ترین از دیͽر ͬͺی
و ͬ کنیم م استفاده V ∗ نماد از B(V,C) نماد جای به اینجا در .W = C دهیم قرار V باناخ
به طور (یا خط۴ͬ تابعک های را V ∗ فضای اعضای و نامیده V فضای ٣ دوگان فضای را آن
ͬ کند. م ایفا ای ویژه نقش آنالیز به مربوط مباحث در همواره فضا این ͬ نامیم. م تابعک) مختصر،

به صورت که است (٢ . ١) رابطه از خاصͬ حالت فضا این روی نرم

∥T∥op = sup
{
|⟨v, T ⟩| : ∥v∥ ≤ ۱, v ∈ V

}
. (٢ . ٢)

بین دوگانͬ رابطه نمایش بودن مرسوم دلیل به (٢ . ٢) رابطه در که ͬ کنیم م توجه ͬ شود. م بیان
کردیم. استفاده T (v) نماد جای به نماد این از ،⟨v, T ⟩ به صورت T ∈ V ∗ و v ∈ V اعضای
ͬ توان م را V باناخ فضای نرم که است این V ∗ و V فضای بین دوگانͬ رابطه مهم نتایج از ͬͺی

رابطه از

∥v∥ = sup
{
|⟨v, T ⟩| : ∥T∥op ≤ ۱, T ∈ V ∗}

1. quotient mapping
2. unital Banach algebra
3. dual space
4. linear functionals
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آورد. به دست
η ∈ W ∗ برای T ∗ ∈ B(W ∗, V ∗) ١ مزدوج عملͽر T ∈ B(V,W ) عملͽر برای
همچنین ͬ شود. م تعریف T ∗(η) : V → C, ⟨v, T ∗(η)⟩ = ⟨T (v), η⟩, v ∈ V به صورت

.∥T ∗∥op = ∥T∥op ͬ شود م نتیجه به آسانͬ
ͬ آیند. م به شمار تابعͬ آنالیز مهم قضایای از دو هر که ͬ پردازیم م قضیه دو بیان به اینجا در

آن از بسته زیرفضایی W ⊆ V و باناخ فضای ͷی V کنید فرض .(٢ هان‐باناخ ) ٢ . ٧ قضیه
Λ̃ ∈ V ∗ تابعک به ͬ توان م را Λ ∈W ∗ مانند کراندار و خطͬ تابعک هر صورت، این در باشد.

.∥Λ∥op = ∥Λ̃∥op به طوری که داد گسترش

به صورت W⊥ فضای V باناخ فضای ͷی از W زیرفضای ͷی برای

W⊥ =
{
T ∈ V ∗ : ⟨w, T ⟩ = ۰, ∀w ∈W

}
.

ͬ کنیم. م بیان را زیر اساسͬ قضیه بالا، رابطه به توجه با ͬ شود. م تعریف

صورت دراین باشد. آن از بسته زیرفضای ͷیW و باناخ فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ٨ قضیه
هستند برقرار زیر طولپای ͬ های یͺسان ریخت

W ∗ = V ∗/W⊥,

(
V/W

)∗
=W⊥.

آن که است V باناخ فضای دوم دوگان کتاب این در بحث مورد مهم فضاهای از دیͽر ͬͺی
و خطͬ تابعک های همه فضای V ∗∗ فضای واقع در ͬ دهیم. م نشان V ∗∗ = (V ∗)∗ نماد با را
عملͽری نرم F ∈ V ∗∗ مانند عضو ͷی برای مشابه به طور  است. F : V ∗ → C مانند کراندار

به صورت که ͬ شود م گرفته نظر در

∥F∥op = sup
{
|⟨T, F ⟩| : ∥T∥op ≤ ۱, T ∈ V ∗}.

ایجاد V ∗ فضای روی Fv مانند کراندار و خطͬ تابعک ͷی v ∈ V عضو هر ͬ شود. م تعریف
به صورت که ͬ کند م

Fv : V ∗ → C, Fv(T ) = ⟨v, T ⟩, T ∈ V ∗.

1. conjugate operator
2. Hahn-Banach
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ͬ گویند. م ١ ارزیابی تابعک ͷی Fv تابعک به ͬ شود. م بیان
بͽیرید نظر در را زیر نگاشت حال

κV : V → V ∗∗, κV (v) = Fv, v ∈ V. (٢ . ٣)

کردن محدود با و بوده V ∗∗ فضای از بسته زیرفضای ͷی ،κV نگاشت برد ،R(κV ) آنگاه
(κV )R : V → R(κV ) به صورت فوق نگاشت گرفتن نظر در با یعنͬ فضا، این برد به خود
نگاشت یعنͬ ͬ شود. م R(κVایجاد ) و V باناخ فضای دو بین ͬͺتوپولوژی ٢ یͺسان ریختͬ ͷی
V فضای ͬ توان م خاطر همین به است. طولپا وارونͬ با طولپا پوشا، ،ͷبه ی ͷی (κV )R خطͬ
بیان به ادامه در گرفت. نظر در نرم توپولوژی در V ∗∗ فضای از بسته ای زیرفضای عنوان به را

ͬ پردازیم. م باناخ فضاهای مورد در مهم تعریف چند

این صورت در باشد. باناخ فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ٩ تعریف

بسته زیرفضای یعنͬ این .V = V ∗∗ هرگاه ͬ نامیم، م ٣ بازتابی فضای ͷی را V .١
V بین طولپا یͺریختͬ ͷی κV و بوده چͽال V ∗∗ در نرم توپولوژی به نسبت R(κV )

باشد. V ∗∗ و

هر برای هرگاه است، W باناخ فضای در ۴ نمایش قابل متناهͬ به طور V ͬ گوییم م .٢
Tn : Vn → مانند یͺریختͬ ͷی a > ۱ عدد هر و V فضای از Vn بعد متناهͬ زیرفضای

.∥v∥a ≤ ∥Tn(v)∥ ≤ a∥v∥ ،v ∈ Vn هر برای به طوری که باشد داشته وجود W

متناهͬ به طور بازتابی غیر باناخ فضای هیچ هرگاه ͬ نامیم، م ۵ بازتابی فوق فضای را V .٣
هر هرگاه است، بازتابی فوق V باناخ فضای معادل به طور نباشد. V در نمایش قابل

باشد. بازتابی V در نمایش قابل متناهͬ به طور باناخ فضای

1. evaluation functional
2. homeomorphism
3. reflexive
4. finitely representable
5. super-reflexive
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هرگاه ͬ نامیم، م ١ هموار را V آنگاه باشد. باناخ فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ١٠ تعریف
و ∥T∥ = ۱ به طوری که باشد داشته وجود T ∈ V ∗ فرد به منحصر تابعک v ∈ V \{۰} برای

.⟨v, T ⟩ = ∥v∥

باشد. بازتابی فوق V ∗ اگر تنها و اگر است، بازتابی فوق V باناخ فضای .٢ . ١١ قضیه

کنید. مراجعه [٢۶] از ٢ قضیه به اثبات دیدن برای برهان.

برای است. بازتابی فضای ͷی بازتابی، فوق باناخ فضای هر ͬ رود م انتظار که همانطور
کنید. رجوع [٢۶] به فضاهایی چنین مورد در بیشتر ͬ های ویژگ دیدن

تحدب پیمانه ،ϵ ∈ (۰, ۲] هر برای باشد. باناخ فضای ͷی (V, ∥·∥) کنید فرض .٢ . ١٢ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر به صورت باناخ، فضای روی ∥ · ∥ نرم ٢

δ(ϵ) = inf

{
۱−

∥∥v + v′

۲
∥∥ : ∥v∥ ≤ ۱, ∥v′∥ ≤ ۱, ∥v − v′∥ ≥ ϵ

}
.

فضای و δ(ϵ) > ۰ ،ϵ ∈ (۰, ۲] هر برای هرگاه ͬ نامیم، م ٣ محدب یͺنواخت به طور را ∥ · ∥ نرم
ͬ نامیم. م محدب یͺنواخت به طور باناخ فضای ͷی را نرم این با V باناخ

∥v − v′∥ = ϵ شرط با را ∥v − v′∥ ≥ ϵ شرط ͬ توان م [٢۶] از ۹ ·۲ لم به توجه با .٢ . ١٣ تذکر
کرد. تعویض

یͺنواخت به طور ∥ · ∥ نرم اگر باشد. باناخ فضای ͷی (V, ∥ · ∥) کنید فرض .١۴ . ٢ قضیه
است. بازتابی باناخ فضای ͷی V آنگاه باشد، محدب

کنید. مراجعه [٢۶] از ۹ · ۱۲ قضیه به اثبات دیدن برای برهان.

صورت این در باشد. آن بسته زیرفضای ͷی W و باناخ فضای ͷی V کنید فرض .١۵ . ٢ تذکر

است)، باناخ فضای خود W(که آنگاه باشد، محدب یͺنواخت به طور فضای ͷی V اگر .١
و δV (ϵ) که این فرض با ϵ > ۰ هر برای زیرا است. محدب یͺنواخت به طور فضای ͷی
.δW (ϵ) ≥ δV (ϵ) داریم باشند، W و V فضاهای تحدب پیمانه های ترتیب به δW (ϵ)

1. smooth
2. modulus of convexity
3. uniformly convex
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W و باشد محدب یͺنواخت به طور باناخ فضای ͷی V اگر [٢۶] از ۹ · ۶ تمرین بر بنا .٢
یͺنواخت به طور نیز V/W قسمتͬ خارج فضای نرم آنگاه باشد، آن از بسته زیرفضای

ͬ شود. م محدب یͺنواخت به طور فضای ͷی V/W نتیجه در و است محدب

باشد، محدب یͺنواخت به طور V اگر [٢۶] از ۹ · ۱۰ قضیه و ۸ ·۴ لم از (i) قسمت بنابر .٣
است. هموار فضای ͷی V ∗ آنگاه

١ دوخطͬ نگاشت های به ͬ توان م هستند، اهمیت حائز تابعͬ آنالیز در که مفاهیمͬ بین از
کرد. اشاره

ͷی از منظور باشند. C میدان روی برداری فضاهای Z و W ،V کنید فرض .١۶ . ٢ تعریف
ͬ کند: م صدق زیر شرایط در که است T : V ×W → Z مانند نگاشتͬ ، دوخطͬ نگاشت

T (αv۱ + v۲, w) = αT (v۱, w) + T (v۲, w), ∀v۱, v۲ ∈ V, ∀w ∈W, ∀α ∈ C;
T (v, βw۱ + w۲) = βT (v, w۱) + T (v, w۲), ∀v ∈ V, ∀w۱, w۲ ∈W, ∀β ∈ C.

داشته وجود C > ۰ ثابت عدد هرگاه ͬ نامیم، م پیوسته را T دوخطͬ نگاشت .٢ . ١٧ تعریف
به طوری که باشد

∥T (v, w)∥Z ≤ C∥v∥V ∥w∥W , ∀(v, w) ∈ V ×W.

B(V ×W,Z) با Zرا فضای به V×W فضای از کراندار و دوخطͬ نگاشت های همه فضای
به صورت فضا این روی نرم ͬ دهیم. م نشان

∥T∥op = sup
{
∥T (v, w)∥Z : ∥v∥ ≤ ۱ ∥w∥ ≤ ۱, v ∈ V, w ∈W

}
را آن اعضای و ͬ دهیم م نشان B(X ×Y ) با را فضا این Z = C ͬ که حالت در ͬ شود. م تعریف
خطͬ عملͽری T : V ×W → C مانند دوخطͬ شͺل هر ͬ نامیم. م ٢ خطͬ دو صورت های

به صورت که ͬ کند م تولید W ∗ فضای به V فضای از J (T ) مانند کراندار و

J (T )(v) = Tv ∈W ∗, Tv :W → C, ⟨w, Tv⟩ = T (v, w), w ∈W, v ∈ V,

1. bilinear mappings
2. bilinear forms
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همچنین، است. تعریف قابل J : B(V ×W )→ B(V,W ∗) نگاشت لذا ͬ شود. م تعریف
به صورت S(T ) ∈ B(V ×W ) مانند دوخطͬ فرم ͷی T ∈ B(V,W ∗) خطͬ عملͽر هر

S(T )(v, w) = ⟨w, T (v)⟩, (v, w) ∈ V ×W.

دو واقع در است. تعریف قابل S : B(V,W ∗)→ B(V ×W ), نگاشت لذا ͬ کند. م تعریف
است برقرار زیر طولپای یͺسان ریختͬ نتیجه در و بوده یͺدیͽر معکوس S و J نگاشت

B(V ×W ) = B(V,W ∗). (۴ . ٢)

ͷی برای اگر کلͬ، حالت در ͬ رسانیم. م پایان به توپولوژی چهار معرفͬ با را بخش زیر این
باشد، V فضای روی نیم‐نرم ها از متشͺل τs = (pi)i∈I خانواده I مانند اندیس گذار خانواده
ͬ کند م تعریف زیر به صورت همͽرایی!) نوع ͷی) توپولوژی ͷی فضا این روی خانواده این آنگاه

τs − lim
j∈J

vj = v ⇐⇒ lim
j∈J

pi(vj) = pi(v), ∀i ∈ I, (vj)j∈J, v ∈ V.

ͬ کنیم. م معرفͬ باناخ فضاهای روی به را نیم‐نرم هایی چنین از خانواده چند حال
اندیس گذاری V ∗ فضای توسط که V فضای روی به نیم‐نرم هایی از (pT )T∈V ∗ خانواده

بͽیرید نظر در زیر به صورت را شده اند

pT : V → R+ ∪ {۰}, pT (v) = |⟨v, T ⟩|, v ∈ V.

با و گفته ١ ضعیف توپولوژی آن به که ͬ کنند م تولید توپولوژی ͷی نیم‐نرم ها از خانواده این
داریم ͬ دهیم. م نشان τw

τw − lim
j∈J

vj = v ⇐⇒ lim
j∈J
⟨vj , T ⟩ = ⟨v, T ⟩, ∀T ∈ V ∗, (vj)j∈J, v ∈ V.

در که ͬ کند م ایجاد توپولوژی ͷی ، V ∗ فضای خود، دوگان روی به نیز V فضای همچنین،
V ∗ فضای روی به نیم‐نرم ها از (pv)v∈V خانواده ͬ شود. م حاصل ارزیابی تابعک های از واقع

1. weak topology
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١ ضعیف‐ستاره توپولوژی را نیم‐نرم ها از خانواده این از حاصل توپولوژی بͽیرید. نظر در را
است زیر به صورت توپولوژی این به نسبت همͽرایی ͬ دهیم. م نشان τw∗ با و ͬ نامیم م

τw∗ − lim
j∈J

Tj = T ⇐⇒ lim
j∈J
⟨v, Tj⟩ = ⟨v, T ⟩, ∀v ∈ V, (Tj)j∈J, T ∈ V ∗.

ͬ پردازیم. م B(V ) فضای روی به عملͽری توپولوژی دو معرفͬ به V باناخ فضای برای پایان، در
بͽیرید نظر در زیر به صورت را فضا این روی زیر نیم‐نرم  های

pv,∥·∥ : B(V )→ R+ ∪ {۰}, pv,∥·∥(S) = ∥S(v)∥, S ∈ B(V ), v ∈ V,

p(v,T ) : B(V )→ R+ ∪ {۰}, p(v,T )(S) = |⟨S(v), T ⟩|, S ∈ B(V ),

نیم‐نرم های از خانواده دو از حاصل توپولوژی های .(v, T ) ∈ V × V ∗ آن در که
توپولوژی و قوی عملͽری توپولوژی ترتیب به را (p(v,T ))(v,T )∈V×V ∗ و (pv,∥·∥)v∈V
و (Sj)j∈J برای ͬ دهیم. م نشان τw.o.t و τs.o.t نماد های با و نامیده ٢ ضعیف عملͽری

است زیر به صورت توپولوژی ها این در همͽرایی B(V ) فضای از S

τs.o.t − lim
j∈J

Sj = S ⇐⇒ lim
j∈J
∥Sj(v)− S(v)∥V = ۰, ∀v ∈ V,

τw.o.t − lim
j∈J

Sj = S ⇐⇒ lim
j∈J
|⟨Sj(v)− S(v), T ⟩| = ۰, ∀(v, T ) ∈ V × V ∗.

هیلبرت فضاهای ٢ . ١ . ٢

قرن اوایل در است، شده گرفته آلمانͬ ریاضیدان هیلبرت دیوید از آنها نام که هیلبرت٣، فضاهای
شͺل بینهایت بعدی برداری فضاهای و انتگرال معادلات به مربوط مطالعات نتیجه در و بیستم
صورت بندی را ضرب داخلͬ کامل فضاهای این ١٩١٠ تا ١٩٠۴ سال های بین هیلبرت گرفتند.
آن مدرن اصل بندی و داد تعمیم را مفهوم این ١٩٢٩ سال در نویمان فون جان بعدها و کرد
تابعͬ آنالیز کوانتوم، ͷانیͺم در اساسͬ نقش هیلبرت فضاهای امروزه کرد. پایه گذاری را

1. weak-star topology
2. strong operator topology and weak operator topology
3. Hilbert spaces
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و طیفͬ نظریه فوریه، آنالیز برای لازم ریاضͬ چارچوب و ͬ کنند م ایفا کاربردی ریاضیات و
ͬ سازند. م فراهم را دیͽر زمینه های از بسیاری

فضاها این ͬ پردازیم. م هیلبرت فضاهای درباره اولیه مفاهیم ارائه به کوتاه بخش زیر این در
گرفت. نظر در C داخلͬ ضرب فضای از تعمیمͬ ͬ توان م را

نگاشتͬ H روی ١ داخلͬ ضرب ͷی باشد. C روی برداری فضای ͷی H کنید فرض
باشد: زیر خواص دارای که است ⟨·, ·⟩H : H×H → C به صورت

،⟨ξ, ξ⟩H ≥ ۰ .١

،ξ = اگر۰ تنها و ,ξ⟩اگر ξ⟩H = ۰ ،ξ ∈ H برای .٢

،⟨ξ, η⟩H = ⟨η, ξ⟩H ، ξ, η ∈ H برای .٣

.⟨λξ + γη, ζ⟩H = λ⟨ξ, ζ⟩H + γ⟨η, ζ⟩H ، ξ, η, ζ ∈ H, λ, γ ∈ C برای .۴

ͬ کند م القا زیر شͺل به نرم ͷی داخلͬ ضرب

∥ξ∥H =
√
⟨ξ, ξ⟩H, ξ ∈ H.

گویند. ٢ داخلͬ ضرب فضای را داخلͬ ضرب به مجهز برداری فضای .٢ . ١٨ تعریف

برقرار زیر روابط صورت، این در باشد. داخلͬ ضرب فضای H کنید فرض .٢ . ١٩ قضیه
هستند.

٣ شوارتس نامساوی .١

|⟨ξ, η⟩H| ≤ ∥ξ∥H∥η∥H, ξ, η ∈ H,

۴ الاضلاع متوازی قانون .٢

∥ξ + η∥۲H + ∥ξ − η∥۲H = ۲∥ξ∥۲H + ۲∥η∥۲H, ξ, η ∈ H.

1. inner product
2. inner product space
3. Schwarz’s inequality
4. parallelogram law
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است، هیلبرت Hفضای ͬ گوییم م باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷیH کنید فرض .٢ . ٢٠ تعریف
باشد. کامل داخلͬ، ضرب از القایی نرم با هرگاه

شمارا چͽال زیرمجموعه ͷی هرگاه گوییم، ١ جدایی پذیر را هیلبرت فضای ͷی .٢ . ٢١ تعریف
باشد. داشته

مانند دنباله ای ،H جدایی پذیر هیلبرت فضای برای ٢ یͺه متعامد پایه ͷی .٢ . ٢٢ تعریف
باشد زیر ͬ های ویژگ دارای که است (wk)k∈N

،⟨wk, wj⟩H = δkj ،k, j ∈ N برای .١

،∥wk∥H = ۱ ،k ∈ N برای .٢

.ξ =
∑∞
k=۱ ckwk ،ck = ⟨ξ, wk⟩H و ξ ∈ H برای .٣

یافته تعمیم ٣ فوریه سری ξ ∈ H عضو نمایش در موجود
∑∞
k=۱ ckwk سری به .٢ . ٢٣ تذکر

ͬ شوند. م نامیده (wk)k∈N پایه حسب بر ξ عضو فوریه ضرایب ck = (ξ, wk) اعداد و گویند
همچنین

∥ξ∥۲H =

∞∑
k=۱

(ξ, wk)
۲
H, ξ ∈ H.

باشد. H در یͺه متعامد پایه ͷی {ek}∞k=۱ و هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٢۴ . ٢ قضیه
آنگاه

ͬ شود، م نامیده بسل۴ نامساوی که
∑∞
k=۱ |⟨x, ek⟩|۲ ≤ ∥x∥۲ رابطه x ∈ H هر برای (١

است. برقرار
هستند: معادل زیر احͺام (٢

است. متعامد پایه ͷی {ek} (الف)

.x =
∑∞
k=۱⟨x, ek⟩ek ،x ∈ H هر برای (ب)

1. separable Hilbert space
2. orthonormal basis
3. Fourier series
4. Bessel’s inequality
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نامیده ١ پارسوال تساوی رابطه این .∥x∥۲ =
∑∞
k=۱ |⟨x, ek⟩|۲ ،x ∈ H هر برای (پ)

ͬ شود. م

دارد. یͺه متعامد پایه ͷی جدایی پذیر هیلبرت فضای هر .٢۵ . ٢ گزاره

ͬ پردازیم. م ٢ ریس نمایش مشهور قضیه بیان به زیربخش، این پایان در

مختلط اعداد میدان روی هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض ریس) (نمایش .٢۶ . ٢ قضیه
به طوری که دارد وجود hg ∈ H فرد به منحصر عضو g ∈ H∗ عضو هر برای باشد. C

،⟨h, g⟩ = ⟨h, hg⟩H ،h ∈ H هر برای و ∥g∥op = ∥hg∥H

است. H ∼= H∗ ∼= H∗∗ زیر ͬ های یͺریخت برقراری بیانگر بالا قضیه
هستند. محدب یͺنواخت به طور و هموار بازتابی، فوق هیلبرت فضاهای

Lp‐فضاها ٢ . ١ . ٣

کوتاهترین که ͬ شود م تلاش اینجا در است. [١٩] کتاب از ۷·۱ بخش از برگرفته غالباً قسمت این
شود. گرفته پیش در Lp‐فضاها مورد در مطالب ارائه برای پیوستگͬ) حفظ (با ممͺن مسیر
اسͺالر مزدوج دهنده نشان p′ عدد ͬ کنیم م فرض ،p ∈ [۱,∞] عدد برای کتاب این سراسر در

. ۱p +
۱
p′ = ۱ یعنͬ باشد، آن

دارای هرگاه ͬ نامیم، م σ‐جبر ͷی Xرا زیرمجموعه های از ∆X Xخانواده مجموعه برای
باشد: زیر خواص

،X ∈ ∆X .١

،Ac ∈ ∆X آنگاه ،A ∈ ∆X اگر .٢

است. X∆متعلق به ∪∞k=۱Ak ،∆X از {Ak; k ∈ N} خانواده برای .٣

باشد. زیر خواص دارای هرگاه ͬ نامیم، م اندازه ͷی را µ : ∆X → [۰,∞] تابع

،µ(A) ≥ ۰ ،A ∈ ∆X برای .١

1. Parseval’s identity
2. Reisz representation theorem
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،µ(∅) = ۰ .٢

.µ(∪̇∞k=۱Ak) =
∑∞
k=۱ µ(Ak) .٣

ͬ شود. م ١گفته پوچ ‐µ مجموعه µ(A) = ۰ که X در مشمول A مانند زیرمجموعه هایی به
دوتایی آنگاه باشد، اندازه ͷی µ و X زیرمجموعه های از σ‐جبر ͷی ∆X اگر حال
ͬ نامیم. م اندازه فضای ͷی را ((X,∆X , µ) تایی سه σ‐جبر، روی تاکید هنگام یا (و (X,µ)

.A ∈ ∆X هرگاه گوییم، پذیر اندازه مجموعه ͷی را X در مشمول A مجموعه زیر همچنین،
اندازه فضاهای روی تابع ͷی دهنده نشان f : (X,∆X , µ)→ (Y,∆Y , ν) کنید فرض
،∆Y در B هر برای هرگاه است، پذیر اندازه f ͬ گوییم م باشد. (Y,∆Y , ν) و (X,∆X , µ)

f−۱(B) از منظور Y در مشمول B زیرمجموعه برای اینجا در .f−۱(B) ∈ ∆X مجموعه
.f−۱(B) =

{
x ∈ X : f(x) ∈ B

}
دقیق تر به طور است. f تابع Bتحت زیرمجموعه معکوس تصویر

خانواده توسط شده تولید σ‐جبر دهنده نشان B و ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X, τX) کنید فرض
آن ها کوچͺترین نتیجه در و بوده τX شامل σ‐جبرهای همه اشتراک واقع در که باشد، τX
ͷی را شود تعریف B σ‐جبر روی که ای اندازه هر و ٢ بورل σ‐جبر را B خانواده است.

ͬ نامند. م ٣ بورل اندازه
ͬ کنیم. م بیان را بورل اندازه ͷی ͬ های ویژگ از فهرستͬ اینجا در

µ اندازه ͬ گوییم م آنگاه باشد. بورل اندازه ͷی (X,B, µ) کنید فرض .٢ . ٢٧ تعریف

.µ(K) <∞ ،K فشرده زیرمجموعه هر برای هرگاه است، متناهͬ فشرده مجموعه های روی .١

،A ∈ B هر برای هرگاه است، ۴ درونͬ منظم .٢

µ(A) = sup
{
µ(K) : فشرده K و K ⊆ A

}
.

،A ∈ B هر برای هرگاه است، ۵ بیرونͬ منظم .٣

µ(A) = inf
{
µ(O) : باز O و A ⊆ O

}
1. µ-null
2. Borel σ-algebra
3. Borel measure
4. inner regular
5. outer regular
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باشد. بیرونͬ و درونͬ منظم هرگاه است، منظم .۴

داشته وجود x از U ͬͽهمسای ͷی ،x ∈ X نقطه هر برای هرگاه است، متناه١ͬ موضعاً .۵
با ͬͽهمسای ͷی دارای X از نقطه هر دیͽر، عبارت به .µ(U) <∞ به طوری که باشد

باشد. متناهͬ اندازه

باشد. متناهͬ موضعاً و منظم هرگاه است، ٢ رادون .۶

همه از که است ٣ ͹لب اندازه R حقیقͬ اعداد مجموعه روی معروف اندازه های از ͬͺی
اندازه ای ͹لب اندازه واقع در است. رادون اندازه ͷی و بوده برخوردار بالا در شده ذکر صفات
b− a یعنͬ بازه طول مقدار غیره) و I = (a, b) (یا I = [a, b] به صورت بازه هر به که است
تعریف زیر به صورت ͹لب بیرونͬ اندازه R در A زیرمجموعه هر برای و ͬ دهد م اختصاص را

ͬ شود م

µ∗(A) = inf
{ ∞∑
k=۱

bk − ak : A ⊆ ∪∞k=۱(ak, bk)
}
.

هرگاه ͬ کند، م صدق ۴ کاراتئودوری شرط در R در A زیرمجموعه ͬ گوییم م

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac), E ⊆ R.

ͬ کنند، م صدق کاراتئودوری شرط در که R زیرمجموعه های همه خانواده که داد نشان ͬ توان م
͹لب خارجͬ اندازه همان σ‐جبر این اعضای برای ͹لب اندازه و ͬ دهد م σ‐جبر ͷی تشͺیل

بود. خواهد
با ν : ∆X → [−∞,∞] مانند نگاشتͬ (X,∆X) فضای روی ۵ دار علامت اندازه

است. زیر خواص

،ν(∅) = ۰ .١

1. locally finite
2. Radon
3. Lebesgue measure
4. Carathéodory criterion
5. signed measure
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.ν(∪̇∞k=۱Ak) =
∑∞
k=۱ µ(Ak) .٢

تجزیه قضیه در کند. اخذ ͬ تواند م را ”∞” یا ” −∞” مقدار دو از ͬͺی ν که ͬ کنیم م توجه
مثبت اندازه دو تفاضل به صورت ͬ توان م را علامت دار اندازه هر که ͬ شود م ثابت ١ جردن

کرد. تجزیه یͺتا به صورت
دو دارای دار علامت اندازه همانند که است نگاشتͬ µ : ∆X → C ٢ مختلط اندازه
λ و ν آن در که است ν + iλ به صورت تجزیه قابل همچنین و بوده بالا در شده بیان خاصیت

هستند. دار علامت اندازه های
هر ازای به هرگاه گوییم، پذیر) اندازه (یا پذیر µ‐اندازه را f : (X,µ) → C تابع
زیر قضیه باشد. پذیر µ‐اندازه ای مجموعه f−۱(B) مجموعه B ⊆ C بورل زیرمجموعه

است: برقرار

اندازه پذیر توابع f, g : X → R و باشد اندازه فضای ͷی (X,A) کنید فرض .٢ . ٢٨ قضیه
آنگاه باشند.

است. اندازه پذیر f + g تابع .١

است. اندازه پذیر f · g تابع .٢

است. اندازه پذیر αf تابع ،α ∈ R هر برای .٣

اندازه پذیرند. f− = −min(f, ۰) و f+ = max(f, ۰) توابع .۴

است. اندازه پذیر |f | تابع .۵

تشͺیل حقیقͬ برداری فضای ͷی حقیقͬ پذیر اندازه توابع مجموعه ͬ دهد م نشان بالا قضیه
ͬ دهیم. م نمایش B(X) با را توابعͬ چنین همه برداری فضای ͬ دهند. م

مجموعه هرگاه f ∼ g ͬ نویسیم م و برابرند ٣ جا همه µ‐تقریبا ،g و f تابع دو ͬ گوییم م
رابطه ͷی ” ∼ ” رابطه که ͬ کنیم م توجه باشد. µ‐پوچ ای مجموعه

{
x ∈ X : f ̸= g

}
خارج فضای ،B(X) برداری فضای از ما منظور ͬ کند. م تعریف B(X) فضای روی هم ارزی

است. هم ارزی رابطه این به نسبت قسمتͬ

1. Jordan decomposition theorem
2. complex measure
3. µ-almost everywhere
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پذیر اندازه توابع از خاصͬ دسته با نحوی به که داریم سروکار فضاهایی با کتاب این در
این برای است. اهمیت حائز ١ ͹لب پذیر انتگرال توابع همه فضای ما برای هستند. ارتباط در
٣ مشخصه تابع A ⊆ X زیرمجموعه برای ͬ کنیم. م ارائه را ساده٢ تابع ͷی تعریف منظور

به  صورت و داده نشان χA با را A مجموعه

χA : X → {۰, ۱}, χA(x) =

{
۱, x ∈ A,
۰, x /∈ A, .

شͺل به تابعͬ s : (X,∆X , µ)→ C ساده تابع ͬ کنیم. م تعریف

s =

n∑
k=۱

αkχAk , (Ak)
n
k=۱ ⊆ ∆X , n ∈ N.

به صورت µ اندازه به نسبت تابع این انتگرال ∫است.
X

n∑
k=۱

αkχAk(x)dµ(x) =

n∑
k=۱

αkµ(Ak).

نشان S(µ) با را (X,µ) اندازه فضای روی به ساده توابع همه مجموعه ͬ شود. م محاسبه
ͬ دهیم. م

مختلط پذیر اندازه تابع هر برای نتیجه در و پذیر اندازه نامنفͬ تابع هر برای که ͬ دانیم م
به طوری که است موجود (sn)n∈N مانند ساده توابع از ای دنباله ،f : X → C مانند ∫مقدار

X
f(x)dµ(x) = lim

n→∞

∫
X
sn(x)dµ(x),

راست سمت انتگرال مقدار است. پذیر اندازه تابع ͷی ͹لب انتگرال تعریف بالا، رابطه که
تابع ͷی را f پذیر اندازه تابع شود، متناهͬ مقدار این که حالتͬ در شود. نهایت بی ͬ تواند م
نخست گام زیر تعریف ارائه با حال ͬ گویند. م پذیر) انتگرال سادگͬ برای (یا پذیر µ‐انتگرال

ͬ داریم. برم را

1. Lebesgue integrable
2. simple function
3. characteristic function
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تابع .p ∈ [۱,∞) و باشد اندازه فضای ͷی (X,µ) فضای کنید فرض .٢ . ٢٩ تعریف
و بوده پذیر µ‐اندازه تابع ͷی هرگاه ͬ نامیم، م ١ پذیر p‐انتگرال تابع ͷی را f : X → C

یعنͬ باشد، پذیر µ‐انتگرال تابع ͷی |f |p ∫تابع
X
|f(x)|pdµ(x) <∞.

نشان (Lp(X) با سادگͬ برای یا (و Lp(X,µ) با را پذیر p‐انتگرال توابع همه فضای
کنید تعریف f ∈ Lp(X) برای ͬ دهیم. م

∥f∥p =
(∫

X
|f(x)|pdµ(x)

) ۱
p
,

ͬ کند. م تعریف Lp(X) روی نیم‐نرم ͷی ∥ · ∥p آنگاه
µ‐اندازه مجموعه های مفهوم توضیح به نیاز ٢ کراندار ضرورتاً توابع تعریف ارائه برای
پوچ سادگͬ برای (یا ۴ موضعͬ µ‐پوچ و موضعͬ) پذیر اندازه سادگͬ برای (یا ٣ موضعͬ پذیر

است. موضعͬ)
هر برای هرگاه ͬ نامند، م موضعͬ پذیر µ‐اندازه مجموعه ͷی را X از A زیرمجموعه
باشد. پذیر µ‐اندازه مجموعه ͷی A ∩B مجموعه ،µ(B) <∞ با پذیر µ‐اندازه مجموعه
با پذیر µ‐اندازه مجموعه هر برای هرگاه ͬ نامیم، م µ‐پوچ را X از A زیرمجموعه همچنین

باشد. µ‐پوچ مجموعه ͷی A ∩B مجموعه ،µ(B) <∞
برای هرگاه ͬ نامیم، م موضعͬ پذیر µ‐اندازه را f : (X,µ) → C مقدار مختلط تابع
چنین همه فضای باشد. موضعͬ اندازه پذیر f−۱(B) مجموعه B ⊆ C بورل زیرمجموعه هر

ͬ دهیم. م نشان Bloc(X) با را توابعͬ
هرگاه f ∼loc g ͬ نویسیم م و برابرند ۵ جا همه µ‐تقریباً موضعاً g و f تابع دو  گوییم
رابطه که ͬ کنیم م توجه باشد. موضعͬ µ‐پوچ ای مجموعه

{
x ∈ X : f ̸= g

}
مجموعه

1. p-integrable
2. essentially bounded functions
3. local µ-measurable
4. local µ-null
5. locally µ-almost everywhere
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زیر تعریف آماده حال ͬ کند. م تعریف Bloc(X) فضای روی هم ارزی رابطه ͷی ” ∼loc ”

هستیم.

موضعͬ µ‐پوچ مجموعه ͷی از خارج که را f : X → C پذیر µ‐اندازه تابع .٢ . ٣٠ تعریف
ͬ نامیم. م کراندار اساساً تابع ͷی باشد، کراندار یͺنواخت به طور

ͬ دهیم. م نشان L∞(X) با را کراندار اساساً توابع همه فضای
کنید تعریف f ∈ L∞(X) برای

∥f∥∞ = inf{r ≥ ۰ : |f | > r, موضعͬ پوچ ‐µ مجموعه ͷی {بیرون

به نیم‐نرم ͷی ∥ · ∥∞ و ͬ شود م گفته f تابع ١ اساسͬ سوپریمم ∥f∥∞ به صورت، این در
است. فضا این روی

Lp(X) برداری فضای روی به نیم‐نرم ͷی ∥ · ∥p نگاشت p ∈ [۱,∞] برای که آنجا از
کلاس های این ͬ کند. م افراز هم ارزی کلاس های به را فضا این نیم‐نرم این نتیجه در است،
توسط p =∞ برای و برابری جا همه µ‐تقریباً هم ارزی رابطه توسط p ∈ [۱,∞) برای هم ارزی
شده کامل گرفتن نظر در با ͬ شوند. م ایجاد برابری جا همه µ‐تقریباً موضعاً هم ارزی رابطه
(Lp(X), ∥ · باناخ فضای به نیم‐نرم، این پوچ فضای پیمانه به فضا، این قسمتͬ خارج فضای

دهید قرار تر دقیق به طور ͬ رسیم. م ∥p)

Np =
{
f ∈ Lp(X) : ∥f∥p = ۰

}
, p ∈ [۱,∞),

N∞ =
{
f ∈ Lp(X) : ∥f∥∞ = ۰

}
.

قسمتͬ خارج فضای سازی کامل از حاصل نرم آنگاه

Lp(X)

Np
, p ∈ [۱,∞],

که ͬ دهیم، م نشان Lp(X) با را نرم این با فضا این شده کامل و داده نشان ∥ · ∥p با همچنان را
است. باناخ فضای ͷی

1. essential supremum
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هم ارزی کلاس های فضای را Lp(X) فضای ،[۱,∞] در p حقیقͬ عدد برای .٢ . ٣١ تعریف
که ͬ نامیم م کراندار) ضرورتاً ‐µ توابع هم ارزی کلاسهای p =∞ (برای p‐انتگرال پذیر توابع
جا همه µ‐تقریباً رابطه p =∞ (برای برابری جا همه µ‐تقریباً رابطه آن روی هم ارزی رابطه

است. موضعͬ) برابری

کنیم. ارائه را زیر مهم قضیه که رسیده فرا آن زمان

g ∈ و f ∈ Lp(X) توابع و p ∈ [۱,∞] کنید فرض .( ١ هولدر نامساوی ) ٢ . ٣٢ قضیه
.∥fg∥۱ ≤ ∥f∥p∥g∥p′ و fg ∈ L۱(X) در این صورت بͽیرید. نظر در را Lp′(X)

Φ : نگاشت آنگاه .p ∈ [۱,∞] و باشد اندازه فضای ͷی (X,µ) کنید فرض .٢ . ٣٣ قضیه
و Φf : Lp(X)→ C آن در که Φ(f) := Φf ضابطه با Lp

′
(X)→ Lp(X)∗

Φf (g) = ⟨g,Φf ⟩ =
∫
X
f(x)g(x)dµ(x), g ∈ Lp(X),

از شمارا اجتماعͬ اندازه فضای ۱ < p < ∞ که حالتͬ در است. ٢ طولپا نشاندن ͷی
Lp(X)∗ ∼= ،۱ < p <∞ برای و بوده پوشا نگاشت این است، متناهͬ اندازه با مجموعه های

. Lp
′
(X)

تعمیمͬ از فضاها این ͬ پردازیم. م ٣ بردار‐مقدار توابع شامل فضاهایی توصیف به حال
هستند. L∞(X) و Lp(X) فضاهای

تابع باشد. باناخ فضای ͷی (V, ∥ · ∥) و اندازه فضای ͷی (X,µ,∆X) کنید فرض
ͬ نامیم. م ۴ ای µ‐پله تابع ͬ شود، م تعریف زیر به صورت که را s : X → V

f(x) =

n∑
k=۱

χAk(x)vk, (Ak)
n
k=۱ ⊆ ∆x, (vk)

n
k=۱ ⊆ V.

1. Hölder Inequality
2. isometric embedding
3. vector-valued functions
4. µ-step function
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است زیر به صورت توابع از دسته این انتگرال همچنین

∫
X
fdµ =

n∑
k=۱

µ(Ak)vk ∈ V.

برای هرگاه گویند، (١ پذیر µ‐اندازه قویاً (یا پذیر µ‐اندازه تابع ͷی را f : X → V تابع
برای به طوری که باشد موجود µ‐ساده توابع از (sn)n∈N دنباله A ∈ ∆X زیرمجموعه هر

باشد برقرار زیر همͽرایی x ∈ A همه µ‐تقریباً

f(x) = lim
n→∞

sn(x).

تابع ͷی را f : X → V تابع ͬ دهیم. م نمایش B(X,V ) با را توابعͬ چنین همه فضای
زیرمجموعه هر برای هرگاه گویند، (٢ موضعͬ پذیر µ‐اندازه قویاً (یا موضعͬ پذیر µ‐اندازه
تقریباً µ‐موضعاً برای به طوری که باشد موجود µ‐ساده توابع از (sn)n∈N دنباله A ∈ ∆X

باشد برقرار زیر همͽرایی x ∈ A همه

f(x) = lim
n→∞

sn(x).

ͬ دهیم. م نمایش Bloc(X,V ) با را توابع این همه فضای
و f پذیر µ‐اندازه تابع دو ͬ پردازیم. گوییم م ∼loc و ∼ هم ارزی رابطه دو تعمیم به حال
برابرند جا) همه µ‐تقریباً (موضعاً جا همه µ‐تقریباً (Bloc(X,V )) B(X,V ) فضای از g
x همه µ‐تقریباً (موضعاً ها x همه µ‐تقریباً برای هرگاه (f ∼loc g) f ∼ g ͬ نویسیم م و

.∥f(x)− g(x)∥V = ۰ ها)،

باشد. اندازه فضای ͷی (X,µ) و باناخ فضای ͷی V کنید فرض .٣۴ . ٢ تعریف

‐µ تابع ͷی ∥f(·)∥pV تابع آنها برای که f : X → V مانند پذیر µ‐اندازه توابع .١
ͬ دهیم. م نمایش ( Lp(V ) سادگͬ برای (یا Lp(X,V ) نماد با را است، پذیر انتگرال

1. strongly µ-measurable
2. local strongly µ-measurable



آنها همریختی هاي و فوریه نوع از جبرهاي 34

«∼» µ‐پوچ توابع از حاصل هم ارزی رابطه به نسبت فضا این قسمتͬ خارج فضای
نرم به مجهز (Lp(V ) اختصار به (یا Lp(X,V ) = Lp(X,V )/ ∼ فضای یعنͬ

∥[f ]∥p :=
(∫

X
∥f(x)∥pV dµ(x)

) ۱
p
, [f ] ∈ Lp(V )

ͬ دهند. م تشͺیل را ١ باخنر p‐انتگرال پذیر توابع فضای

توابع همه فضای L∞(V ) اختصار به یا و L∞(X,V ) فضای p = ∞ برای .٢
ͬ شود م تعریف f : X → V مانند موضعͬ پذیر µ‐اندازه و کراندار µ‐ضرورتاً

نرم همراه به L∞(X,V ) = L∞(X,V )/ ∼loc قسمتͬ خارج فضای و

∥[f ]∥∞ = ess sup ∥f(·)∥V , [f ] ∈ L∞(V )

است. موضعͬ µ‐پوچ توابع به نسبت هم ارزی کلاس های همه از متشͺل

آنگاه باشد. باناخ فضای ͷی V و اندازه فضای ͷی X کنید فرض .٣۵ . ٢ گزاره

L۱(X) به x 7→ ⟨f(x), g(x)⟩ تابع g ∈ Lp′(X,V
∗) و f ∈ Lp(X,V ) دوتابع برای .١

یعنͬ است؛ برقرار هولدر نامساوی همچنین است. متعلق

∥⟨f, g⟩∥۱ ≤ ∥f∥p∥g∥p′

است. باناخ فضای ͷی Lp(X,V ) فضای p ∈ [۱,∞] برای .٢

به صورت که Φ : Lp
′
(X,V ∗)→ Lp(X,V )∗ طبیعͬ نگاشت p ∈ [۱,∞] برای .٣

⟨g,Φ(f)⟩ =
∫
X
⟨g(x), f(x)⟩dµ(x), f ∈ Lp

′
(X,V ∗), g ∈ Lp(X,V ),

باشد، بازتابی V باناخ فضای و p ∈ (۱,∞) که حالتͬ در و است طولپا ͬ شود، م تعریف
است. برقرار Lp(X,V )∗ = Lp

′
(X,V ∗) همسان ریختͬ

1. Bochner p-integrable functions
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مفاهیم ͷکم به که ͬ گیرند م قرار بررسͬ مورد کتاب این در Lp‐فضاها از خاصͬ نوع
به یا Lp(I, V ) فضای باشد. اندیس گذار خانواده ͷی I کنید فرض هستند. توصیف قابل بالا

ͬ شود م تعریف زیر به صورت Lp(V ) اختصار

Lp(V ) =
{
(vi)i∈I ⊆ V :

∑
i∈I
∥vi∥p <∞

}
, p ∈ [۱,∞),

L∞(V ) =
{
(vi)i∈I ⊆ V : sup

i∈I
∥vi∥ <∞

}
.

است زیر به صورت فضا این روی نرم همچنین

∥(vi)i∥p =
(∑
i∈I
∥vi∥p

) ۱
p , p ∈ [۱,∞),

∥(vi)i∥∞ = sup
i∈I
∥vi∥.

اگر (I = N) حالت این در هستند. دنباله ها Lp(V ) فضای اعضای I = N که حالتͬ در
،n ∈ N برای اگر آخر، در ͬ کنیم. م استفاده Lp نماد از Lp(V ) نماد جای به آنگاه V = C
ͬ هیم م نشان Lnp نماد با را Lp({۱, . . . , n},C فضای آنگاه V = C اگر و I = {۱, . . . , n}

است. ∥ · ∥p نرم به مجهز Cn فضای همان واقع در که

QSLp‐فضاها ۴ . ٢ . ١
Lp‐فضاها روی از فضاها این ͬ پردازیم. م باناخ فضاهای از دیͽری دسته به زیربخش این در
‐Lp به را خود منظور، این برای هستند. آنها خواص حافظ خوبی» «حد تا و ͬ شوند م ساخته
هستند. [۵۶] و [٢۶] زیربخش، این در اصلͬ مراجع ͬ کنیم. م محدود p ∈ (۱,∞) برای فضاها

.p ∈ (۱,∞) کنید فرض .٣۶ . ٢ تعریف

اندازه فضای ͷی دست کم برای هرگاه ͬ نامیم، م Lp‐فضا ͷی را E باناخ فضای .١
باشد. یͺریخت طولپا به طور Lp(X) فضای با ،(X,µ)

ͷی از قسمتͬ خارج فضای ͷی با هرگاه ͬ نامیم، م QSLp‐فضا ͷی را E باناخ فضای .٢
فضای ͷی دست کم واقع، در باشد. یͺریخت طولپا به طور Lp‐فضا ͷی زیرفضای

به طوری که باشد داشته وجود (X,µ) اندازه

E ∼= E۱/E۲, E۲ ⊆ E۱ ⊆ Lp(X).
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‐QSLp مستقیم جمع مورد در نتایجͬ و مفاهیم ارائه به p ∈ (۱,∞) برای قسمت این در
فضای هر برای کلͬ حالت در است ممͺن که را احͺامͬ منظور این برای ͬ پردازیم. م فضاها

ͬ کنیم. م بیان فضاها از دسته این برای خاص حالت در را نباشد برقرار باناخͬ
برداری فضای F و E مانند QSLp‐فضا دو مستقیم Lp‐جمع از منظور

E ⊕ F =
{
ξ ⊕ ζ : ξ ∈ E, ζ ∈ F

}
,

است زیر نرم به شده مجهز

∥ξ ⊕ ζ∥p =
(
∥ξ∥pE + ∥ζ∥pF

) ۱
p , ξ ⊕ ζ ∈ E ⊕ F.

ͬ دهیم. م نشان E ⊕p F با را نرم این همراه به E ⊕ F جبری مستقیم جمع فضای شده کامل

و بوده QSLp‐فضا ͷی E⊕p F فضای ،F و E مانند QSLp‐فضا دو برای .٢ . ٣٧ قضیه
است برقرار زیر یͺسان ریختͬ

(E ⊕p F )∗ = E∗ ⊕p′ F
∗. (۵ . ٢)

٣۶ . ٢ تعریف از (٢) قسمت در شده ذکر به صورت E QSLp‐فضای که حالتͬ در
E۲ = که ͬ شود م دیده به سادگͬ همچنین .E۱ = E ⊕p E۲ آنگاه ،E =

E۱
E۲

یعنͬ باشد،
.(E∗)⊥, E = (E⊥

۲ )∗

Lp‐ ⊕i∈I Ei با را آنها مستقیم Lp‐جمع QSLp‐،فضاها از (Ei)i∈I خانواده برای
ͬ شود م تعریف زیر به صورت که ͬ دهیم م نمایش

Lp‐⊕i∈I Ei =
{
(ξi)i∈I : ∥(ξi)i∈I∥ =

(∑
i∈I
∥ξi∥p

) ۱
p <∞

}
.

صفر مخالف ها ξi از شمارا تعداد حداکثر است نیاز شود، متناهͬ (ξi)i∈I عضو نرم اینکه برای
داریم (۵ . ٢) رابطه مشابه همچنین باشند.

(
Lp‐⊕i∈I Ei

)∗
= Lp

′
‐⊕i∈I E∗

i .

ͬ دهیم. م ارائه را QSLp‐فضاها ͬ های ویژگ از فهرستͬ ادامه در .٢ . ٣٨ تذکر

است. Lp‐فضا ͷی از قسمتͬ خارج فضای از فضایی زیر QSLp‐فضا هر .١
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است. QSLp‐فضا ͷی QSLp‐فضا ͷی از بسته زیرفضای .٢

‐QSLp ͷی خود، از بسته زیرفضایی پیمانه به QSLp‐فضا ͷی قسمتͬ خارج فضای .٣
است. فضا

یعنͬ آنها مستقیم Lp‐جمع آنگاه باشد، QSLp‐فضاها از خانواده ͷی (Ei)i∈I اگر .۴
است. QSLp‐فضا ͷی Lp‐⊕i∈I Ei فضای

همچنین است. ′QSLp‐فضا ͷی E∗ فضای آنگاه باشد، QSLp‐فضا ͷی E اگر .۵
است. بازتابی فضای ͷی QSLp‐فضا هر

فضای ͷی Lp(X) فضای ،(X,µ) اندازه فضای هر برای [٢۶] از ۹ · ۳ قضیه بر بنا .۶
مانند QSLp‐فضا هر ١۵ . ٢ ملاحظه بر بنا نتیجه در است. محدب یͺنواخت به طور

است. هموار فضای ͷی E∗ فضای و بوده محدب یͺنواخت به طور E

ابرتوان فضاهای و فیلترها ابر ۵ . ٢ . ١
را باناخ فضای ͷی ٢ ابرتوان فضای و ها ١ ابرفیلتر از کوتاه بسیار توصیفͬ زیربخش این در
این سراسر در کنید. مطالعه را [٣۴] ͬ توانید م زمینه این در بیشتر اطلاعات برای ͬ دهیم. م ارائه
ͬ تواند م که ͬ شوند م گرفته نظر در آن روی ها فیلتر٣ که است ای مجموعه I مجموعه بخش

باشد. اندیس گذار مجموعه ͷی

که بوده I زیرمجموعه های از خانواده ͷی V مانند فیلتر ͷی I مجموعه برای .٢ . ٣٩ تعریف
است زیر ͬ های ویژگ دارای

،∅ /∈ V و I ∈ V .١

،A ∩B ∈ V داریم V به متعلق B و A هر برای .٢

.B ∈ V آنگاه A ⊆ B و A ∈ V اگر .٣

1. ultrafilter
2. ultrapower space
3. filter
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غلبه V فیلتر بر U فیلتر ͬ گوییم م باشند. I مجموعه روی فیلتر دو V و U کنید فرض
.V ⊆ U هرگاه ͬ کند١ م

کننده غلبه فیلتر هر هرگاه ͬ نامیم، م ابرفیلتر ͷی را I مجموعه روی به U فیلتر .۴٢ . ٠ تعریف
باشد. مساوی آن با آن بر

ͬ کنیم. م ارائه را خاص ابرفیلترهای از لیستͬ ادامه در

U ابرفیلتر ٢ . ۴١. گوییم تعریف

مشخص i۰ ∈ I مانند عضو ͷی توسط هرگاه است، ( ۴ آزاد غیر یا ٣ (بدیهͬ ٢ اصلͬ .١
.i۰ ∈ A اگر تنها و اگر ،A ∈ U که باشد خاصیت این دارای تر دقیق به طور شود.

.∩A∈U = ∅ هرگاه است، ( ۶ بدیهͬ (غیر ۵ آزاد .٢

ͷی X کنید فرض دارد. نام ٧ ابرحد که ͬ دهیم م توضیح را حد محاسبه از نوع ͷی حال
ͷی U کنید فرض همچنین باشد. تور ͷی (xi)i∈I ∈

∏
i∈IX و ͬͺتوپولوژی برداری فضای

ازای به هرگاه است، x۰ ∈ X عضو (xi)i∈I تور ابرحد باشد. گوییم I مجموعه روی ابرفیلتر
،x۰ از U ͬͽهمسای هر

IU =
{
i ∈ I : xi ∈ U

}
∈ U .

در (xi)i∈I تور هر آنگاه باشد، فشرده و (هاسدورف) ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی X اگر
کنید فرض I اندیس گذار مجموعه برای حال است. فرد به منحصر ابرحد دارای

∏
i∈IX

فضای باشد. باناخ فضاهای از ای خانواده (Vi)i∈I

L∞(I, Vi) =
{
(vi)i∈I : sup ∥vi∥Vi <∞

}
,

1. U dominates V
2. principal
3. trivial
4. non-free
5. free
6. non-trivial
7. ultralimit
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نرم همراه به

∥(vi)i∥∞ = sup
i∈I
∥vi∥Vi , (vi)i ∈ L∞(I, Vi),

است. باناخ فضای ͷی
به توجه با .M = supi∈I ∥vi∥Vi دهید قرار (vi)i∈I ∈ L∞(I, Vi) دلخواه تور ∏برای
i∈IX فضای به (∥vi∥Vi)i عددی تور و M < ∞ ͬ دانیم م L∞(I, Vi) فضای تعریف

limU ∥vi∥Vi ابرحد نتیجه در است. فشرده فضای ͷی X = [۰,M ] آن در که بوده متعلق
دهید قرار است. موجود

NU =
{
(vi)i ∈ L∞(I, Vi) : lim

U
∥vi∥vi = ۰

}
.

فضا این ͬ توان م نتیجه در است. L∞(I, Vi) از بسته زیرفضای ͷی NU که کرد ثابت ͬ توان م
شود مͬ منجر زیر هم ارزی رابطه به که کرد افراز NU پیمانه به را

(vi)i ∼ (v′i)i ⇐⇒ lim
U
∥vi − v′i∥Vi = ۰, (vi)i, (v

′
i)i ∈ L

∞(I, Vi).

فضای (Vi)i∈I مانند باناخ فضاهای از ای خانواده و I اندیس گذار مجموعه برای .۴٢ . ٢ تعریف
(روی U ابرفیلتر به نسبت (Vi)i∈I خانواده ١ ابرضرب فضای را L∞(I, Vi)/NU قسمتͬ خارج

ͬ دهیم. م نشان (Vi)U نماد با و نامیده (I مجموعه

فضا این اعضای نتیجه در است. قسمتͬ خارج فضای ͷی (Vi)U فضای که توجه کنید
به صورت را (vi)i ∈ L∞(I, Vi) مانند عضو ͷی هم ارزی کلاس و هستند هم ارزی کلاس های

ͬ آید م به دست زیر رابطه از آن نرم و داده نشان (vi)U

∥(vi)U = inf
(ai)U

∥(vi − ai)∥∞ = sup
i∈I

inf
(ai)U

∥vi − ai∥Vi .

روی نرم ،I مجموعه روی U ابرفیلتر و باناخ فضاهای از (Vi)i∈I خانواده برای .۴٢ . ٣ گزاره
ͬ آید م به دست زیر رابطه از معادل طور به (Vi)U ابرضرب فضای

∥(vi)U∥ = lim
U
∥vi∥Vi , (vi)U ∈ (Vi)U .

1. ultraproduct space
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باشد، شده تولید i۰ ∈ I عضو توسط و باشد اصلͬ U ابرفیلتر که حالتͬ در کنید توجه
.(Vi)U ∼= Vi۰

ابرتوان فضای را V I/NU = (V )U فضای آنگاه ،Vi = V ،i ∈ I هر برای اگر .۴۴ . ٢ تعریف
ͬ نامیم. م V باناخ فضای ١

ابرضرب معرفͬ به کردیم، معرفͬ را ابرفیلترها و ابرضربها فضای به مربوط مفاهیم که حال
ͷی روی باناخ فضاهای از خانواده دو (Wi)i∈I و (Vi)i∈I کنید فرض ͬ پردازیم. م عملͽرها
طوری Ti ∈ B(Vi,Wi) کنید فرض i ∈ I هر برای باشند. I مشترک اندیس گذار مجموعه

. supi∈I ∥Ti∥ <∞ که باشد
،(Ti)U ((vi)U ) = (Ti(vi))U تعریف با (Ti)U : (Vi)U → (Wi)U عملͽر در این صورت
همچنین .(Ti)U ∈ B((Vi)U , (Wi)U ) داریم و بوده تعریف خوش (vi)U ∈ (Vi)U برای
از (Vi)i∈I خانواده برای (V ∗

i )U ⫅ (Vi)
∗
U شمول کلͬ حالت در .∥(Ti)U∥ = limU ∥Ti∥

است برقرار زیر دوگانͬ رابطه از استفاده با طولپا به صورت I روی U ابرفیلتر و باناخ فضاهای

⟨(vi)U , (si)U ⟩ = lim
U
⟨vi, si⟩, (vi)U ∈ (Vi)U , (si)U ∈ (V ∗

i )U .

ͬ شود م تبدیل زیر طولپای تساوی به شمول این باشند، بازتابی فوق ها Vi که حالتͬ در و

(Vi)
∗
U = (V ∗

i )U .

به صورت ،U ابرفیلتر هر که است این (V )U ابرتوان فضای مورد در ساده حقایق از ͬͺی
خطͬ نگاشت واقع، در است. V باناخ فضای شامل طولپا

J : V → (V )U , J(v) = (vi)U , vi = v, i ∈ I

است. طولپا وضوح به
روی عضو این اثر آنگاه (si)U ∈ (V ∗)U = (V )∗U و باشد بازتابی فوق V که حالتͬ در

است زیر به صورت J(v) عضو

⟨J(v), (si)U ⟩ = lim
U
⟨v, si⟩.

1. ultrapower
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ͬ کنیم. م یادآوری را ،(٢ . ٣) رابطه در κV : V → V ∗∗ طولپای نگاشت حال
ضعیف‐ توپولوژی به نسبت V باناخ فضای هر برای V ∗∗ فضای واحد گوی که ͬ دانیم م

نگاشت نتیجه در ͬ دهد). م نتیجه را زیر حد وجود (که است فشرده ستاره

J : (V )U → V ∗∗, J ((vi)U ) = w∗ − lim
U
κV (vi), (vi)U ∈ (V )U ,

داریم همچنین است. انقباضͬ و تعریف خوش

⟨s,J ((vi)U )⟩ = lim
U
⟨vi, s⟩, s ∈ V ∗, (vi)U ∈ (Vi)U .

برای است. ابرتوان فضاهای و ابرفیلترها مورد در کاربردی و مهم قضایای از ͬͺی بعد، قضیه
ͷی برای اینجا در کنید. مراجعه [٣۴] مقاله به ͬ توانید م دیͽر مرتبط مفاهیم و اثبات دیدن
ͬ نامیم م ١ تصویر ͷی را P : V → W خطͬ نگاشت آن از W زیرفضای و V باناخ فضای

.P |W = idW هرگاه

طولپای و خطͬ نگاشت و U ابرفیلتر آنگاه باشد. باناخ فضای ͷی V کنید فرض .۴۵ . ٢ قضیه
به طوری که هستند موجود J : V ∗∗ → (V )U

J |V = J .١

J ◦ J = idV ∗∗ .٢

است. J(V ∗∗) فضای روی به (V )U فضای از ͷی نرم با تصویر ͷی J ◦ J نگاشت .٣

ͬ کنیم. م ارائه را زیر مهم نتیجه زیربخش این آخر در

است. QSLp‐فضا ͷی خود QSLp‐فضا هر ابرتوان فضای .۴۶ . ٢ گزاره

نویمان فون و C∗ جبرهای ۶ . ٢ . ١
عملͽرها نظریه ی و تابعͬ آنالیز در ساختارها مهم ترین از نویمان فون جبرهای و C∗ جبرهای
غیرجابجایی هندسه ی و نمایش نظریه ی کوانتومͬ، ͷفیزی با عمیقͬ ارتباط جبرها این هستند.

1. projection
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فون جبرهای و ١ ∗C‐جبرها با ارتباط در ای پایه قضایای معرفͬ به زیربخش این در دارند.
برای و ناچار به موارد برخͬ (در را پیوسته هم به تعاریف از لیستͬ و ͬ پردازیم م ٢ نویمان

ایم. کرده استفاده [۴٩] از عمدتاً اینجا در ͬ کنیم. م ارائه تعاریف) شفافیت
ͬ پردازیم. م نویمان فون جبرهای و ∗C‐جبرها اجمالͬ توصیف به نخست

ضرب عمل همراه به را A برداری فضای .۴٢ . ٧ تعریف

A×A → A, (a, b) 7→ ab,

∥۱A∥ = ۱ و باشد ۱A ضربی همانͬ عضو دارای A دار نرم جبر اگر ͬ نامیم. م نرمدار٣ جبر ͷی
ͬ نامیم. م ۴ دار ͷی دار نرم جبر را آن آنگاه

باشد. مختلط جبر ͷی A کنید فرض .۴٢ . ٨ تعریف

مانند مزدوج‐خطͬ نگاشت ͷی A روی ۵ برگردان ͷی .١

A → A, a 7→ a∗,

.(ab)∗ = b∗a∗ و a∗∗ = a ،a, b ∈ A هر برای به طوری که است
ͬ گوییم. م ∗‐جبر یا ۶ برگرداننده جبر ͷی عمل این همراه به A جبر به

S آنگاه S∗ = S اگر .S∗ = {a∗ : a ∈ S} دهید قرار S ⊆ A زیرمجموعه برای .٢
ͬ نامیم. م ٧ خودالحاق مجموعه ͷی را

زیر خاصیت دارای آن نرم که است کامل نرمدار ∗‐جبر ͷی ،A باناخ ∗‐جبر ͷی .٣
،A در a هر برای و ∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ داریم a, b ∈ A هر برای یعنͬ است؛ ضربی

است. برقرار ∥a∗∥ = ∥a∥ تساوی

1. C∗-Algebras
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4. unital normed algebra
5. involution
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تساوی A در a عضو هر برای به طوری که است باناخ ∗‐جبر ͷی A ∗C‐جبر ͷی .۴
است. برقرار ∥a∗a∥ = ∥a∥۲

یعنͬ است. باناخ فضای ͷی دوگان که Mاست مانند ∗C‐جبر ͷی W‐جبر ∗ ͷی .۵
.M = (M∗)∗ داریم به طوری که است ∗Mموجود باناخ فضای

است B(H) فضای از ∗C‐زیرجبر ͷی نویمان فون جبر ͷی H هیلبرت فضای برای .۶
است. بسته قوی عملͽری توپولوژی به نسبت و بوده همانͬ عملͽر شامل که

مفاهیم دیدن برای است. نویمان فون جبر مجرد تعریف W‐،جبر ∗ حقیقت در .۴٢ . ٩ تذکر
کنید. مراجعه [۴٩] و [١۵] به جبرها این مورد در بیشتر

ͬ پردازیم. م ∗C‐جبرها روی ١ جزیی ترتیب ͷی معرفͬ به ادامه در

باشد. نرم دار جبر ͷی A کنید فرض .۵٢ . ٠ تعریف

به طوری که باشد موجود جبر در b عضو هرگاه ͬ نامیم، م پذیر وارون را A در a عضو .١
ͬ دهیم. م نشان a−۱ با را b عضو حالت این در و ab = ba = ۱A

تحت مجموعه این ͬ دهیم؛ م نشان Inv(A) با را A پذیر وارون اعضای همه مجموعه .٢
است. گروه ͷی ضرب عمل

ͬ شود م تعریف زیر به صورت و داده نشان σ(a) با را A در a عضو ٢ طیف .٣

σ(a) = {λ ∈ C : λ۱A − a /∈ Inv(A)}.

.a∗ = a هرگاه ͬ نامیم، م ٣ هرمیتͬ عضو ͷی را A در a عضو .۴

.a∗a = aa∗ = ۱A هرگاه ͬ نامیم، م ۴ یͺانͬ را A در a عضو .۵

1. partial order
2. spectrum
3. hermitian
4. unitary
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σ(a) ⊂ و بوده هرمیتͬ عضو ͷی هرگاه ͬ نامیم، م ١ مثبت عضو ͷی را A در a عضو .۶
ͬ دهیم. م نشان A+ با را A در مثبت عناصر همه مجموعه همچنین .R+

و است a عضو با مساوی یا بزرگتر b عضو ͬ گوییم م A در b و a عضو دو برای .٧
.b− a ∈ A+ هرگاه ،b ≥ a ͬ نویسیم م

صورت این در باشند. ∗C‐جبر دو B و A کنید فرض .۵٢ . ١ تعریف

هرگاه ͬ نامیم، م مثبت نگاشت ͷی را ∗C‐جبر دو بین m : A → B خطͬ نگاشت ͷی .١
.m(A+) ⊂ B+

ͷی هرگاه ͬ نامیم، م ٢ حالت ͷی را A یͺدار ∗C‐جبر روی m : A → C تابعک .٢
A باناخ جبر روی به حالت ها همه مجموعه باشد. ͷی نرم دارای و بوده مثبت نگاشت

ͬ دهیم م نشان S(A) با را

،Aدر a, b هر برای هرگاه ͬ نامیم، م ٣ ضربی تابعک ͷی را m : A → C تابعک .٣
Σ(A) با را A ناصفر و ضربی تابعک های همه مجموعه .m(ab) = m(a)m(b)

ͬ دهیم م نشان

باشد. جابجایی باناخ جبر ͷی A کنید فرض .۵٢ . ٢ تعریف

ax ،A× J در (a, x) هر برای هرگاه ͬ نامیم، م A برای ال ایده ͷی را J فضای زیر .١
باشد. متعلق J به

هرگاه ͬ نامیم، م سره و J ≠ {۰} هرگاه گوییم، غیربدیهͬ را A جبر از J ال ایده .٢
.J ⊊ A

در مشمول هرگاه ͬ نامیم، م ماکسیمال ایده ال را A جبر از J سره و بدیهͬ غیر ایده ال .٣
را A جابجایی باناخ جبر ماکسیمال ایده ال های همه فضای نباشد. دیͽری سره ایده ال

ͬ دهیم. م نشان ∆(A) با

1. positive
2. state
3. multiplicative functional
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Σ(A) و ∆(A) بین دوسویی تناظری A دار ͷی و جابجایی باناخ جبر برای .۵٢ . ٣ گزاره
است. فشرده (Σ(A), τw∗) مجموعه همچنین است. برقرار

اگر واقع در کرد. یͷ دار را آن طریقͬ به ͬ توان م نباشد، یͷ دار A باناخ جبر که حالتͬ در
دهیم قرار

A۱ = A⊕ C =
{
(a, λ) : a ∈ A, λ ∈ C

}
تعریف زیر A۱به صورت باناخ جبر روی ضرب عمل است. شده یͺدار باناخ جبر فضا این آنگاه

ͬ شود م

(a, λ)(b, γ) = (ab+ λb+ γa, λγ), (a, λ), (b, γ) ∈ A⊕ C.

دارد. بر در ماکسیمال ال ایده عنوان به Aرا جبر و است (۰, ۱C) عضو آن ضربی همانͬ همچنین
در هستند. پذیر وارون آن اعضای همه و ͷی بعد از A۱/A قسمتͬ خارج فضای این، بر علاوه

داریم را زیر رابطه حال است. یͺریخت C فضای با A۱/A نتیجه

Σ(A۱) = Σ(A) ∪ {۰A∗}

Σ(A) مجموعه حالت، این در است. A فضای روی صفر تابعک دهنده نشان ۰A∗ آن در که
است. Σ(A۱) مجموعه τw∗ توپولوژی در آن ای نقطه تک سازی فشرده و بوده فشرده موضعاً

صورت این در باشد. هیلبرت فضای ͷی H و ∗C‐جبر ͷی A کنید فرض .۵۴ . ٢ تعریف
ͬ نامیم، م H هیلبرت فضای روی A ∗C‐جبر برای ١ نمایش ͷی را (Π,H) دوتایی .١
زیر ͬ های ویژگ دارای و بوده پیوسته τ∥·∥A − τs.o.t ،Π : A → B(H) نگاشت هرگاه

باشد

، Π(γa+ b) = γΠ(a) + Π(b) ،γ ∈ C و a, b ∈ A برای (آ)
،Π(ab) = Π(a)Π(b) ،a, b ∈ A برای (ب)

.Π(a∗) = Π(a)∗ ،a ∈ A برای (ج)

H = Π(A)H∥·∥H هرگاه ͬ نامیم، م ٢ ناتبهͽون را A ∗C‐جبر برای (Π,H) نمایش .٢
باشد. ͷی به ͷی هرگاه گوییم، ٣ وفادار و

1. representation
2. non-degenerate
3. faithful
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ͷی ،A ∗C‐جبر روی φمثبت خطͬ تابع هر برای (گلفند١‐نیمارک٢‐سͽال٣). ۵۵ . ٢ قضیه
.φ(a) = ⟨π(a)v, v⟩ ،A در a هر برای که به طوری دارد وجود v ∈ H عضو و (π,H) نمایش

و طولپا نمایشͬ که ͬ شود م ثابت A ∗C‐جبر روی حالت ها همه فضای از استفاده با
هر یعنͬ این دارد. وجود H هیلبرت فضای ͷی روی به A دلخواه ∗C‐جبر برای ناتبهͽون
چنین به است. یͺریخت H هیلبرت فضای ͷی برای B(H) از ∗C‐زیرجبری با ∗C‐جبر

ͬ شود. م گفته A ∗C‐جبر برای ۴ جامع نمایش ͷی نمایشͬ

عملͽری فضاهای ٢ . ١ . ٧

در هایزنبرگ، ماتریسͬ  ͷانیͺم تولد تاریخ به عملͽری فضاهاي تولد تاریخ گفت بتوان شاید
علوم در ای العاده فوق تأثیر هایزنبرگ  ͬ ماتریس  ͷانیͺم زیرا است. ͷنزدی بیستم قرن اوایل
ورنر توسط که است کوانتومͬ ͷانیͺم فرمول بندی ͷی ماتریسͬ ͷانیͺم داشت .  ͬ ͺفیزی
ماتریسͬ ͷانیͺم شد. ایجاد ١٩٢۵ سال ٧در جردن پاسͺوال و ۶ برن ماکس ، ۵ هایزنبرگ
است. کوانتومͬ ͷانیͺم با سازگار منطق، لحاظ از و مستقل مفهوم، لحاظ از فرمول بندی اولین
پیͽیری را هایزنبرگ  ͬ ماتریس  ͷانیͺم که  بودند  ͬ ریاضیدانان جمله  از ٩ نویمان فون و ٨ موری
ماتریس  های هیلبرت، فضاهای روی الحاق خود عملͽرهای روی کار با نویمان فون کردند.
نسخه  های ی ایده و کرد جایͽزین  عملͽرها با را توابع  نویمان فون کرد. سازی شبیه را هایزنبرگ
نظریه  واقع در شد. فراهم  عملͽری جبرهای ظهور ی زمینه  و کرد مطرح را انتگرال عملͽری
به را برداری فضای هر است. باناخ فضاهاي کردن کوانتیده از معنایی عملͽری، فضاهای ی
ایجاد باعث  ماتریسͬ، دید با فضا این  کردن دار نرم کرد. دار نرم ͬ  توان م مختلف  روش های
آنالیز و تابعͬ آنالیز در بزرگͬ دستاوردهای که ͬ شود م جذاب ساختاری و جدید ͬ  های ویژگ

1. Israel Gelfand
2. Mark Naimark
3. Irving Segal
4. universal representation
5. Werner Heisenberg
6. Max Born
7. Pascual Jordan
8. Francis Joseph Murray
9. von Neumann



47 باناخ فضاهاي از مقدماتی .2 فصل

در کرد. گذاری پایه  را فضا این   ͬ موضوع اصول ١٩٨٨ سال در ١ روآن است. داشته ͷهارمونی
است. بعدی فصول بنای سنگ که تعمیمͬ ͬ کنیم. م مطالعه را ساختار این تعمیم ٢ . ١ . ٨ بخش
واقع٢ͬ عملͽری فضاهای و مجرد عملͽری فضاهای ماتریسͬ، نرم فضاهای بخش این در
هستند کراندار کاملا́ نگاشت های که جدید رسته این متناظر ریخت٣ ادامه در ͬ کنیم. م معرفͬ را
ارائه با را رسته این جامع عنصر پایان در ͬ کنیم. م اثبات آنها با ارتباط در قضایایی و بیان را
ͬ دهیم. م ارجاع [۶٢] ،[۵٣] ،[٢۴] ،[٢٢] به را علاقمند خواننده ͬ کنیم. م معرفͬ نمایش قضیه
ℓ∞(S) از خطͬ زیرفضای ͷی ،S مجموعه روی مقدار مختلط کراندار توابع از فضا ͷی
با E نرم دار فضای هر واقع در است. تابعͬ فضاهای کردن نرم دار برای راهͬ تلقͬ این است.

است. طولپا یͺریخت تابعͬ فضای ͷی
وجود f ∈ E∗ خطͬ تابعک هان‐باناخ قضیه ی بنابر این صورت در .x ∈ E کنید فرض
E∗ در بسته یͺه ی گوی S اگر نتیجه در .|f(x)| = ||x|| یعنͬ ||f || = ۱ به طوری که دارد

،f ∈ S هر برای آنگاه باشد،

Φ : E −→ ℓ∞(S)

Φx(f) = f(x).

را تابعͬ فضای هر و مجرد تابعͬ فضای ͷی به عنوان ͬ توان م را نرم دار خطͬ فضای هر پس
گرفت. نظر در نرم دار فضای ͷی از طولپا نمایش ͷی به عنوان

متولد ۴ واقعͬ عملͽری فضای ℓ∞(S) به جای B(H) و توابع به جای عملͽرها جایͽزینͬ با
ͬ شود. م

از V خطͬ زیرفضای هر این صورت در باشد. هیلبرت فضای H کنید فرض .۵۶ . ٢ تعریف
ͬ نامیم. م واقعͬ عملͽری فضای ͷی را B(H)

داشته وجود Mn(V ) ماتریسͬ فضای روی ∥ · ∥n نرم ͷی n ∈ N هر برای اگر .۵٢ . ٧ تعریف
ͬ شود. م نامیده V فضای ۵روی ماتریسͬ نرم ،{∥ ·∥n}n∈N نرم ها این از خانواده ای آنگاه باشد،
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هر برای آن ماتریسͬ نرم هرگاه ͬ نامیم، م نرم ماتریسͬ فضای را ماتریسͬ نرم با همراه V فضای
کند صدق زیر شرایط در ۰ ∈Mm(V ) و β ∈Mn ،v ∈Mn(V )

v∥؛ + ۰∥n+m = ∥v∥n (١)

.∥vβ∥n ≤ ∥β∥∥v∥n, ∥βv∥n ≤ ∥β∥∥v∥n (٢)

نرم ماتریسͬ فضای ͷی B(H) ∗C‐جبر ،Mn(B(H)) ∼= B(Hn) یͺریختͬ به توجه با
صدق است معروف L∞‐شرط به که زیر قوی تر شرط در فضا این ماتریسͬ نرم واقع در است.

w ∈Mm(B(H)) و v ∈Mn(B(H)) هر برای ͬ کند، م

∥v ⊕ w∥n+m = max{∥v∥n, ∥w∥m}.

Mn(V ) ماتریسͬ فضای روی ∥·∥n نرم ،Mn(V ) ⊆Mn(B(H)) ∼= B(Hn) طبیعͬ شمول
فضای مختلفͬ راه های از ͬ توان م است. متناظر نرم دار فضای Mn(V ) ͬ کند. م مشخص را
ͬ شود م باعث B(Hn) از القایی عملͽری نرم با آن کردن نرم دار ولͬ کرد؛ نرم دار را Mn(V )

باشد. برقرار فضا این نرم برای ͬ شود، م بیان ادامه در که مهمͬ شرط دو

V این صورت در باشد. ∥ · ∥ ماتریسͬ نرم با همراه V خطͬ فضای کنید فرض .۵٢ . ٨ تعریف
،w ∈ Mn(V ) ،v ∈ Mm(V ) هر برای هرگاه ͬ شود، م نامیده ١ مجرد عملͽری فضای ͷی

، β ∈Mm,n و α ∈Mn,m

v∥؛ ⊕ w∥n+m = max{∥v∥m, ∥w∥n} M١

.∥αvβ∥n ≤ ∥α∥∥v∥m∥β∥ M٢

شرایط گویند. عملͽری فضای ماتریسͬ نرم را کند صدق M٢ M١و شرایط در که ماتریسͬ نرم
هستند. معروف روآن شرایط به M٢ و M١

هر n ∈ N هر برای هرگاه است، کامل ∥ · ∥ نرم با V عملͽری فضاهای ͷکلاسی درنظریه ی
باشند. کامل Mn(V ) شده نرمدار فضاهای از ͷی

نگاشت v ∈ Mn(V ) هر برای ͬ شود، م نتیجه M١ شرط از ،V مجرد عملͽری فضای برای

است. Mn+۱(V ) به Mn(V ) از پوشا طولپایی ͷی v 7−→ v ⊕ ۰ =
[
v ۰
۰ ۰

]

1. abstract operator space
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شود. مͬ ارائه عملͽری فضاهای از مثال هایی ادامه در .۵٢ . ٩ مثال

است. مجرد عملͽری فضای ͷی واقعͬ عملͽری فضای هر .١

،Mn(B(H,K)) ∼= B(Hn,Kn) یͺریختͬ به توجه با K و H هیلبرت فضای برای .٢
ͬ کند. م صدق M٢ و M١ شرایط در B(H,K) روی ماتریسͬ نرم که ͬ شود م نتیجه

فرم به ماتریس ها از زیرفضایی با را B(H,K) فضای نیاز صورت در ادامه ]در
۰ ۰
b ۰

]
(۶ . ٢)

ͬ گیریم. م ͬͺی B(H ⊕K) در

‐C∗ ساختار توسط A روی نرم این صورت در باشد. ∗C‐جبر ͷی A کنیم فرض .٣
H هیلبرت فضای ͷی Aروی از ͷی به ͷی نمایش ͷی اگر ͬ شود. م مشخص آن جبری
کراندار عملͽرهای از ∗C‐جبری به عنوان را Mn(A) ͬ توان م بͽیریم، نظر در ثابت را
ندارد. بستگͬ شده انتخاب نمایش به Mn(A) روی متناظر نرم گرفت. نظر Hnدر روی
عملͽری فضای ساختار را فضا این و است عملͽری فضای ͷی A نرم ماتریسͬ، این با

ͬ نامیم. م A روی کانونͬ

یͺانͬ ماتریس ͷی µ ∈Mn و v ∈Mn(V ) و باشد مجرد عملͽری فضای ͷی V کنید فرض
داریم M٢ شرط به توجه با این صورت در باشد.

∥µv∥ ≤ ∥µ∥∥v∥ = ∥v∥ = ∥µ−۱µv∥ ≤ ∥µ−۱∥∥µv∥ = ∥µv∥

ͬ توانیم م ما و ͬ باشد م راست یا چپ سمت از جایͽشت ماتریس ضرب با متناظر عمل این
کند. تغییر آن نرم این که بدون کنیم جابه جا را v ستون های و سطرها

این صورت در .v = [vi,j ] ∈ Mn(V ) و باشد مجرد عملͽری فضای ͷی V کنید فرض
باشد، مرتبط مولفه هایش نرم با v نرم به طوری که کرد تعریف v روی ͬ توان م که نرم هایی از ͬͺی
است. M۱(V ) در vi,j نرم ∥vi,j∥ از منظور آن در که است ∥v∥۱ =

∑
i,j ∥vi,j∥ به صورت

نرم این بررسͬ ندارد. را عملͽری فضاهای ماتریسͬ نرم شرایط نرم، این به وضوح .۶٢ . ٠ تذکر
دارد همراه به را زیر نتایج ،V عملͽری فضای ماتریسͬ نرم با آن مقایسه و

است. هم ارز V روی عملͽری فضای ماتریسͬ نرم با ∥ · ∥۱ نرم (١)
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همͽرا ،v(k)i,j مولفه هایش، اگر تنها و اگر همͽراست Mn(V ) در (v(k))k∈N دنباله (٢)
باشند.

باشد. بسته Mn(V ) در Mn(W ) اگر تنها و اگر است بسته V از W زیرفضای (٣)

باشد. کامل Mn(V ) نرم دار فضاهای از ͷی هر اگر تنها و اگر است کامل V (۴)

هر اگر تنها و اگر است پیوسته F = [Fij ] : V −→Mn خطͬ نگاشت که است واضح (۵)
باشند. پیوسته Fij : V −→ C نگاشت های از ͷی

کراندار کاملا́ خطͬ نگاشت های ٢ . ١ . ٧ . ١

ͬ کنیم. م معرفͬ آنها برای خواصͬ و معرفͬ را رسته این مناسب های ریخت بخش این در

خطͬ φ : V −→W نگاشت و مجرد عملͽری فضای دو W و V کنیم فرض .۶٢ . ١ تعریف
ͬ شوند م القا φ نگاشت توسط زیر نگاشت های n ∈ N هر برای این صورت در باشد.

φn : Mn(V ) −→Mn(W )

φn =[φ(vij)], v = [vij ] ∈Mn(V ).

ͬ کنیم م تعریف φ نگاشت برای را زیر نرم

||φ||cb = sup{||φn|| : n ∈ N}

ͬ نامیم. م کراندار کاملا́ نرم را نرم این
عبارت به ͬ دهند. م تشͺیل نزولͬ دنباله ͷی {||φn||}n∈N (۶ . ٢) رابطه و M١ شرط به توجه با

دیͽر

||φ|| ⩽ ||φ۲|| ⩽ ||φ۳|| ⩽ · · · ⩽ ||φ||cb.

باشد، W به V از خطͬ نگاشت φ و مجرد عملͽری فضاهای W و V اگر .۶٢ . ٢ تعریف
را φ نگاشت آنگاه

φ||cb||؛ <∞ هرگاه کراندار١گوییم، کاملا́

1. completely bounded
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φ||cb||؛ ⩽ ۱ هرگاه انقباض١ͬگوییم، کاملا́
φ||cb||؛ = ۱ هرگاه طولپا٢گوییم، کاملا́

هر که معنا این به باشند؛ مثبت نگاشت های φnها ،n ∈ N هر برای هرگاه مثبت٣گوییم، کاملا́
ͬ نگارند؛ م مثبت عضو به را ( خود واقعͬ ساختار از القایی ترتیب (با مثبت عضو

باشند، خارج قسمتͬ نگاشت φnها ،n ∈ N هر برای هرگاه خارج قسمت۴ͬگوییم، کاملا́
.||φ||cb||φ−۱||cb <∞ که باشد، موجود φ−۱ خطͬ یͺریختͬ هرگاه گوییم، کامل۵ یͺریختͬ
نشان برای V ↠W نماد از و طولپا کاملا́ و ͷبه ی ͷی نگاشت نمایش برای V ↪→W نماد از

ͬ بریم. م بهره خارج قسمتͬ کاملا́ و پوشا نگاشت  دادن

نشان CB(V,W ) با را W به V از کراندار کاملا́ نگاشت های همه مجموعه .۶٢ . ٣ تعریف
است. نرم دار فضای ͷی کراندار کاملا́ نرم همراه فضا این ͬ دهیم. م

عکس ولͬ .CB(V,W ) ⊆ B(V,W ) واقع در است؛ کراندار کراندار، کاملا́ نگاشت هر
کراندار کاملا́ که است کراندار نگاشت ͷی ترانهاده نگاشت نیست. برقرار لزوماً مطلب این

نیست.

فضای اگر این صورت در باشند. مجرد عملͽری فضاهای W و V کنید فرض .۶۴ . ٢ گزاره
بود. خواهد باناخ نیز CB(V,W ) فضای آنگاه باشد، باناخ W

نتیجه باناخ، فضاهای در ͷکلاسی قضیه از استفاده با است، باناخ W فضای چون برهان.
زیرفضای CB(V,W ) کنیم ثابت است کافͬ بود. خواهد باناخ نیز B(V,W ) فضای ͬ شود م

است. B(V,W ) بسته
فضای در دنباله این که است واضح ͬ گیریم. م نظر CB(V,W ) در را {φn} کشͬ دنباله
کراندار خطͬ نگاشت است، باناخ B(V,W ) فضای چون بود. خواهد کشͬ نیز B(V,W )

آن به نرم توپولوژی در {φn} کشͬ دنباله به طوری که دارد وجود B(V,W ) در φ : V −→W

یعنͬ همͽراست؛
∥φn − φ∥ −→ ۰.

1. completely contractive
2. completely isometric
3. completely positive
4. completely quotient
5. completely isomorphic
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مقدار به صحیح عدد ϵ > ۰ هر برای است، کشͬ CB(V,W ) در {φn} دنباله آنجایی که از
عضو .∥φn−φm∥cb < ϵ ،n,m > Nϵ هر برای به طوری که دارد وجود Nϵ > ۰ بزرگ کافͬ

ͬ گیریم م نظر در را p ∈ N که v = [vij ] ∈MP (V )

∥(φn − φm)p∥ ≤ ∥φn − φm∥cb∥v∥ ≤ ϵ∥v∥.

نتیجه در و ∥(φn − φ)p(v)∥ ≤ ϵ∥v∥ همͽراست، φ(vij) به W در φm(vij) آنجایی که از
داریم کراندار کاملا́ نرم تعریف به توجه با .∥(φn − φ)p∥ ≤ ϵ

∥φn − φ∥cb = sup
p
∥(φn − φ)p∥ ≤ ϵ.

باناخ و بسته CB(V,W ) نتیجه در و همͽراست φ به CB(V,W ) در {φn} دنباله بنابراین
است.

خطͬ نگاشت ͷی φ : V −→ Mn و باشد مجرد عملͽری فضای ͷی V اگر .۶۵ . ٢ گزاره
.∥φ∥cb = ∥φn∥ آنگاه باشد،

هر برای .∥φm∥ ⩽ ∥φn∥ ،m ≥ n صحیح عدد هر برای دهیم نشان است کافͬ برهان.
.∥φm∥ − ϵ ⩽ ∥φm(v)∥ دارد، که وجود ∥v∥ ⩽ ۱ که v ∈ Mm(V ) مانند عنصری ϵ > ۰
به طوری که دارند وجود (Cn)m = Cn ⊗ Cm اقلیدسͬ فضای به متعلق ξ, η یͺه بردارهای
η̃, ξ̃ ∈ یͺه بردارهای و α, β : Cn ↪→ Cm طولپایی های .||φm|| − ϵ < |⟨φm(v)η | ξ⟩|
نوشت ͬ توان م نتیجه در .ξ = (α⊗ In)(ξ̃) و η = (β ⊗ In)(η̃) که دارند وجود Cn⊗Cn

∥φm∥ − ϵ < |⟨φm(v)η | ξ⟩| = |
⟨
φm(v)(β ⊗ In)(η̃) | (α⊗ In)(ξ̃)

⟩
|

= |
⟨
(α⊗ In)∗φm(v)(β ⊗ In)(η̃) | ξ̃

⟩
|

= |
⟨
(α∗ ⊗ In)φm(v)(β ⊗ In)(η̃) | ξ̃

⟩
|

= |
⟨
(α∗φm(v)β(η̃) | ξ̃

⟩
|

= |
⟨
φn(α

∗vβ)η̃ | ξ̃
⟩
|

⩽ ∥φ(α∗vβ)∥
⩽ ∥φn∥.

.∥φm∥ ⩽ ∥φn∥پس است. برقرار دلخواه ϵ > ۰ هر برای رابطه این
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دارد. بر در را زیر نتیجه n = ۱ وقتͬ گزاره این

خطͬ تابعک ͷی f : V −→ C و مجرد عملͽری فضای ͷی V کنید فرض .۶۶ . ٢ نتیجه
لذا .∥f∥cb = ∥f∥ این صورت در باشد.

V ∗ = B(V,C) = CB(V,C). (٢ . ٧)

آنگاه ،||v|| = ۱ باشد که گونه ای به v ∈ V و مجرد عملͽری فضای ͷی V اگر .۶٢ . ٧ لم
است. طولپا کاملا́ α 7−→ αv ضابطه با θv : C −→ V نگاشت

به صورت را (θv)n : Mn −→ Mn(V ) نگاشت ،θv نگاشت تعریف به توجه با برهان.
(θv)n(α) = [θv(αij)] = [αijv] = α⊗ v

داریم α ∈Mn و n ∈ N هر برای ͬ کنیم. م تعریف

∥(θv)n(α)∥ = ∥α⊗ v∥ = ∥α∥∥v∥ = ∥α∥.

است. طولپا کاملا́ θv نتیجه در و طولپا n(θv)ها ،n ∈ N هر برای

دارد وجود ͷی بعد از عملͽری فضای ͷی فقط که ͬ آید م به دست کلͬ نتیجه این لم این از
است. C با یͺریخت که

n برابر آن ها دو هر یا ͬͺی بعد که باشند مجرد عملͽری فضاهای W و V اگر .۶٢ . ٨ نتیجه
ͬ کند. م صدق ∥φ∥cb ⩽ n∥φ∥ رابطه در φ : V −→W خطͬ نگاشت هر آنگاه باشد،

B = {w۱, w۲, · · · , wn} پایه ͬ توانیم م این صورت در .dimW = n کنید فرض برهان.
به طوری که دارند وجود gj ∈ W ∗ همچنین .||wi|| = ۱ به طوری که کنیم انتخاب W برای را
W فضای روی همانͬ عملͽر (۶٢ . ٧) لم در θwj تعریف طبق .gj(wi) = δi,j و ||gj || = ۱
کردیم، مشاهده قبل لم در که همان گونه ͬ کنیم. م تعریف idW =

∑n
j=۱ θwj ◦gj به صورت را

تابعک های gj نگاشت های و است W به C از پوشا و طولپا کاملا́ نگاشت ͷی θwj نگاشت
صورت به را φ نگاشت هستند. V روی کراندار و خطͬ

φ = idW ◦ φ = (

n∑
j=۱

θwj ◦ gj) ◦ φ =

n∑
j=۱

θwj ◦ (gj ◦ φ).
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داریم ۶۶ . ٢ نتیجه به توجه با ͬ کنیم. م تعریف

∥φ∥cb = ∥
n∑
j=۱

θwj ◦ (gj ◦ φ)∥cb ⩽
n∑
j=۱
∥θwj ◦ (gj ◦ φ)∥cb

⩽
n∑
j=۱
∥θwj∥cb∥gj ◦ φ∥cb

=

n∑
j=۱
||gj ◦ φ∥

⩽
n∑
j=۱
∥gj∥∥φ∥

= ∥φ∥
n∑
j=۱
∥gj∥ = n∥φ∥.

این صورت در باشند. n‐بعدی مجرد عملͽری فضاهای W و V کنید فرض .۶٢ . ٩ نتیجه
.∥φ∥cb∥φ−۱∥cb ⩽ n۲ به طوری که دارد وجود φ : V −→W یͺریختͬ

تعریف ۶٢ . ٨ نتیجه اثبات در که {w۱, w۲, · · · , wn} و {v۱, v۲, · · · , vn} پایه های برهان.
ͬ گیریم. م نظر در ها gj ∈ W ∗ و fj ∈ V ∗ با همراه W و V برای به ترتیب را کردیم
را ψ : W −→ V ; w 7→

∑
gi(w)vi و φ : V −→ W ; v 7→

∑
fi(v)wi نگاشت های

و هستند یͺدیͽر وارون خطͬ نگاشت دو این ͬ کنیم. م تعریف

φ(vi) =
∑

fi(vi)wi = δiiwi = wi

و
ψ(wi) =

∑
gi(wi)vi = δiivi = vi.

داریم φ نگاشت برای

||φ||cb = ||
∑

fiwi||cb ⩽
∑
||fi||cb||wi||cb ⩽ n.
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نتیجه در ،||ψ||cb ⩽ n کرد ثابت ͬ توان م مشابه به طور

||φ||cb||φ−۱||cb = ||φ||cb||ψ||cb ⩽ n۲.

f : V −→ C خطͬ تابعک ،V مجرد عملͽری فضای هر برای که دیدیم (۶۶ . ٢) نتیجه در
که دارند وجود W چون دیͽری عملͽری فضاهای آیا است. ||f ||cb = ||f || ویژگͬ دارای
را پرسش این پاسخ زیر گزاره باشد؟ برقرار نیز آن ها برای CB(V,W ) = B(V,W ) رابطه

ͬ کند. م بیان

هر آنگاه باشد، جابه جایی ∗C‐جبر ͷی A و مجرد عملͽری فضای ͷی V اگر .٢ . ٧٠ گزاره
ͬ کند. م صدق ||φ||cb = ||φ|| تساوی در φ : V −→ A کراندار خطͬ نگاشت

از منظور این صورت در باشد. فشرده موضعا هاسدورف فضای ͷی Ω کنید فرض برهان.
صفر بی نهایت در آنها حد که است Ω روی مقدار مختلط پیوسته توابع همه مجموعه C۰(Ω)

یͺسان C۰(Ω) با را A ͬ توان م است، جابه جایی ∗C‐جبر ͷی A چون گلفند قضیه بنابر است.
توابع برای کرد. فرض یͺسان C۰(Ω,Mn) با را Mn(C۰(Ω)) ͬ توان م همچنین گرفت. نظر در

داریم f = [fij ] ∈Mn(C۰(Ω)) مقدار ماتریسͬ

∥f∥ = sup
ω∈Ω
{∥[fij(ω)]∥}.

و ω ∈ Ω همه روی گرفتن سوپریمم با ͬ گیریم. م نظر در را v ∈ Mn(V ) ثابت عنصر حال
نوشت ͬ توان م ،∥α∥۲ = ∥β∥۲ = ۱ که α, β ∈ Cn

∥φn(v)∥ = ∥[φ(vi,j)]∥ = sup
ω∈Ω
{∥[φ(vi,j)]∥}

= sup
ω,α,β

{|
⟨
[φ(vi,j)(ω)]α | β

⟩
|}

= sup
ω,α,β

|
n∑

i,j=۱
β̄iφ(vi,j)(ω)αj |.

داریم α, β ∈ Cn ستونͬ ماتریس های گرفتن نظر در با

∥φn(v)∥ = sup
ω,α,β

{|φ(β∗vα)(ω)|}
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⩽ sup
α,β
{∥φ∥∥β∗vα∥∥ω∥}

⩽ ∥φ∥sup
α,β
{∥β∗vα∥}

⩽ ∥φ∥sup
α,β
{∥β∗∥∥v∥∥α∥}

= ∥φ∥∥v∥.

∥φn∥ ⩽ بنابراین و ͬ شود م کامل اثبات نامساوی، طرفین از گرفتن سوپریمم بار دو با پایان در
.∥φ∥cb ⩽ ∥φ∥ و ∥φ∥

نمایش قضیه ٢ . ١ . ٧ . ٢

هست. نیز مجرد عملͽری فضای ͷی واقعͬ عملͽری فضای هر که کردیم مشاهده قبل بخش در
اثبات و بیان را مطلب این عکس نمایش قضیه به نام اساسͬ قضیه ͷی در ١٩٨٨ سال در روآن
اثبات و بیان به نیاز آن اثبات برای که است فصل این قضایای مهم ترین جزء قضیه این نمود.
برای جایͽزینͬ شرط که ͬ کنیم م بیان را زیبایی بسیار گزاره بخش این پایان در داریم. لم چندین

ͬ کند. م بیان را روآن شرایط از M١ شرط

در باشد. V حقیقͬ خطͬ فضای ͷی از محدب زیرمجموعه ای K کنید فرض .٢ . ٧١ تعریف
کند. حفظ را محدب ترکیبات هرگاه ͬ شود، م نامیده آفین ͷی K روی e حقیقͬ تابع این صورت

x, y ∈ K و ۰ ⩽ α ⩽ ۱ هر برای واقع در

e(αx+ (۱− α)y) = αe(x) + (۱− α)e(y).

V روی همانͬ نگاشت I و ثابت ͷی c ،V روی حقیقͬ خطͬ تابعک ͷی f اگر .٢ . ٧٢ مثال
زیرا است. آفین ͷی V روی e = f + cI تحدید آنگاه باشد،

e(αx+ (۱− α)y) = (f + cI)(αx+ (۱− α)y)
= αf(x) + (۱− α)f(y) + αcx+ (۱− α)cy
= α(f(x) + cx) + (۱− α)(f(y) + cy)

= α(f + cI)(x) + (۱− α)(f + cI)(y)

= αe(x) + (۱− α)e(y).



57 باناخ فضاهاي از مقدماتی .2 فصل

محدب زیرمجموعه ͷی روی حقیقͬ پیوسته آفین توابع از مخروط ͷی E کنید فرض .٢ . ٧٣ لم
ͷی e ∈ E هر برای اگر صورت این در باشد. E ͷتوپولوژی خطͬ فضای ͷی از K فشرده
وجود k۰ ∈ K نقطه ͷی آنگاه ،e(ke) ⩾ ۰ به طوری که باشد داشته وجود K در متناظر ke نقطه

.e(k۰) ⩾ ۰ ،e ∈ E هر برای که دارد

K(e) = {k ∈ K : e(k) ⩾ ۰} مجموعه های دهیم نشان باید لم این اثبات برای برهان.
شده تعریف مجموعه های فرض، بنابه .

∩
e∈E e(k) ̸= ∅ واقع در دارند؛ ناتهͬ اشتراک

در k مانند عنصری به همͽرا را K(e) در (kα) دنباله اگر هستند. ناتهͬ بالا به صورت
داریم بسته گراف قضیه طبق هستند، پیوسته ͬͽهم آفین ها آن جایی که از آنگاه بͽیریم، نظر
بسته K(e) مجموعه این صورت در .k ∈ K(e) و e(k) ⩾ ۰ نتیجه در .e(kα) −→ e(k)

مجموعه ها این دهیم نشان است کافͬ حال هست. نیز K(e)فشرده که ͬ دهد م نتیجه این است.
وجود e۱, e۲, · · · , en ∈ E عناصر آنگاه نباشد، چنین اگر هستند. متناهͬ اشتراک ویژگͬ دارای

به طوری که دارند
K(e۱) ∩K(e۲) ∩ · · · ∩K(en) = ∅.

ͬ کنیم. م تعریف θ(k) = (e۱(k), e۲(k), · · · , en(k)) به صورت را θ : K −→ Rn نگاشت
نگاشت چون ͬ باشد. م پیوسته آفین ͷی نیز θ هستند، پیوسته آفین های ͬͽهم eiها آن جایی که از
فرض بنابر و است محدب و فشرده مجموعه ای Rn در θ(K) است، فشردگͬ حافظ پیوسته
خطͬ تابعک که ͬ شود م نتیجه هان‐باناخ قضیه هندسͬ شͺل از .θ(k)∩ (Rn)+ = ∅ خلف
ثابت های برای آن جایی که از .f(R)+ ⩾ ۰ و f(θ(K)) < ۰ به طوری که دارد وجود Rn روی f

،cj ⩾ ۰

f(x۱, · · · , xn) = c۱x۱ + · · ·+ cnxn, (xj ∈ R, ۱ ⩽ j ⩽ n)

که است آفین ͷی نیز خود آفین هاست از خطͬ ترکیب e چون .e = f ◦ θ < ۰ ͬ شود م نتیجه
دارد. تناقض لم فرض با این و K(e) = ∅ به طوری که است E از عضوی

،||F || = ۱ به طوری که F ∈ [Mn(V )]∗ و باشد مجرد عملͽری فضای V اگر .٧۴ . ٢ لم
و β ∈ Mr,n ،α ∈ Mn,r هر برای به طوری که دارند وجود Mn روی q۰ و p۰ حالت های آنگاه

دلخواه) r ∈ N) v ∈Mr(V )

|F (αvβ)| ⩽ p۰(αα
∗)

۱
۲ ∥v∥q۰(β∗β)

۱
۲ .

تعریف Mn روی حالت فضای را Sn .∥v∥ = ۱ کرد فرض ͬ توان م v ∈Mr(V ) برای برهان.
که بیابیم طوری را Sn عضو q۰ و p۰ حالت های است کافͬ ͬ کنیم. م

|F (αvβ)| ⩽ p۰(αα
∗)

۱
۲ q۰(β

∗β)
۱
۲ . (٢ . ٨)
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دهیم نشان باید منظور این برای

ReF (αvβ) ⩽ p۰(αα
∗)

۱
۲ q۰(β

∗β)
۱
۲ . (٢ . ٩)

ͬ آید. م به دست (٢۶ . ٣) رابطه همان α به جای مناسب θ ⩽ ۰ ͷی برای eiθα قراردادن با زیرا
که ͬ کنیم م پیدا طوری را q۰ و p۰ حالت های (٢ . ٩) اثبات برای اکنون

ReF (αvβ) ⩽ ۱
۲

(
p۰(αα

∗) + q۰(β
∗β)

)
. (٢ . ١٠)

رابطه آنگاه دهیم، قرار t > ۰ برای t−
۱
۲β ،β به جای و t

۱
۲α ،α به جای اگر (٢ . ١٠) رابطه در

ͬ آید م به دست زیر

ReF (αvβ) ⩽ ۱
۲

(
tp۰(αα

∗) + t−۱q۰(β
∗β)

)
.

با برابر t قراردادن با آنگاه باشند، ناصفر مقادیر q۰(β∗β) و p۰(αα∗) رابطه این در اگر
q۰(β∗β) ̸= ۰ ،p۰(αα∗) = ۰ اگر ͬ آید. م به دست (٢ . ٩) رابطه p۰(αα∗)−

۱
۲ q۰(β∗β)

۱
۲

(٢ . ٩) رابطه و ReF (αvβ) = ۰ ͬ شود م نتیجه آنگاه میل دهیم، بی نهایت سمت به را t و
در ͬ کنیم. م استفاده مشابه برهانͬ نیز q۰(β∗β) = ۰ و p۰(αα∗) ̸= ۰ برای ͬ آید. م به دست

.ReF (αvβ) = ۰ آنگاه باشند، صفر دو هر اگر نهایت
است (Mn⊕Mn)

∗ از فشرده محدب زیرمجموعه ͷی K = Sn× Sn دکارتͬ حاصل ضرب
نماد با را K روی حقیقͬ پیوسته آفین توابع خطͬ فضای هستند. فشرده و محدب Snها زیرا

ͬ دهیم. م نشان A(K)

را eα,v,β ∈ A(K) آفین آنگاه ،||v|| = ۱ که v ∈ Mr(V ) و β ∈ Mr,n ،α ∈ Mn,r اگر
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت

eα,v,β(p, q) = p(αα∗) + q(β∗β)− ۲ReF (αvβ).

ͬ دهیم. م نشان E با را فرم این به توابع همه مجموعه .p, q ∈ Sn رابطه این در
،e ∈ E هر برای که دارد وجود (p۰, q۰) ∈ K مانند نقطه ایی دهیم نشان ͬ خواهیم م

داریم اما است. e(p۰, q۰) ⩾ ۰

است. نامنفͬ (pe, qe) ∈ K نقاط بعضͬ در e ∈ E تابع هر (١)
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طوری را qe و pe حالت های و e = eα,v,β ∈ E ͬ کنیم م فرض حͺم این اثبات برای
.qe(β∗β) = ∥β∗β∥ = ∥β∥۲ و pe(αα∗) = ∥αα∗∥ = ∥α∥۲ که ͬ کنیم م انتخاب

داریم این صورت در

e(pe, qe) = ∥α∥۲ + ∥β∥۲ − ۲ReF (αvβ) ⩾ ۰

زیرا

ReF (αvβ) ⩽ |F (αvβ)| ⩽ ∥F∥∥αvβ∥
⩽ ∥α∥∥v∥∥β∥

⩽ ۱
۲
(∥α∥۲ + ∥β∥۲).

ceα,v,β = e
c۱/۲α,v,c۱/۲β

رابطه از ادعا این ͬ باشد. م A(K) در مخروط ͷی E مجموعه (٢)
،eα′,v′,β′ , eα,v,β ∈ E اگر همچنین ͬ شود. م نتیجه eα,v,β ∈ E و c ⩾ ۰ برای

و β′′ =
[
β

β′

]
،α′′ = [α α′] آن در که eα,v,β + eα′,v′,β′ = eα′′,v′′,β′′ آنگاه

M١ خاصیت به توجه با .v′′ = v ⊕ v′

∥v′′∥ = ∥v ⊕ v′∥ = max{∥v∥, ∥v′∥} = ۱.

در که دارد وجود (p۰, q۰) زوج که دادیم نشان ما و است برقرار ٢ . ٧٣ لم شرایط این صورت در
ͬ کند. م صدق (٢ . ١٠) رابطه

F ∈ [Mn(V )]∗ خطͬ تابعک برای آنگاه باشد، مجرد عملͽری فضای ͷی V اگر .٧۵ . ٢ لم
وجود ξ, η ∈ (Cn)n یͺه بردارهای و φ : V −→ Mn انقباضͬ کاملا́ نگاشت ∥F∥ = ۱ که

.F (v) = ⟨φn(v)η | ξ⟩ ،v ∈Mn(V ) هر برای به طوری که دارند

نمایش قضیه از ͬ گیریم. م نظر در ثابت ٧۴ . ٢ لم مانند را Mn روی q۰ و p۰ حالت های برهان.
H بعد متناهͬ هیلبرت فضای روی Mn از θ و π متناظر نمایش های ، گلفند‐نیمارک‐سͽال

،α ∈Mn هر برای به طوری که دارند وجود η۰ ∈ K و ξ۰ ∈ H دوری بردارهای با K و

p۰(α) = ⟨π(α)ξ۰ | ξ۰⟩ (٢ . ١١)
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و

q۰(α) = ⟨θ(α)η۰ | η۰⟩. (٢ . ١٢)

زیر به صورت را α̃ ∈ Mn ماتریس ،α = [α۱ α۲ · · · αn] ∈ M۱,n سطری ماتریس برای
ͬ کنیم م تعریف

α̃ =


α۱ α۲ · · · αn
۰ ۰ · · · ۰
...

... . . . ...
۰ ۰ · · · ۰

. (٢ . ١٣)

H۰ زیرفضای ͬ دهیم. م نشان M̃۱,n با را این صورت به n × n ماتریس های همه خطͬ فضای
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را K از K۰ و H از

H۰ := π(M̃۱,n)ξ۰ ⊆ H (١۴ . ٢)

و

K۰ := θ(M̃۱,n)η۰ ⊆ K. (١۵ . ٢)

برای ،K۰ × H۰ روی را Bv نیم خطͬ و ͷی فرم و ͬ گیریم م نظر در ثابت را v ∈ V عنصر
ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت دلخواه، α, β ∈M۱,n

Bv(θ(β̃)η۰, π(α̃)ξ۰) = F (α∗vβ) (١۶ . ٢)

داریم (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) روابط و قبل لم طبق

|Bv(θ(β̃)η۰, π(α̃)ξ۰)| = |F (α∗vβ)| ⩽ p۰(α
∗α)

۱
۲ ∥v∥q۰(β∗β)

۱
۲

= ⟨π(α∗α)ξ۰ | ξ۰⟩
۱
۲ ∥v∥⟨θ(β∗β)η۰ | η۰⟩

۱
۲

= ∥π(α̃)ξ۰∥∥θ(β̃)η۰∥∥v∥.

کراندار خطͬ) مزدوج دوم مولفه به نسبت و خطͬ اول مولفه به (نسبت نیم خطͬ و ͷی فرم پس
برای به طوری که دارد وجود φ۰(v) : K۰ −→ H۰ منحصربه فرد کراندار عملͽر بنابراین . است

است برقرار زیر رابطه π(α̃)ξ۰ ∈ H۰ و θ(β̃)η۰ ∈ K۰

F (α∗vβ) =
⟨
φ۰(v)θ(β̃)η۰ |π(α̃)ξ۰

⟩
. (٢ . ١٧)
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با را آنها ͬ توان م .h, k ⩽ n که است k بعد دارای K۰ فضای و h بعد دارای H۰ فضای
گرفت. ͬͺی Cn از Ck ⊕ ۰n−k و Ch ⊕ ۰n−h از زیرفضاهایی

زیر به صورت v ∈ V هر برای را φ نگاشت و بͽیریم نظر در K۰ در Cn تصویر را E اگر
کنیم تعریف

φ : V −→Mn

φ(v) = φ۰(v)E,

یافته ایم را ͬ کند م صدق زیر رابطه در (٢ . ١٧) طبق که لم، در موردنظر نگاشت آنگاه

F (α∗vβ) =
⟨
φ(v)θ(β̃)η۰ |π(α̃)ξ۰

⟩
.

داریم ͬ گیریم. م نظر در را v ∈Mn(V ) ماتریس

F (v) = F
(∑
i,j

En∗i vi,jE
n
j

)
=

∑
i,j

F (En∗i vi,jE
n
j

)
=

∑
i,j

⟨
φ(vi,j)θ(Ẽ

n
j )η۰ |π(Ẽ

n
i )ξ۰

⟩
= ⟨φn(v)η | ξ⟩

رابطه در و دارند تعلق (Cn)n به η =

θ(Ẽ
n
۱ )η۰
...

θ(Ẽnn)η۰

 و ξ =

π(Ẽ
n
۱ )ξ۰
...

π(Ẽnn)ξ۰

 آن در که

∥η∥۲ = ⟨η|η⟩ =
∑
i

⟨
θ(Ẽni )η۰ | θ(Ẽ

n
i )η۰

⟩
=

∑
i

∥θ(Ẽni )η۰∥
۲

=
∑
i

q۰(E
n∗
i Eni )

= q۰(
∑
i

En∗i Eni )

= q۰(I) = ۱.
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.∥ξ∥۲ = ۱ داد نشان ͬ توان م مشابه به طور ͬ کنند. م صدق
برای دهیم نشان باید کار این برای است. انقباضͬ کاملا́ φ نگاشت کنیم ثابت باید اکنون
،ξ۱ ∈ Hn

۰ هر برای است کافͬ φ تعریف به توجه با هستند. انقباضͬ φnها ،n ∈ N هر
.
∣∣⟨(φ۰)n(v)η۱ | ξ۱

⟩∣∣ ≤ ∥v∥∥η۱∥∥ξ۱∥ کنیم ثابت v ∈Mn(V ) و η۱ ∈ Kn
۰

αi, βj ∈M۱,n به طوری که ͬ کنیم م تعریف زیر به صورت را η۱ و ξ۱ ماتریس های

ξ۱ =

π(α̃۱)ξ۰
...

π(α̃۱)ξ۰

, η۱ =

θ(β̃۱)η۰...
θ(β̃۱)η۰

.
داریم هم چنین

∥η۱∥۲ =
∑
j

∥θ(β̃j)η۰∥۲ =
∑
j

q۰(β
∗
j βj) = q۰(β

∗β). (٢ . ١٨)

داد نشان ͬ توان م مشابه به طور

∥ξ۱∥۲ = p۰(α
∗α) (٢ . ١٩)

آن در که

α =

α۱
...
αn

, β =

β۱...
βn

 ∈Mn.

ͬ دهد م نتیجه این

⟨(φ۰)n(v)η۱ | ξ۱⟩ =
∑
i,j

⟨
φ۰(vi,j)θ(β̃j)η۰ |π(α̃i)ξ۰

⟩
=

∑
i,j

F (α∗i vi,jβj)

= F (α∗vβ).

داریم (٢ . ١٩) و (٢ . ١٨) رابطه های و ٧۴ . ٢ لم به توجه با پایان در

|⟨(φ۰)n(v)η۱ | ξ۱⟩| = |F (α∗vβ)| ⩽ p۰(α
∗α)

۱
۲ ∥v∥q۰(β∗β)

۱
۲ = ∥v∥∥ξ۱∥∥η۱∥.
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آنگاه باشد، شده داده v ∈Mn(V ) عنصر و باشد مجرد عملͽری فضای ͷی V اگر .٧۶ . ٢ لم
.∥φn(v)∥ = ∥v∥ به طوری که دارد وجود φ : V −→Mn انقباضͬ کاملا́ نگاشت

خطͬ تابعک هان‐باناخ، قضیه از استفاده با ͬ گیریم. م نظر در را v ∈ Mn(V ) برهان.
نگاشت ٧۵ . ٢ لم طبق . |F (v)| = ∥v∥ و ∥F∥ = ۱ به طوری که دارد وجود F ∈ [Mn(V )]∗

به طوری که دارند وجود ξ, η ∈ (Cn)n یͺه بردارهای و φ : V −→Mn انقباضͬ کاملا́

∥φn(v)∥ ⩾ |⟨φn(v)η | ξ⟩| = |F (v)| = ∥v∥.

گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین است، برقرار φ بودن کراندار کاملا́ به خاطر نیز بالا نامساوی عکس
.∥φn(v)∥ = ∥v∥

H هیلبرت فضای آنگاه باشد، مجرد عملͽری فضای ͷی V اگر نمایش) (قضیه .٢ . ٧٧ قضیه
است. طولپا کاملا́ W با V که دارند وجود W ⊆ B(H) واقعͬ عملͽری فضای و

ͬ کنیم م تعریف n ∈ N هر برای برهان.

Sn = Sn(V ) = CB(V,Mn)∥·∥cb⩽۱. (٢ . ٢٠)

هم چنین

S = S(V ) =
∪
n∈N

Sn(v).

n(φ) آن در که ͬ کنیم، م تعریف H =
⊕
φ∈S

Cn(φ) به صورت نیز را نظر مورد هیلبرت فضای

داریم و است φ ∈ Sn شرط با n صحیح عدد

Φ : V −→ B(H)

Φ(v) = (φn(v))φ∈S . (٢ . ٢١)

ͬͺی v 7−→ (φn(v))φ∈S نگاشت با را Φn : Mn(V ) −→ B(Hn) نگاشت ͬ توانیم م
ͷی برای دیͽر طرف از است. انقباضͬ کاملا́ نگاشت ͷی Φ نگاشت این رو از بͽیریم.
کرد که انتخاب نحوی رابه φ۰ ∈ Sn ͬ توان م ٧۶ . ٢ لم از استفاده با ثابت، v ∈ Mn(V )

که است واضح .∥(φ۰)n(v)∥ = ∥v∥

∥Φn(v)∥ ⩾ ∥(φ۰)n(v)∥ = ∥v∥.

ͬ باشد. م طولپا کاملا́ نگاشت ͷی Φ و ∥Φn(v)∥ = ∥v∥ نتیجه در
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بسته فضاهای زیر مجرد، عملͽری فضاهای رسته جامع عنصر که ͬ دهد م نشان بالا قضیه
را فضا دو این بعد به این از ابهام بدون لذا و هستند واقعͬ، عملͽری فضاهای یعنͬ ،B(H)

ͬ شناسیم. م عملͽری فضاهای عنوان زیر
بیان آن ها مطالعه و ساختن نحوه عملͽری، فضاهای ساختارهای از مثال هایی ادامه در

ͬ کنیم. م

باشد. طولپایی ͷی J : V → B(H) و نرم دار فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ٧٨ مثال
یͺریختͬ .∥[vij ]n×n∥n = ∥[Jvij ]n×n∥دهیم ͬ م قرار vij ∈ V برای صورت این در
فضای ͷی روی عملͽری ساختار ͷی ایجاد برای طبیعͬ راه ͷی B(Hn) = Mn(B(H))

ͬ شود. م الحاق آن به که است نرم دار

آن از ͷبه ی ͷی نمایش ͷی π : A → B(H) و ∗C‐جبر ͷی A کنید فرض .٢ . ٧٩ مثال
قبل مثال به توجه با این صورت در است. موجود گلفند‐نیمارک‐سͽال قضیه بنابر که باشد
ͷی به را A و ͬ شود م تعریف Mn(A) روی که است یͺتایی نرم ،∥[aij ]∥n = ∥[π(aij)]∥n

ͬ کند. م تبدیل عملͽری فضای

قراردادن با V۰ ⊆ V بسته زیرفضای برای .٢ . ٨٠ مثال

Mn(V/V۰) ∼= Mn(V )/Mn(V۰)

تبدیل عملͽری فضای به را V/V۰ و کرد تعریف را خارج قسمتͬ عملͽری فضای ساختار ͬ توان م
کرد.

ارزیاب نگاشت حال باشد. نرم دار فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ٨١ مثال
قراردادن با بͽیرید. نظر در E(v)(f) = f(v) تعریف با را E : V −→ C((ball(V ∗), w∗)
Mn(C(B)) ∼= یͺریختͬ ،C∗ جبرهای به عنوان که ͬ کنیم م مشاهده ،B = ((ball(V ∗), w∗)

این کرد. منتقل V به ͬ توان م را عملͽری ساختار همین بنابراین است. موجود C(B,Mn)

واقع در ͬ نامیم. م V روی مینیمال عملͽری ساختار را ساختار

∥[vij ]∥min
n = sup

ξ∈(Ball(E∗),w∗)
∥[ξ(vij)]∥Mn .

∥[vij ]∥max
n مقدار ،[vij ] ∈Mn(V برای( باشد. نرم دار فضای ͷی V کنید فرض .٢ . ٨٢ مثال

صورت به را
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sup
{
∥[Jvij ]∥

∣∣ است طولپایی ͷی J : V → B(H) و است هیلبرت فضای ͷی H
}

است. متناهͬ سوپریمم این ∥[vij ]∥max
n ⩽

∑n
i,j=۱ ∥vij∥ اینکه به توجه با ͬ کنیم. م تعریف

واقع در ͬ نامیم. م ماکسیمال عملͽری فضای ساختار را تعریف این

maxV =
(
V, (∥ · ∥max

n )∞n=۱
)

از دلخواهͬ عملͽری ساختار هر برای هم چنین .B(V,W ) = CB(maxV,W ) همواره و
داریم V

∥[v]∥min
n ⩽ ∥v∥n ⩽ ∥v∥max

n .

تساوی گرفتن نظر در با ،V برای عملͽری فضای ساختار هر با دقت کنید .٢ . ٨٣ مثال
است. عملͽری فضای ͷی خود Mm(V ) فضای Mn(Mm(V )) = Mnm(V )

قراردادن با W و V عملͽری فضای دو برای هم چنین

Mn(CB(V,W )) ∼= CB(V,Mn(W ))

[Tij ] 7−→ (V −→ [TijV ])

فضای ͷی خود V ∗ خاص به طور و CB(V,W ) یعنͬ این و ͬ شود م برقرار طولپایی ͷی
مͬ معرفͬ دقیق تر را آن ٨۴ . ٢ مثال در .Mn(V

∗) ∼= CB(V,Mn)داریم و است عملͽری
کنیم.

عملͽری فضای Wساختار و V عملͽری فضای دو برای ادامه در دوگان) (فضای .٨۴ . ٢ مثال
بیاورید به خاطر قبل بخش های از ͬ کنیم. م ارائه را CB(V,W ) نرمدار فضای روی طبیعͬ
نرم شرایط در که مناسبی نرم Mn(V

∗) روی ͬ خواهیم م .V ∗ = B(V,C) = CB(V,C)

f = [fij ] ∈Mn(V
∗) کنید فرض هدف این برای کنیم. تعریف باشد، صادق عملͽری فضای

طولپایی نگاشت، این داریم. را f(v) = [fij(v)] تعریف با f : V −→ Mn نگاشت
برای Mn(V

نرم دار(∗ خانواده ترتیب به این و ͬ دهد م به دست را Mn(V
∗) ∼= CB(V,Mn)

برای واقع در ͬ شود. م تبدیل عملͽری فضای ͷی به V ∗ تعریف این با ͬ شود. م حاصل n ∈ N
داریم f ∈Mn(V

∗)

||f || = sup
{
∥fn(v)∥

∣∣ v ∈Mn(V ), ∥v∥ ⩽ ۱
}
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مشخص Mn(V ) روی را مناسبی عملͽری فضای نرم ،Mn(V
∗) روی نرم شͺل به همین

ͬ دهیم م قرار ،v ∈Mn(V ) کنید فرض ͬ کند. م

∥v∥ = sup
{
∥fn(v)∥, f ∈ CB(V,Mn), ∥f∥cb ⩽ ۱

}
است. مجهز عملͽری ساختار ͷی به وجود صورت در عملͽری فضای هر پیش دوگان بنابراین
∗‐بسته، یͺدار (زیرجبر نویمان فون جبر هر ساکایی، معروف قضیه به توجه با خاص به طور
ͬ توان م بالا تعریف با بنابراین است. M∗ یͺتای پیش دوگان ͷی دارای ،M (B(H) ∗w‐بسته

کرد. تبدیل عملͽری فضای ͷی به را M∗
عملͽری ساختار به مجهز C∗(G)∗ به عنوان B(G) و V N(G) پیش دوگان به عنوان A(G)

هستند. طبیعͬ
مناسبی سازگاری نیز A(G) جبری ساختار با ساختار این واقع در ͬ دهیم م نشان بعد فصل در

ͬ کند. م تبدیل ١ کوانتیده جبر ͷی به را آن و دارد

p‐عملͽری فضاهای ٢ . ١ . ٨
ͬ شود، م تلقͬ هیلبرت فضاهای روی عملͽرهای مطالعه که عملͽری فضاهای مبحث از گذار
این نویسندگان های علاقمندی از ͬͺی ( Lp‐فضاها ) خاص باناخ فضاهای روی عملͽرها به
پرداخته p‐عملͽری٢ فضای با ارتباط ͬ در مفاهیم ارائه به بخش این در رو، این از است. کتاب

است. [١٨] از برگرفته غالباً قسمت این در شده ارائه قضایای و تعاریف ایم.
بخش این سراسر در ͬ کنیم. م ارائه را بخش این در استفاده مورد نمادهای ابتدا در
است. Lp نرم با Cn فضای همان Lp

n فضای n ∈ N برای .p′ = p
p−۱ و p ∈ (۱,∞)

نرم به طوری که است a = [a۱, . . . , an] ∈ Cn بردارهای همه فضای lpn فضای واقع در

مجموعه ͷی برای همچنین ͬ شود. م تعریف ∥a∥lnp =

(∑n
i=۱ |ai|p

) ۱
p

به صورت a بردار

داریم و ai ∈ C به طوری که است a = [ai]i∈I اعضای شامل lp(I) فضای I اندیس گذار

∥a∥Lp(I) =
(∑
i∈I
|ai|p

) ۱
p
<∞,

1. quantized algebra
2. p-operator space
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است. صفر مخالف جمله شمارا حداکثر سری، این در که
n = m اگر و Mn,m با را C به متعلق های درایه با n ×m های ماتریس همه فضای
به آن گرفتن نظر در با را a = [aij ] ∈ Mn,m مانند ماتریس ͷی نرم ͬ دهیم. م نشان Mn با

ͬ کنیم م محاسبه زیر به صورت B(lpm, lpn) فضای به متعلق عملͽری عنوان

∥a∥B(lpm,lpn) = sup

{( n∑
i=۱

∣∣ m∑
j=۱

aijbj
∣∣p) ۱

p
: b ∈ lpm, ∥b∥lpm ≤ ۱

}
.

ͬ کنیم. م بیان را آن ادامه در که ͬ کند م ارائه دیͽری معیار [۴۴] شناساییQSLp‐فضاها برای

a = [aij ] ماتریس هر برای اگر فقط و اگر است QSLp‐فضا ͷی E فضای .٨۵ . ٢ قضیه
،Mn در

sup

{( n∑
i=۱

∣∣ n∑
j=۱

aijξj
∣∣p) ۱

p
: [ξj ]

n
j=۱ ⊂ E,

n∑
j=۱
∥ξj∥p ≤ ۱

}
≤ ∥a∥B(lpn).

ͬ کنیم. م ارائه زیر تعریف حال

است B(E) فضای از X بسته فضای زیر ͷی ١ واقعͬ p‐عملͽر فضای ͷی .٨۶ . ٢ تعریف
است. QSLp‐فضا ͷی E فضای آن در که

در که داد قرار B(E,F ) ͬ توان م B(E) جای به معادل طور به بالا، تعریف در .٢ . ٨٧ تذکر
فضای زیر با را B(E,F ) فضای ͬ توان م صورت این در هستند. QSLp‐فضا دو F و E آن

رسید. اولیه تعریف به و گرفت نظر در ͬͺی B(E ⊕p F ) از ای بسته

p‐عملͽری فضاهای از تانسوری ضرب فضای روی ها نرم از خانواده ای توصیف اینک
ͬ کنیم. م ارائه را واقعͬ

اعداد و B(E) از X واقعͬ p‐عملͽر فضای و E QSLp‐فضای ͷی برای .٢ . ٨٨ تعریف
گرفتن نظر در با را Mn,m(X) = Mn,m ⊗ X فضای روی ∥ · ∥n,m نرم n,m ∈ N

1. concrete p-operator space
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عبارت به ͬ کنیم. م تعریف B(lpm ⊗p E, lpn ⊗p E) از فضایی زیر عنوان به Mn,m(X)

ͬ شود م محاسبه زیر به صورت نرم T = [Tij ] ∈Mn,m(X) عضو برای تر، دقیق

∥T∥n,m = sup

{( n∑
i=۱

∥∥ m∑
j=۱

Tij [ξj ]
∥∥p) ۱

p
: [ξj ]

m
j=۱ ⊂ E,

m∑
j=۱
∥ξj∥p ≤ ۱

}
.

ͬ دهیم. م نشان ∥ · ∥n با را نرم این n = m که حالتͬ در

زیر خاصیت دو در ∥ · ∥n نرم های خانواده X ⊆ B(E) واقعͬ p‐عملͽر فضای برای
ͬ کنند. م صدق

داریم v ∈Mm(X) و u ∈Mn(X) برای :D∞ خاصیت .١

∥u⊗ v∥n+m = max
(
∥u∥n, ∥v∥m

)
.[

u ۰
۰ v

]
بلوکͬ نمایش دارای و دارد تعلق Mn+m(X) فضای به u⊗ v ماتریس که

است.

داریم u ∈Mm(X) و b ∈Mm,n ،a ∈Mn,m برای :Mp خاصیت .٢

∥aub∥n ≤ ∥a∥∥u∥m∥b∥,

B(lpn, lpm) ,B(lpmو lpn) از اعضایی عنوان به ترتیب به ∥b∥ و ∥a∥های نرم آن در که
ͬ شوند. م محاسبه

ͬ پردازیم. م p‐عملͽری فضاهای از دیͽری توصیف به اکنون

ها نرم از ای خانواده همراه به X باناخ فضای ͷی مجرد١، p‐عملͽری فضای .٢ . ٨٩ تعریف
و D∞ خاصیت دو در

(
Mn(X), ∥ · ∥n

)∞
n=۱ خانواده به طوری که است

(
∥ · ∥n

)∞
n=۱ مانند

ͬ کند. م صدق Mp

1. abstract p-operator space
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روان شرایط همان p‐عملͽر فضاهای برای بالا شرط دو p = ۲ که حالتͬ برای .٢ . ٩٠ تذکر
تعریف بر منطبق p = ۲ حالت در تعریف این نتیجه در است، عملͽری فضاهای برای [٢۴] در

است. روان

ͬ شود م تعریف زیر به صورت Φ شده ١ «(n)‐تا» نگاشت Φ : X → Y خطͬ عملͽر برای

Φ(n) : Mn(X)→Mn(Y ), Φ(n)((Tij)) := (Φ(Tij)), (Tij) ∈Mn(X).

ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف حال

عملͽر ͷی Φ : X → Y و باشند p‐عملͽری فضای دو Y و X کنید فرض .٢ . ٩١ تعریف
ͷی Φ ͬ گوییم م باشد. خطͬ

.supn∈N ∥Φ(n)∥ <∞ هرگاه است، ٢ کراندار p‐کاملا́ عملͽر .١

.supn∈N ∥Φ(n)∥ ≤ ۱ هرگاه است ٣ انقباضͬ p‐کاملا́ عملͽر .٢

حالت این در و باشد طولپا Φ(n) نگاشت n ∈ N هر برای هرگاه است ۴ طولپا p‐کاملا́ .٣
.supn∈N ∥Φ(n)∥ = ۱ داریم

ͷی به ͷی) پذیر وارون هرگاه است ‐کراندار) (انقباضͬ طولپا p‐کاملا́ یͺریختͬ .۴
طولپا p‐کاملا́ نگاشتͬ Φ−۱ و بوده (انقباضͬ‐کراندار) طولپا p‐کاملا́ و پوشا) و
به صورت Y و X p‐عملͽری فضای دو ͬ گوییم م حالت این در باشد. (کراندار)

هستند. یͺریخت (انقباضͬ‐کراندار) طولپا p‐کاملا́

ͬ دهیم. م نشان ∥Φ∥p‐cb با را supn∈N ∥Φ(n)∥ مقدار بالا، در Φ مانند نگاشت ͷی برای
با را Y و X p‐عملͽری فضای دو بین کراندار p‐کاملا́ های نگاشت همه فضای همچنین
نظر در یͺسان با Mn(CBp(X,Y )) ماتریسͬ فضای روی نرم ͬ دهیم. م نمایش CBp(X,Y )

دو در ماتریسͬ نرم های این و ͬ شود م حاصل CBp(X,Mn(Y )) فضای با فضا این گرفتن
نرم ها از خانواده این همراه به CBp(X,Y ) فضای نتیجه در ͬ کنند. م صدق Mp و D∞ شرط

ͬ شود. م تبدیل p‐عملͽر فضای ͷی به

1. (n)-fold
2. p-completely bounded
3. p-completely contractive
4. p-completely isometric
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ماتریسͬ نرم های از ای خانواده
(
∥ · ∥n

)∞
n=۱ و باناخ فضای ͷی X کنید فرض .٢ . ٩٢ قضیه

ͬ کند م صدق Mp و D∞ شرط دو در
(
Mn(X), ∥ · ∥n

)∞
n=۱ خانواده آنگاه باشد. آن روی

F و E مانند QSLp‐فضا دو اگر تنها و اگر است) مجرد p‐عملͽری فضای ͷی X (یعنͬ
طولپا p‐کاملا́ نگاشت ͷی J : X → B(E,F ) طبیعͬ نگاشت به طوری که باشند موجود

باشد.

کنید. مراجعه [۴۴] از ۴ · ۱ قضیه به اثبات دیدن برای برهان.

X مانند باناخ فضای ͷی مجرد p‐عملͽری فضای ͷی که است امر این بیانگر قبل قضیه
عنوان به B(E,F ) گرفتن نظر در (با ͬ نشیند م B(E) فضای ͷی در طولپا به صورت که است
زیرفضای با یعنͬ ،( E := E ⊗p F نماد تغییر با نهایت در و B(E ⊗p F ) از فضایی زیر

است. یͺریخت طولپا p‐کاملا́ به صورت B(E) از ای بسته
ͬ کنیم. م ارائه p‐عملͽری فضاهای ساختار با ارتباط در نتیجه چند ادامه در

ͷی عنوان به η آنگاه .η ∈ X∗ و باشد p‐عملͽری فضای ͷی X کنید فرض .٢ . ٩٣ لم
.∥η∥p‐cb = ∥η∥ داریم و است کراندار p‐کاملا́ نگاشت ͷی C توی به X از نگاشت

ببینید. را [١٨] از ۴ · ۲ لم برهان.

اندیس گذار مجموعه ͷی برای آنگاه باشد. p‐عملͽری فضای ͷی X کنید فرض .٩۴ . ٢ قضیه
دارد. وجود J : X∗ → B(Lp(I)) طولپای p‐کاملا́ نگاشت I

کنید. مراجعه [١٨] از ۴ · ۳ قضیه به اثبات دیدن برای برهان.

برای کنیم. توصیف را I اندیس گذار مجموعه آمدن دست به نحوه که نیست لطف از خالͬ
کنید فرض n ∈ N

sn =
{
ξ ∈Mn(X) : ∥ξ∥n = ۱

}
, s = ∪∞n=۱sn.

دهید قرار .x ∈ sn(x) که باشد ای گونه به n(x) ∈ N کنید فرض x ∈ s برای

E = lp −⊕x∈slpn(x).

.I = N|s| داریم واقع در است. یͺریخت lp(I) فضای ͷی با E فضای آنگاه
این در ما اصلͬ تکنیͷ  های از ͬͺی لم این است. [١٨] در نتایج مهم ترین از ͬͺی بعد لم

است. کتاب
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آنگاه .Φ ∈ CBp(X,Y ) و باشند p‐عملͽری فضای دو Y و X کنید فرض .٩۵ . ٢ لم
.∥Φ∗∥p‐cb ≤ ∥Φ∥p‐cb داریم و Φ∗ ∈ CBp(Y ∗, X∗)

کنید مراجعه [١٨] از ۴ · ۵ لم به اثبات دیدن برای برهان.

تانسوری ضربهای ٢ . ٢

شاخه های در محوری نقش که است مدرن ریاضیات در بنیادی مفاهیم از ͬͺی تانسوری ضرب
است. اهمیت حائز عملͽرها نظریه و تابعͬ آنالیز در ویژه به مفهوم این ͬ کند. م ایفا مختلف
ͬ کند. م فراهم را چندمتغیره سیستم های مطالعه امͺان هیلبرت و باناخ فضاهای تانسوری ضرب
است. ضروری جدید عملͽری جبرهای ساخت برای جبرها، ‐C∗ نظریه در تانسوری ضرب
چندخطͬ و خطͬ جبر در ͬ کند. م ͷکم شاتن نرم های مانند عملͽری نرم های تعریف به همچنین
کاربرد بهینه سازی و ماتریسͬ محاسبات در و ͬ دهد م را چندخطͬ تبدیل های توصیف امͺان
در و است ضروری چندذره ای١ کوانتومͬ ͷانیͺم فرمول بندی برای ریاضͬ ͷفیزی در دارد.
پارامترها محاسبات برای عمیق عصبی شبͺه های در و دارد کاربرد کوانتومͬ میدان های نظریه

ͬ شود. م استفاده
قرار بررسͬ مورد کتاب این در استفاده مورد تانسوری ضرب های کلیه بخش این در
٢ . ٢ . ١ زیربخش در ،٢ . ١ بخش به مربوط مطالب از استفاده با که ترتیب این به ͬ گیرند، م
مختلف های نرم معرفͬ با و ͬ پردازیم م باناخ فضای دو ٢ تانسوری ضرب انواع بر ای مقدمه به
به مربوط تانسوری ضرب های ٢ . ٢ . ٢ زیربخش در ͬ کنیم. م توصیف را فضا این امͺان حد تا
روندا توسط که را ویژه ای تانسوری ضرب ٢ . ٢ . ٣ زیربخش در بعد، گام در ͬ شود. م ارائه جبرها
مربوط مفاهیم بیان با ۴ . ٢ . ٢ در نهایت در ͬ کنیم. م توصیف QSLp‐فضاها روی شد، ارائه
به را بخش این ٢ . ١ . ٨ زیربخش در آن با متناسب تانسوری ضرب و p‐عملͽری فضاهای به
در و ایم کرده پرهیز برهان ها آوردن از بخش، این ای ضمیمه نقش به توجه با ͬ رسانیم. م پایان
بیشتر خواص و تر کلͬ حالت در مفاهیم دیدن برای ایم. نموده اعلام را دقیق مراجع موارد تمام

کنید. مطالعه را [۵۶] و [١٩] ،[۵٨] ͬ توانید م

1. many-particle quantum mechanics
2. tensor product space
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تصویری و تزریقͬ تانسوری ضربهای ٢ . ٢ . ١
ͬ کنیم. م محدود باناخ فضاهای به همچنان را خود بخش این در

متناظر عضو (v, w) ∈ V ×W جفت برای باشند. باناخ فضای دو W و V کنید فرض
از عضوی یا و B(V ×W )∗ فضای از عضوی عنوان به صورت، دو به ͬ توان م را v ⊗ w

هستند حقیقت این گویای زیر روابط گرفت. نظر در ،B(V ∗ ×W ∗)

v ⊗ w : B(V ×W )→ C, ⟨T, v ⊗ w⟩ = T (v, w), T ∈ B(V ×W ),

v ⊗ w : V ∗ ×W ∗ → C, v ⊗ w(s, t) = ⟨v, s⟩⟨w, t⟩, (s, t) ∈ V ∗ ×W ∗.

u =
∑n
k=۱ vk ⊗wk به صورت عناصر همه فضای ،V ⊗W ١ جبری تانسوری ضرب فضای

فضای به عنصر این زیر، رابطه طریق از بالا، توضیحات به توجه با .n ∈ N آن در که است
داریم: T ∈ B(V ×W ) برای است. متعلق B(V ×W )∗

⟨T, u⟩ = ⟨T,
n∑
k=۱

vk ⊗ wk⟩ =
n∑
k=۱
⟨T, vk ⊗ wk⟩ =

n∑
k=۱

T (vk, wk).

زیر رابطه توسط B(V ∗×W ∗) فضای از عضوی عنوان به را u ͬ توان م مشابه به طور همچنین
گرفت نظر در

u(s× t) =
( n∑
k=۱

vk ⊗ wk
)
(s, t) =

n∑
k=۱
⟨vk, s⟩⟨wk, t⟩, (s, t) ∈ V ∗ ×W ∗.

نرم ͷی را V ⊗ W فضای روی ∥ · ∥α نرم W و V باناخ فضای دو برای .٩۶ . ٢ تعریف
،w ∈ w و v ∈ V عضو دو هر برای هرگاه ͬ نامیم م ٢ زیر‐صلیبی

∥v ⊗ w∥α ≤ ∥v∥V ∥w∥W , v ⊗ w ∈ V ⊗W,

هرگاه ͬ نامیم، م ٣ صلیبی نرم و

∥v ⊗ w∥α = ∥v∥V ∥w∥W , v ⊗ w ∈ V ⊗W.

1. algebraic tensor product space
2. sub cross-norm
3. cross-norm
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تانسوری ضرب فضای روی تعریف قابل تانسوری ضرب های ͬ های ویژگ از برخͬ ادامه در
ͬ کنیم. م ارائه را جبری

معقول صلیبی نرم ͷی V ⊗W جبری تانسوری ضرب فضای روی ∥·∥α نرم به .٢ . ٩٧ تعریف
هرگاه ͬ گویند م ١

،∥v ⊗ w∥α ≤ ∥v∥V ∥w∥W ،V ⊗W در v ⊗ w برای .١

.∥s⊗ t∥op ≤ ∥s∥op∥t∥op و s⊗ t ∈ (V ⊗αW )∗ ،s⊗ t ∈ V ∗ ⊗W ∗ برای .٢

با را نرم این با فضا این شده کامل و V ⊗αW با را ∥ · ∥α نرم به مجهز V ⊗W فضای
ͬ دهیم. م نشان V ⊗̃αW

باشند. باناخ فضاهای F و V ,W,E کنیم مͬ فرض .٢ . ٩٨ تعریف

و T عملͽر دو هر برای هرگاه است ٢ متری نگاشت ویژگͬ دارای ∥ · ∥α نرم ͬ گوییم م .١
،B(W,F ) و B(V,E) فضاهای از ترتیب به S

T ⊗ S ∈ B(V ⊗αW,E ⊗α F ), ∥T ⊗ S∥ ≤ ∥T∥∥S∥.

٣ یͺنواخت صلیبی نرم کند، صدق متری نگاشت خاصیت در که معقول صلیبی نرم به .٢
گویند. ۴ تانسوری نرم یا و

ͬ کنیم. م معرفͬ را جبری تانسوری ضرب فضای روی بر مهم و شده شناخته نرم اولین حال

∥ · ∥∧ با را آن که V ⊗W جبری تانسوری ضرب فضای روی ۵ تصویری نرم .٢ . ٩٩ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر به صورت ͬ دهیم، م نشان

∥u∥∧ = inf
{ n∑
k=۱
∥vk∥∥wk∥ : u =

n∑
k=۱

vk ⊗ wk
}
,

1. reasonable cross-norm
2. metric mapping property
3. uniform cross-norm
4. tensor norm
5. projective norm
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محاسبه u =
∑n
k=۱ vk ⊗ vk به صورت u عضو برای ممͺن نمایش های همه روی اینفیمم که

ͬ شود. م

با را نرم این با فضا این شده کامل و V ⊗∧W با را ∥ · ∥∧ نرم به مجهز V ⊗W فضای
ͬ نامند. م W و V تصویری تانسوری ضرب فضای را آن و ͬ دهند م نشان V ⊗̂W

دلخواه ϵ > ۰ و u ∈ V ⊗̂W باشند، باناخ فضای دو W و V کنید فرض .٢ . ١٠٠ گزاره
سری به طوری که هستند موجود (wn)

∞
n=۱ ⊆ W و (vn)

∞
n=۱ ⊆ V دنباله های آنگاه باشد.

داریم و است همͽرا u به
∑∞
n=۱ vn ⊗ wn

∞∑
n=۱
∥vn∥∥wn∥ < ∥u∥∧ + ϵ,

نتیجه در و

∥u∥∧ = inf
{ ∞∑
n=۱
∥xn∥∥yn∥ :

∞∑
n=۱
∥xn∥∥yn∥ <∞, u =

∞∑
n=۱

xn ⊗ yn
}

کنید. مراجعه [۵٨] از ۲ · ۸ گزاره به اثبات دیدن برای برهان.

همه باناخ فضای V ⊗̂W فضای که ͬ کند م بیان را حقیقت این بالا گزاره .٢ . ١٠١ تذکر
مقادیر همه روی گیری اینفیمم با عضوی چنین نرم و است

∑∞
n=۱ vn ⊗ wn شͺل به اعضا

ͬ شود. م محاسبه u عضو نمایش های همه ازای به
∑∞
n=۱ ∥vn∥∥wn∥ <∞

زیر به صورت J (T ) ∈ B(V ⊗̂W,Z) نگاشت ͷی T ∈ B(V ×W,Z) نگاشت هر
ͬ کند م تعریف

J (T )
( ∞∑
n=۱

vn ⊗ wn
)
=

∞∑
n=۱

T (vn, wn),

∞∑
n=۱

vn⊗̃wn ∈ V ⊗̂W.

به صورت S(T ) ∈ B(V ×W,Z) نگاشت ͷی T ∈ B(V ⊗̂W,Z) نگاشت هر همچنین،
ͬ کند م تعریف زیر

S(T )(v, w) = T (v ⊗ w), (v, w) ∈ V ×W.

ͬ کنیم. م بیان را زیر مهم قضیه حال
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طولپای یͺریختͬ آنگاه باشند. باناخ فضای سه Z و W ، V کنید فرض .٢ . ١٠٢ قضیه
آنگاه ،Z = C دهیم قرار اگر ویژه به طور داریم. را B(V ×W,Z) = B(V ⊗̂W,Z).

B(V ×W ) = (V ⊗̂W )∗. (٢ . ٢٢)

است محاسبه قابل نیز زیر به صورت دوگانͬ رابطه این طریق از ∥ · ∥∧ نرم نتیجه در

∥u∥∧ =
{
|⟨u, T ⟩| : T ∈ B(V ×W ), ∥T∥ ≤ ۱

}
.

کنید. مراجعه [۵٨] از ۲ · ۹ قضیه به اثبات دیدن برای برهان.

(٢ . ٢٢) و (۴ . ٢) روابط از استفاده با باشد، بازتابی V باناخ فضای که حالتͬ در .٢ . ١٠٣ تذکر
.B(V ) = (V ∗⊗̂V )∗ داریم

V ⊗W جبری تانسوری ضرب فضای گرفتن نظر در از حاصل تصویری نرم که توجه کنید
دیͽری نرم بعد، تعریف است. B(V ×W )∗ = (V ⊗̂W )∗∗ دوگان از زیرفضایی عنوان به
عنوان به فضا این گرفتن نظر در از حاصل که ͬ کند م ارائه V ⊗W جبری تانسوری ضرب برای

است. B(V ∗ ×W ∗) فضای از فضایی زیر

با W و V باناخ فضای دو جبری تانسوری ضرب فضای روی ١ تزریقͬ نرم .١٠۴ . ٢ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر به صورت و داده نشان ∥ · ∥ε

∥u∥ε = sup
{∣∣ n∑

k=۱
⟨vk, s⟩⟨wk, t⟩

∣∣ : ∥s∥ ≤ ۱, ∥t∥ ≤ ۱, s ∈ V ∗, t ∈W ∗},
از مستقل تزریقͬ نرم یعنͬ این است. u عضو از دلخواهͬ نمایش

∑n
k=۱ vk ⊗ wk آن در که

کامل و V ⊗ε W با را ∥ · ∥ε نرم به شده مجهز V ⊗W فضای است. u نمایش انتخاب
دو ٢ تزریقͬ تانسوری ضرب فضای را آن و ͬ دهند م نشان V ⊗̂W با را نرم این با فضا این شده

ͬ نامند. م W و V فضای

1. injective norm
2. injective tensor product space
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u ∈ V ⊗W برای آنگاه باشند. باناخ فضای دو W و V فضاهای کنید فرض .١٠۵ . ٢ گزاره
تانسوری نرمͬ تساوی های ،w ∈W ،v ∈ V برای و ∥u∥ε ≤ ∥u∥∧ داریم

∥v ⊗ w∥ε = ∥v ⊗ w∥∧ = ∥v∥V ∥w∥W

است. برقرار

کنید. مراجعه [۵٨] از ۳ · ۱ گزاره به اثبات دیدن برای برهان.

باشند. باناخ فضای دو W و V کنید فرض .١٠۶ . ٢ گزاره

اگر فقط و اگر است V ⊗W روی معقول صلیبی نرم ͷی ∥ · ∥α نرم .١

∥ · ∥ε ≤ ∥ · ∥α ≤ ∥ · ∥∧.

و v ∈ V هر برای آنگاه باشد، V ⊗W روی معقول صلیبی نرم ͷی ∥ · ∥α نرم اگر .٢
s⊗ t نگاشت t ∈W ∗ و s ∈ V ∗ هر برای و ∥v⊗w∥α = ∥v∥∥w∥ داریم w ∈W

.∥s⊗ t∥ = ∥s∥∥t∥ داریم و است V ⊗αW روی کراندار خطͬ تابعک ͷی

کنید. مراجعه [۵٨] از ۱ · ۶ گزاره به اثبات دیدن برای برهان.

هستند. تانسوری نرم های ∥·∥∧ و ∥·∥ε نرم های فوق، تعاریف بنابر که توجه کنید .٢ . ١٠٧ تذکر

نرم ،W و V فضای دو جبری تانسوری ضرب فضای روی تانسوری نرم های از دیͽر ͬͺی
دقت منظور این برای ͬ کنیم. م تعریف را ٢ شاتن دوگانͬ نرم ابتدا است. ١ دوگانͬ تانسوری
جبری تانسوری ضرب فضای ،V ∗⊗W ∗ فضای روی ∥ · ∥α تانسوری نرم هر برای که ͬ کنیم م
رابطه این از که هستیم هدف این بر حال است. (V ∗⊗̃αW ∗)∗ فضای در مشمول V ⊗W
u =

∑n
k=۱ vk ⊗wk ∈ V ⊗W برای برسیم. V ⊗W برای مناسبی نرم به موجود، دوگانͬ

بͽیرید نظر در را زیر گانͬ دو رابطه z =
∑m
l=۱ sl ⊗ tl ∈ V ∗ ⊗W ∗ و

⟨z, u⟩ = ⟨
m∑
l=۱

sl ⊗ tl,
n∑
k=۱

vk ⊗ wk⟩ =
n∑
k=۱

m∑
l=۱
⟨vk, sl⟩⟨wk, tl⟩.

ͬ دهیم. م ارائه را زیر تعریف حال

1. dual tensor norm
2. schatten dual norm
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با شاتن دوگانͬ نرم V ∗ ⊗ W ∗ فضای روی به ∥ · ∥α تانسوری نرم برای .٢ . ١٠٨ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر به صورت u ∈ V ⊗W برای و داده نشان ∥ · ∥αs

∥u∥αs = sup
{∣∣⟨z, u⟩∣∣ : ∥z∥α ≤ ۱, z ∈ V ∗ ⊗W ∗}. (٢ . ٢٣)

داریم آنگاه باشند، متناهͬ بعد با W و V فضاهای که حالتͬ در

V ⊗̃αsW = (V ∗⊗αW ∗)∗, ∥ · ∥αs = ∥ · ∥α′ .

فضا اعضای روی است ممͺن اما .∥ · ∥∧s = ∥ · ∥ε داریم [۵٨] توضیحات از استفاده با
∥ · ∥(∧s)s = ∥ · ∥∧ تساوی لزوماً یعنͬ این و باشد برقرار ∥ · ∥εs < ∥ · ∥∧ نرمͬ نامساوی
خواهد مناسب زیر تعریف داریم. دوگانͬ نرم از بهتری تعریف به نیاز اینجا در نیست. برقرار

بود.

به صورت را ∥·∥α′ ١ تانسوری دوگانͬ نرم V ∗⊗W ∗ روی به ∥·∥α نرم برای .٢ . ١٠٩ تعریف
ͬ کنیم م تعریف زیر

∥u∥α′ = inf
{
∥u∥αsE⊗F

: E ⊆ V, F ⊆W, u ∈ E ⊗ F, dimE,dimF <∞
}
,

ͬ شود م محاسبه زیر به صورت (٢ . ٢٣) رابطه مشابه ∥u∥αsE⊗F
نرم اینجا در که

∥u∥αsE⊗F
= sup

{∣∣⟨z, u⟩∣∣ : ∥z∥α ≤ ۱, z ∈ E∗ ⊗ F ∗}.
ͬ شود م نتیجه زیر تساوی های متناهͬ بعد با زیرفضاهای خواص و تعریف این به توجه با

∥ · ∥∧′ = ∥ · ∥ε, ∥ · ∥ε′ = ∥ · ∥∧, ∥ · ∥(α′)′ = ∥ · ∥α.

نویمان فون جبرهای و ∗C‐جبرها تانسوری ضرب ٢ . ٢ . ٢
هیلبرت، فضاهای روی تانسوری ضرب های مورد در مختصر بسیار به صورت زیربخش این در

ͬ کنیم. م ارائه مفاهیمͬ را نویمان فون جبرهای و ∗C‐جبرها

1. tensor dual norm
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داخلͬ ضرب [۴٩] از ۶ · ۳ · ۱ قضیه بر بنا باشند. هیلبرت فضای دو K و H کنید فرض
است فرد به منحصر H⊗K جبری تانسوری ضرب فضای روی زیر

⟨h⊗ k, h′ ⊗ k′⟩h = ⟨h, h′⟩⟨k, k′⟩, h⊗ k, h′ ⊗ k′ ∈ H ⊗K.

القا فضا این روی را ∥·∥h نرم داخلͬ ضرب این شد، توصیف ٢ . ١ . ٢ زیربخش در که طور همان
ͬ شود م ثابت ͬ دهیم. م نشان H⊗̃hK با را نرم این همراه به H⊗K فضای شده کامل ͬ کند. م
فضاهای رسته روی تانسوری ضرب این است. هیلبرت فضای ͷی مجدداً H⊗̃hK فضای
از دسته این به محدود تانسوری نرم این مثال، عنوان به است. مطلوبی خواص دارای هیلبرت
آنگاه ،S ∈ B(K) و T ∈ B(H) اگر واقع در ͬ کند. م صدق متری نگاشت خاصیت در فضاها،

به طوری که است موجود T ⊗ S ∈ B(H⊗̃hK) فرد به منحصر نگاشت

∥T ⊗ S∥ = ∥T∥∥S∥, T ⊗ S(h⊗ k) = T (h)⊗ S(k), h⊗ k ∈ H ⊗K.

نتیجه در و هستند طولپا S → I ⊗ S و T → T ⊗ I نگاشت های که ͬ شود م نتیجه آسانͬ به
ͬ آیند. م حساب به B(H⊗̃hK) فضای از زیرفضا دو B(K) و B(H) فضاهای

ضرب جبری فضای روی برگردان و ضرب اعمال باشند. ∗C‐جبر دو B و A کنید فرض
ͬ شوند م تعریف زیر به صورت A⊗ B تانسوری

(a⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′, a⊗ b, a′ ⊗ b′ ∈ A⊗ B,
(a⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗, a⊗ b,∈ A⊗ B.

بخش بنابر باشند. B و A برای جامع نمایش های (Λ,K) و (Π,H) زوج های کنید فرض حال
A ⊗ B برای وفادار نمایش ͷی Π ⊗ Λ : A ⊗ B → B(H⊗̃hK) نگاشت [۴٩] از ۶ · ۳

است A⊗ B فضای روی به ∗C‐نرم ͷی زیر نگاشت نتیجه در است.

∥ · ∥∗ : A⊗ B → R, ∥c∥∗ = ∥Π⊗ Λ(c)∥, c ∈ A⊗ B.

A⊗̃∗B با را نرم این با A ⊗ B فضای شده کامل ͬ شود. م گفته ١ فضایی نرم ∥ · ∥∗ نرم به
A⊗̃∗B که توجه کنید ͬ نامیم. م B و A ٢ فضایی تانسوری ضرب فضای را آن و ͬ دهیم م نشان

است. ∗C‐جبر ͷی
فون جبر ͷی A⊗̃∗B

τs.o.t فضای N Mو نویمان فون جبر دو برای که است ذکر به لازم
ͬ شود. م استفاده A⊗B نماد حالت این در و است نویمان

1. spatial
2. spatial tensor product



79 باناخ فضاهاي از مقدماتی .2 فصل

QSLp‐فضاها تانسوری ضرب ٢ . ٢ . ٣
دو جبری تانسوری ضرب فضای روی به مناسب صلیبی ضرب ارائه دنبال به زیربخش این در
ͬ کنیم. م ارائه [۵۶] از سپس و [١٩] از ͬ را مفاهیم ابتدا، در هستیم. F Eو مانند QSLp‐فضا
صلیبی نرم ͷی باناخ، فضای ͷی و Lp‐فضا ͷی جبری تانسوری فضای روی [١٩] در
این ͬ کند. م صدق متری نگاشت خاصیت در ای ویژه شرایط تحت که است آمده به دست معقول
که ͬ شود م مناسبی صلیبی ضرب برای ای مقدمه ͬ دهیم، م نشان ∥·∥∆p با را آن ادامه در که نرم
QSLp‐فضا ͷی مجدداً نرم این به نسبت QSLp‐فضا دو جبری تانسوری ضرب شده کامل

است. شده آورده [۵۶] در نتیجه این شود.
به ͷی زیر نگاشت p ∈ [۱,∞] برای باشد. باناخ فضای ͷی E که ͬ کنیم م فرض ابتدا در

است ͷی

J : Lp(X)⊗ E → Lp(X,E); J (f ⊗ ξ) := fξ, f ∈ Lp(X), ξ ∈ E,
fξ : X → E, fξ(x) = f(x)ξ, x ∈ X.

داریم همچنین

∥fξ∥∆p = ∥f∥p∥ξ∥E , f ∈ Lp(X), ξ ∈ E.

داریم آنگاه ،u =
∑n
k=۱ fk ⊗ ξk ∈ Lp(X)⊗ E اگر حال

∥u∥∆p =

(∫
X

∥∥ n∑
k=۱

fk(x)ξk
∥∥p
Edµ(x)

) ۱
p
, p ∈ [۱,∞),

∥u∥∆∞ = ess− sup ∥
n∑
k=۱

fk(·)ξk∥E ,

در را Lp(X)⊗E جبری تانسوری ضرب فضای ͬ توانیم م J نگاشت بودن ͷی به ͷی دلیل به
بنشانیم. Lp(X,E) فضای

با را Lp(X,E) فضای از القایی ∥ · ∥∆p نرم به مجهز Lp(X)⊗E فضای .٢ . ١١٠ تعریف
ͬ دهند. م نشان Lp(X)⊗̃∆pE با را نرم این با فضا این شده کامل و Lp(X)⊗∆p E

ͬ کنیم. م ارائه زیر گزاره در را نرم این مهم ͬ های ویژگ از برخͬ نخست گام در
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در باشد. باناخ فضای ͷی E و اندازه فضای دو (Y, ν) و (X,µ) کنید فرض .٢ . ١١١ گزاره
صورت این

نتیجه در و است چͽال Lp(X,E) فضای در S(µ) ⊗ E فضای p ∈ [۱,∞) برای .١
داریم خاص به طور و است موجود Lp(X)⊗̃∆pE = Lp(X,E), طولپای یͺریختͬ

،Lp(X, )⊗̃∆pL
p(Y ) = Lp(X,Lp(Y )) = Lp(X × Y )

داریم. را زیر نرمͬ روابط Lp(X)⊗ E فضای روی ،p ∈ [۱,∞] برای .٢

،∥ · ∥∆۱ = ∥ · ∥∧ ،L۱(X)⊗ E روی (آ)

،∥ · ∥∆∞ = ∥ · ∥ε ،L∞(X)⊗ E روی (ب)

.∥ · ∥ε ≤ ∥ · ∥∆p ≤ ∥ · ∥∧ ،Lp(X)⊗ E روی ،p ∈ (۱,∞) برای (ج)

کنید. مراجعه ۷ · ۳ و ۷ · ۲ بخش های [١٩] به اثبات دیدن برای برهان.

هستند برقرار زیر انقباضͬ شمول های قبل گزاره از استفاده با

Lp(X)⊗̂E ⊆ Lp(X)⊗̃∆pE ⊆ L
p(X)⊗̃εE, p ∈ (۱,∞).

،∥ · ∥∆t
p

١ ترانهاده نرم از منظور ،E باناخ فضای و X اندازه فضای ،p ∈ [۱,∞] برای
یͺسان ریختͬ از حاصل نرم

E ⊗∆t
p
Lp(X)→ Lp(X)⊗∆p E, ξ ⊗ f 7→ f ⊗ ξ, ξ ∈ E, f ∈ Lp(X).

.Lp(X)⊗∆t
p
Lp(Y ) = Lp(X)⊗∆p L

p(Y ) داریم ویژه به طور است.
ͬ کند. م بیان را ممͺن حالت ترین کلͬ زیر گزاره

داریم ۱ ≤ q ≤ p ≤ ∞ اعداد و Y و X اندازه فضای دو برای .٢ . ١١٢ گزاره

idLq(Y ) ⊗ idLp(X) ∈ B(L
q(Y )⊗∆q L

p(X), Lq(Y )⊗∆t
p
Lp(X)),

.∥idLq(Y ) ⊗ idLp(X)∥ = ۱ و

1. transpose
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[۴٣] از ٢ قضیه از استفاده با .٢ . ١١٣ تذکر

دو هر برای اگر فقط و اگر است QSLp‐فضا ͷی E باناخ فضای ،p ∈ (۱,∞) برای .١
نگاشت Y و X اندازه فضای

T : B(Lp(X), Lp(Y ))→ B(Lp(X,E), Lp(Y,E)), T (T ) := T ⊗ idE ,

باشد. طولپا

و اگر است QSLp‐فضا ͷی Lq‐فضا ͷی ،p, q ∈ (۱,∞) برای خاص حالت در .٢
آنگاه ،۲ ≤ q ≤ p یا p ≤ q ≤ ۲ اگر نتیجه در .۲ ≤ q ≤ p یا ،p ≤ q ≤ اگر۲ فقط

است. QSLp‐فضا ͷی QSLq‐فضا هر

است. اهمیت حائز متری نگاشت خاصیت با زیرصلیبی تانسوری ضرب ͷی وجود
S ∈ B(V,W ) و T ∈ B(Lp(X), Lp(Y )) برای که هستیم حالاتͬ دنبال به اینجا در
∥T ⊗ تر دقیق به طور باشد. پیوسته T ⊗ S : Lp(X)⊗∆p V → Lp(Y )⊗∆p W نگاشت

.S∥ ≤ ∥T∥∥S∥
زیرصلیبی نرم ͷی که معنͬ این به است. تانسوری نرم به «ͷنزدی» ∥ · ∥∆p نرم حقیقت در
موضوع  این به زیر گزاره ͬ کند. نم صدق متری نگاشت خاصیت در الزاماً که است معقول

ͬ پردازد  . م

مانند تانسوری نرم هیچ V دار نرم فضای هر و (X,µ) اندازه فضای هر برای .١١۴ . ٢ گزاره
یͺریختͬ ͷی ،Lp(X) ⊗∆p V = Lp(X) ⊗α V تساوی آن برای که ندارد وجود ∥ · ∥α

. باشد

صدق متری نگاشت خاصیت در ∥ · ∥∆p نرم آن برای که دارند وجود خاصͬ حالت های
جفت هر و (X,µ) اندازه فضای هر برای مثال، عنوان به ͬ پردازیم. م آنها به ادامه در که ͬ کند م

ͬ شود م نتیجه S ∈ B(V,W ) و (V,W ) باناخ فضای

∥idLp(X) ⊗ S∥ = ∥S∥, idLp(X) ⊗ S ∈ B(L
p(X)⊗∆p V,L

p(X)⊗∆p W ).

ͬ شود. م بیان زیر قضیه در تر کلͬ حالت
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دو برای اگر .S ∈ B(V,W ) و باشند باناخ فضای دو W و V کنید فرض .١١۵ . ٢ قضیه
آنگاه باشد، ١ مثبت عملͽر ͷی T ∈ B(Lp(X), Lq(Y )) عملͽر Y و X اندازه فضای

T ⊗ S ∈ B(Lp(X)⊗∆p V,L
q(Y )⊗∆q W ), ∥T ⊗ S∥ = ∥T∥∥S∥.

ͬ کنیم م بیان زیر گزاره در را ∥ · ∥∆p نرم مهم ویژگͬ دو حال

.p ∈ [۱,∞] و باشند باناخ فضای Wدو و V و اندازه فضای ͷیX کنید فرض .١١۶ . ٢ گزاره
آنگاه باشند، قسمتͬ خارج و طولپا نگاشت های ترتیب به B(V,W ) فضای از S و T اگر
B(Lp(X)⊗∆p فضای به قسمتͬ خارج و طولپا طور به نیز idLp(X) ⊗ S و idLp(X) ⊗ T

هستند. متعلق V,Lp(X)⊗∆p W )

فضای آنگاه باشد، باناخ فضای ͷی V و E۱ ⊆ Lp(X) اگر [١٩] از ۷ · ۹ بخش بر بنا
بود. خواهد Lp(X)⊗∆p V از موروثͬ نرم همراه به E۱⊗ V فضای دهنده نشان E۱⊗∆p V

است طولپا زیر نگاشت بالا توضیحات بنابر زیرا

Em : E۱ ⊗∆p V → Lp(X)⊗∆p V,

لذا ،Em = T ⊗ idV و است طولپا و (همانͬ) مثبت نگاشت ͷی T : E۱ → Lp(X) چون
است. چنین نیز Em

ͬ پردازیم. م است، قبل نکته کلͬ حالت که زیر قضیه ارائه به حال

،E۱ ⊆ Lq(Y ) اندازه، Wفضاهای Zو ،Y ،X ،۱ ≤ q ≤ p ≤ ∞ کنید فرض .٢ . ١١٧ قضیه
باشند. دار نرم فضای دو V و E و بسته زیرفضای ͷی

T ⊗S ∈ B(E۱⊗∆q E, V ⊗∆t
p

آنگاه ،S ∈ B(E,Lp(X)) و T ∈ B(E۱, V ) اگر .١
.∥T ⊗ S∥ = ∥T∥∥S∥ و Lp(X))

آنگاه ،V = Lp(W ) و E = Lq(Z) ،E۱ = Lq(Y ) دهیم قرار اگر خاص حالت در .٢
فضای به T⊗S عملͽر ،S ∈ B(Lq(Z), Lp(X)) و T ∈ B(Lq(Y ), Lp(W )) برای
.∥T ⊗ S∥ = ∥T∥∥S∥ و است B(Lq(Yمتعلق )⊗∆q L

q(Z), Lp(W )⊗∆p L
p(X))

کتب در موجود باناخ مشبکه هاي به مربوط مفاهیم به T ∈ B(Lp(X), Lq(Y )) مثبت عملگر تعریف دیدن براي .1
فضاي یک با ترتیب) حفظ با (و طولپا به صورت Lp-فضا هر p ∈ [۱,∞) براي که توجه کنید کنید. مراجعه حقیقی آنالیز

است. رادون اندازه یک µ آن در که است یکریخت Lp(X,µ)
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به متعلق T هر برای که ͬ شود م نتیجه آنگاه ،q = p ∈ [۱,∞] اگر حالت این در
فضای به T ⊗ S عملͽر ،B(Lp(Z), Lp(X)) به متعلق S و B(Lp(Y ), Lp(W ))

∥T ⊗ S∥ = ∥T∥∥S∥ نرمͬ خاصیت و است متعلق ،B(Lp(Y )⊗∆p L
p(Z), Lp(W )⊗∆p L

p(X))

است. برقرار

دو جبری تانسوری ضرب فضای روی مناسبی نرم روندا قبل، نتایج و مفاهیم از استفاده با
‐QSLp ͷی مجدداً نرم این به نسبت فضا این شده کامل که است کرده ارائه QSLp‐فضا
از پس را اثبات مشͬ خط مطالب شدن روشن برای و ͬ آوریم م زیر در را نتیجه این است. فضا

ͬ کنیم. م بیان آن

ضرب فضای روی ∥ · ∥p نرم آنگاه باشند. QSLp‐فضا F و E کنید فرض .٢ . ١١٨ قضیه
به طوری که دارد وجود E ⊗ F تانسوری

،∥ · ∥ε ≤ ∥ · ∥p ≤ ∥ · ∥∧ .١

است. صلیبی نرم ͷی ∥ · ∥p نرم .٢

نشان E⊗̃pF با را آن که ∥ · ∥p نرم به نسبت E⊗F جبری تانسوری فضای شده کامل .٣
است. QSLp‐فضا ͷی ͬ دهیم م

است متعلق B(E⊗̃pF ) به T ⊗S عملͽر ،S ∈ B(F ) و T ∈ B(E) عملͽر هر برای .۴
.∥T ⊗ S∥ ≤ ∥T∥∥S∥ و

فضای آنگاه .E = Lp(X) ،X اندازه فضای برای که حالتͬ در که است ذکر به لازم
شدن روشن برای اینجا در است. Lp(X,F ) = Lp(X)⊗̃∆pF فضای همان Lp(X)⊗̃pF
QSLp‐فضا دو F و E کنید فرض ͬ کنیم. م عمل زیر به صورت ∥·∥p نرم آمدن دست به نحوه
Lp(X) فضای از Fi و Ei بسته فضاهای زیر i = ۱, ۲ برای و X اندازه فضای نتیجه در باشند.

به طوری که هستند موجود

E = E۱/E۲, E۲ ⊆ E۱, F = F۱/F۲, F۲ ⊆ F۱,

هستند قسمتͬ خارج زیر نگاشت های و

πE : E۱ → E, kerπE = E۲, πF : F۱ → F, kerπF = F۲.
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E۱⊗∆p F۱ با را Lp(X)⊗∆p L
p(X) فضای از القایی ∥ ·∥∆p نرم به مجهز E۱⊗F۱ فضای

آنگاه ∥ · ∥ε ≤ ∥ · ∥∆p داریم Lp(X)⊗ Lp(X) فضای روی که دلیل این به ͬ دهیم. م نشان
توجه با حال است. انقباضͬ و پیوسته idE۱⊗F۱ : E۱ ⊗∆p F۱ → E۱ ⊗ε F۱ همانͬ نگاشت

پوشای نگاشت آنگاه ͬ کند، م صدق متری نگاشت خاصیت در ∥ · ∥ε نرم که موضوع این به

πE ⊗ πF : E۱ ⊗∆p F۱ → E۱ ⊗ε F۱ → E ⊗ε F.

E۱⊗∆p از بسته زیرفضای ͷی بالا، در πE⊗πF نگاشت پوچ فضای همچنین است. انقباضͬ
روی شده تولید قسمتͬ خارج نرم حال ͬ دهیم. م نشان kerπE ⊗p πF با را آن که است، F۱
این به مجهز E ⊗F فضای و ∥ · ∥p با را E۱⊗∆p F۱/ kerπE ⊗p πF قسمتͬ خارج فضای
و (١) موارد ͬ دهیم. م نشان E⊗̃pF با را نرم این با فضا این شده کامل و E ⊗p F با را نرم
QSLp‐فضا ͷی E⊗̃pF فضای دهیم نشان که این برای است. واضح ٢ . ١١٨ قضیه در (٢)

نگاشت Z و Y اندازه فضای دو هر برای که ͬ دهیم م نشان معادل به طور است

T : B(Lp(Y ), Lp(Z))→ B(Lp(Y )⊗∆p E⊗̃pF,L
p(Z)⊗∆p E⊗̃pF ),

دامنه با T نگاشت قبل، توضیحات بر بنا است. طولپا T (T ) = T ⊗ idE⊗̃pF ضابطه با
برد و B(Lp(Y ), Lp(Z))

B
(
Lp(Y )⊗∆p (L

p(X)⊗∆p L
p(X)), Lp(Z)⊗∆p (L

p(X)⊗∆p L
p(X))

)
گزاره از استفاده با حال است. طولپا T (T ) = T ⊗ idLp(X)⊗∆pL

p(X) ضابطه با
جانشانͬ با سپس و آن از E۱⊗∆p F۱ زیرفضای با p(X)⊗∆p Lp(X) جایͽزینͬ با و ١١۶ . ٢
QSLp‐فضا ͷی E⊗̃pF فضای یعنͬ این و است طولپا همچنان حاصل نگاشت ،E⊗̃pF
E⊗̃pF فضای که ͬ کنیم م توجه آخر در ͬ شود. م حاصل آسانͬ به (۴) قسمت نامساوی است.

است بیان قابل زیر به صورت های

E⊗̃pF = (E۱/E۲)⊗̃p(F۱/F۲)

= (E۱⊗̃∆pF۱)/(kerπE ⊗p πF )

= (E۱⊗̃∆pF )/(E۲⊗̃∆pF )

= (E⊗̃∆t
p
F۱)/(E⊗̃∆t

p
F۲).
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عملͽری ‐p فضاهای تصویری تانسوری ضرب ۴ . ٢ . ٢

فضای تصویری تانسوری نرم Y و X p‐عملͽری فضای دو برای .٢ . ١١٩ تعریف
به صورت p‐عملͽری١

∥τ∥∧ = inf
{
∥a∥∥u∥∥v∥∥b∥ : τ = a(u⊗ v)b

}
, τ ∈Mn(X ⊗ Y ),

داریم و b ∈ Mrs,n و v ∈ Ms ،u ∈ Mr ،a ∈ Mn,rs اینجا در که ͬ شود، م تعریف
.u⊗ v = (uijvkl) ∈Mrs(X ⊗ Y )

ساختار ͷی ∥ · ∥∧ نرم آنگاه باشند. p‐عملͽری فضای دو Y و X کنید فرض .٢ . ١٢٠ گزاره
را نرم این با فضا این شده کامل و ͬ کند م ایجاد X ⊗ Y فضای روی به p‐عملͽری فضای
نرم این این، بر علاوه است. مجرد p‐عملͽری فضای ͷی ͬ دهیم، م نشان X⊗̂pY با که
خاصیت در v ∈ Mr(Y ) و u ∈ Ms(X) برای که است p‐عملͽری فضای نرم بزرگترین

ͬ کند. م صدق ∥u⊗ v∥ ≤ ∥u∥s∥v∥r

کنید. مراجعه [١٨] از ۴ · ۸ گزاره به اثبات دیدن برای برهان.

ͷی Φ : X × Y → Z و p‐عملͽری فضاهای Z و Y ،X کنید فرض .٢ . ١٢١ تعریف
ͬ شود م تعریف زیر به صورت Φ(n,m);(r,s) خطͬ دو نگاشت آنگاه باشد. دوخطͬ نگاشت

Φ(n,m);(r,s) : Mn,m(X)×Mr,s(Y )→Mnr,ms(Z),

Φ(n,m);(r,s)((uij), (vkl)) = (Φ(uij , vkl));

Φ(n),(r) به صورت را آن Φ(n,n);(r,r) نماد جای به است r = s و n = m که حالتͬ در و
ͬ کنیم م تعریف و داده نشان

∥Φ∥p‐cb = sup
{
∥Φ(n),(r)∥ : n, r ∈ N

}
ͷی CBp(X,Y ) با مشابه که ͬ شود م CBp(X × Y, Z) فضای تعریف به منجر امر این که

است. p‐عملͽری فضای

1. p-operator space projective tensor norm
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ͬ های یͺریخت p‐کاملا́ آنگاه باشند. Zفضاهایp‐عملͽری و Y ،X کنید فرض .٢ . ١٢٢ گزاره
داریم را زیر طولپای

CBp(X⊗̂
p
Y,Z) = CBp(X × Y, Z) = CBp(X, CBp(Y,Z)).

کنید. مراجعه [١٨] از ۴ · ۹ گزاره به برهان.

هستند. اهمیت حائز زیر نکات .٢ . ١٢٣ تذکر

داشت خواهیم (Mn(C) = Mn = B(lnp )) (همچنین Z = C گرفتن نظر در با .١
،(X⊗̂pY )∗ = CBp(X,Y ∗)

است، جابجایی ⊗̂p عمل که ͬ شود م دیده راحتͬ به عملͽری فضاهای حالت با مشابه .٢
،X⊗̂pY = Y ⊗̂pX یعنͬ

عملͽر آنگاه باشند، انقباضͬ p‐کاملا́ عملͽر دو Φi : Xi → Yi اگر i = ۱, ۲ برای .٣
Y۱⊗̂

p
Y۲ فضای ̂⊗X۱به

p
X۲ فضای از انقباضͬ p‐کاملا́ عملͽر به توسیع Φ۱⊗Φ۲قابل

در شده توصیف متری نگاشت خاصیت در ضرب این دهد، مͬ نشان حͺم این است.
ͬ کند. م صدق ٢ . ٢ . ١ زیربخش

نویمان فون جبر های دوگان های پیش ترتیب ∗Nبه ∗Mو اگر [۴ ·۲ قضیه ،۵٣] .١٢۴ . ٢ تذکر
‐٢ تانسوری ضرب چپ سمت آن در که ،(M∗⊗̂N∗)∗ =M⊗N آنگاه باشند، N Mو
∗Mو از نامیم) مͬ عملͽری تصویری تانسوری ضرب را آن اختصارا (که تصویری عملͽری

است. N∗

تمرین ها ٢ . ٣

هیلبرت فضای و باناخ جبرهای ٢ . ٣ . ١

نرم با باناخ جبر ͷی به ͬ توان م را پیوسته ضرب با باناخ جبر هر که دهید نشان .٢ . ٣ . ١ تمرین
.∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥ ،a, b هر برای به طوری که کرد مجهز معادل

فشرده عملͽر هر که کنید ثابت باشد. هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ تمرین
است. متناهͬ رتبه ی با عملͽرهای از حدی T ∈ B(H)
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۱ − a دهید نشان ،∥a∥ < ۱ با a ∈ A و باشد یͺه با باناخ جبر ͷی A اگر .٢ . ٣ . ٣ تمرین
.(۱− a)−۱ =

∑∞
n=۰ a

n و است وارون پذیر

عملͽرهای مجموعه ی که کنید ثابت باشد. هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .۴ . ٢ . ٣ تمرین
است. (S, T ) 7→ ST ضرب با باناخ جبر ͷی HS(H) هیلبرت‐اشمیت

نشان پیوسته، خطͬ همریختͬ ͷی φ : A → C و باشد باناخ جبر ͷی A اگر .۵ . ٢ . ٣ تمرین
.φ(a) ≥ ۰ و φ(۱) = ۱ ،a ≥ ۰ هر برای اگر فقط و اگر ∥φ∥ ≤ ۱ دهید

اندازه پذیری و Lp‐فضاها ۴ . ٢
L∞([۰, ۱]) اما است جداپذیر ۱ ≤ p ,Lp([۰برای∞> ۱]) فضای که کنید ثابت .١ . ۴ . ٢ تمرین

نیست. چنین

است. پیوسته یͺنواخت f ∗ g دهید نشان ،g ∈ L∞(R) و f ∈ L۱(R) اگر .٢ . ۴ . ٢ تمرین

فضای ͷی L۲(X,µ) دهید نشان باشد. اندازه فضای ͷی (X,µ) کنید فرض .٣ . ۴ . ٢ تمرین
است. پیوسته آن در نقطه ای ضرب و است هیلبرت

درستͬ شرایط است؟ برقرار Lp([۰, ۱]) ⊆ Lq([۰, ۱]) آیا ،۱ ≤ p < q ≤ ∞ اگر .۴ . ۴ . ٢ تمرین
کنید. بررسͬ کلͬ حالت در را شمول رابطه این

همه جا؟ تقریباً fn → f گرفت نتیجه ͬ توان م آیا .Lp در fn → f کنید فرض .۵ . ۴ . ٢ تمرین
کنید. بیان را برقراری شرایط نیست، چنین اگر

آنها خواص و C∗ جبرهای ۵ . ٢
برابر یا کمتر نرم دارای ،C∗ جبر دو بین ∗ پیوسته ی همریختͬ هر که کنید ثابت .١ . ۵ . ٢ تمرین

است. ۱ با

دهید نشان ،(aa∗ = a∗a) باشد نرمال a ∈ A و باشد C∗ جبر ͷی A اگر .٢ . ۵ . ٢ تمرین
.∥a۲∥ = ∥a∥۲

عملͽری نرم با B(H) که کنید ثابت باشد. هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٣ . ۵ . ٢ تمرین
است. C∗ جبر ͷی
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a طیف دهید نشان ،(a = a∗) خودالحاق a ∈ A و باشد C∗ جبر ͷی A اگر .۴ . ۵ . ٢ تمرین
است. حقیقͬ

هاوسدورف فشرده ی موضعاً فضای ͷی جابجایی C∗ جبر هر برای کنید ثابت .۵ . ۵ . ٢ تمرین
است. یͺریخت C۰(X) با C∗ جبر که طوری به است موجود X

نویمان فون جبرهای ١ . ۵ . ٢
با برابر M که کنید ثابت باشد. H روی نویمان فون جبر ͷی M کنید فرض .۶ . ۵ . ٢ تمرین

.(M =M ′′) است آن) (دوسان جابجاگرش دومین

جبر ͷی آن) (دوسان A′′ دهید نشان باشد، ∗C‐جبر ͷی A ⊆ B(H) اگر .٧ . ۵ . ٢ تمرین
است. نویمان فون

پیوسته خطͬ تابع ͷی φ : M → C و H روی نویمان فون جبر ͷی M اگر .٨ . ۵ . ٢ تمرین
.φ(a) = ⟨aξ, ξ⟩ که طوری به است موجود ξ ∈ H دهید نشان باشد،

نویمان فون جبر ͷی K(H) فشرده عملͽرهای تمام مجموعه ی که کنید ثابت .٩ . ۵ . ٢ تمرین
نیست.

(ضرب M⊗N کنید ثابت باشند. نویمان فون جبر دو N و M کنید فرض .١٠ . ۵ . ٢ تمرین
است. نویمان فون جبر ͷی نیز نویمان) فون تانسوری

کاربردها و تانسوری ضرب ٢ . ۵ . ٢
تانسوری A⊗minB(ضرب کنید ثابت ∗Cباشند. جبر Bدو Aو کنید فرض .١١ . ۵ . ٢ تمرین

است. C∗ جبر ͷی کمینه)

فضای ͷی نیز H ⊗ K دهید نشان باشند، هیلبرت فضای دو K و H اگر .١٢ . ۵ . ٢ تمرین
است. هیلبرت

تانسوری (ضرب A⊗̂B کنید ثابت باشند. باناخ جبر دو B و A کنید فرض .١٣ . ۵ . ٢ تمرین
است. کامل تصویری)

M⊗N و M ⊗minN بین رابطه ی باشند، نویمان فون جبر دو N و M اگر .١۴ . ۵ . ٢ تمرین
کنید. بررسͬ را

داریم Y و X مناسب اندازه ی فضاهای برای کنید ثابت .١۵ . ۵ . ٢ تمرین

L۲(X × Y ) ∼= L۲(X)⊗ L۲(Y ).
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ترکیبی تمرین های ۶ . ٢
تعاریف برای تواند مͬ خواننده و دارند بیشتری مقدمات به نیاز بخش این تمرین های از برخͬ

کند. مراجعه مربوطه کتاب های به آنها

بررسͬ را W ∗(G) گروهͬ نویمان فون جبر و C∗(G) گروهͬ جبر بین رابطه ی .١ . ۶ . ٢ تمرین
کنید.

ثابت باشد، پیوسته عمل ͷی α : G→ Aut(A) و باشد C∗ جبر ͷی A اگر .٢ . ۶ . ٢ تمرین
است. C∗ جبر ͷی A⋊α G کنید

مثبت. خطͬ تابع ͷی τ : A → C و باشد ∗C‐جبر ͷی A کنید فرض .٣ . ۶ . ٢ تمرین
باشد. (trace) رد ͷی τ آن تحت که کنید بیان شرایطͬ

ͷی دارای غیربدیهͬ) بسته ی ایده آل های (بدون ساده C∗ جبر هر که کنید ثابت .۴ . ۶ . ٢ تمرین
است. وفادار نمایش





٣ فصل

ͬͺتوپولوژی گروه های نظریه از مقدماتͬ

آن از مثال هایی و فشرده موضعاً گروه های ٣ . ١

اعمال به طوری که است، توپولوژی ͷی به مجهز گروه ͷی ،G ͬͺتوپولوژی گروه ͷی از منظور
به متعلق y و x عضو دو هر حاصل ضرب باشند. پیوسته شده داده توپولوژی با وارون و ضرب
روی که زمانͬ مثلا́ آبلͬ خاص حالت در البته ͬ  دهیم. م نمایش x−۱ با را x وارون و xy با را G

کرد. خواهیم استفاده و معرفͬ را متفاوتͬ نمادهای هستیم، حقیقͬ خط
x −→ x−۱ و Ly : x −→ y−۱x ،Ry : x −→ xy نگاشت های باشد، ثابت y ∈ G اگر
موضعاً و هاسدروف توپولوژی دارای ،G ͬͺتوپولوژی گروه اگر هستند. همسان ریختͬ G روی

ͬ  نامیم. م فشرده موضعاً گروه را G باشد، فشرده
نیز مثال هایی و معرفͬ را فشرده موضعاً گروه های به مربوط مفاهیم از مقدماتͬ بخش این در
ͬ دهیم م قرار آن از B و A زیرمجموعه های و G فشرده موضعاً گروه برای کرد. خواهیم ارائه

.A−۱ =
{
x−۱|x ∈ A

}
و AB =

{
xy|a ∈ A, y ∈ B

}
نمادهای از A{x} و {x}A به جای .A−۱ = A گاه هر ͬ نامیم م متقارن را A مجموعه

برد. خواهیم بهره Ax و xA

از زیرمجموعه هایی B و A و e همانͬ با فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١ گزاره
باشند. آن

٩١
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است. (فشرده) بسته ABآنگاه باشد، فشرده B ⊆ G و (فشرده) بسته A ⊆ G اگر الف)

به طوری که است e از V متقارن ͬͽهمسای ͷی شامل ،G همانͬ ،e از U ͬͽهمسای هر ب)
.V ۲ ⊆ U

هستند. باز ،A ⊆ G دلخواه زیرمجموعه هر برای UA و AU آنگاه باشد باز U ⊆ G اگر ج)

Ā ،A ⊆ G بستار این صورت در باشد. G در e حول موضعͬ پایه ͷی U کنید فرض د)
.
∩
{AU |U ∈ U} از است عبارت

در باشد. C شامل باز مجموعه ͷی U و G از بسته زیرمجموعه ͷی C کنید فرض هـ)
.CV ∪ V C ⊆ U که ͬ شود م یافت چنان e از V ͬͽهمسای این صورت

اگر لذا و است ضرب عمل تحت A×B مجموعه تصویر AB که است واضح الف) برهان.
است. فشرده نیز AB ،A×B فشردگͬ به توجه با باشند، فشرده B و A

است. بسته B−۱x و B−۱x∩A = صورت∅ این در .x ∈ G \BA کنید فرض حال
این ،B−۱xU ∩AU = ∅ که است موجود چنان e از U ͬͽهمسای باشد فشرده A اگر
BA که است x از ͬͽهمسای xUU−۱ که آنجا از .xUU−۱∩BA = ∅ ͬ  دهد م نتیجه

است. بسته BA پس ͬ  کند، نم قطع را

که موجودند چنان e از W۲ و W۱ ͬ   های ͽهمسای ضرب، عمل پیوستگͬ به توجه با ب)
.V =W۱ ∩W۲ ∩W۱

−۱ ∩W۲
−۱ ͬ  دهیم م قرار حال .W۱W۲ ⊆ U

بودن باز به توجه با حال .UA =
∪
x∈A Ux و AU =

∪
x∈A xU بنویسیم است کافͬ ج)

است. واضح حͺم xU و Ux

این به x کنید فرض است. بسته مجموعه ͷی ∩{AU |U ∈ U} ͬ دهیم م نشان ابتدا د)
.x /∈ AV که است موجود چنان V ∈ U صورت این در باشد. نداشته تعلق مجموعه
حالت این در .UU−۱ ⊆ V که یافت چنان ͬ توان م را e از U متقارن ͬͽهمسای اما
قطع را فوق اشتراک x از ای ͬͽهمسای بنابراین .AU ∩ xU = ∅ همچنین .x /∈ AU

ͬ شود. م ثابت حͺم و ͬ کند نم

باشد. ͬͺتوپولوژی گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ٢ گزاره

است. چنین نیز H̄آنگاه باشد، G زیرگروه ͷی H اگر الف)
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است. بسته ،G باز زیرگروه هر ب)

است. بسته و باز زیرگروه ͷی G در ∪
n∈N

Un آنگاه باشد، e از متقارن ͬͽهمسای ͷی U اگر ج)

{yα} و {xα} تورهای صورت این در باشند. متعلق H̄ به x, y ͬ  کنیم م فرض الف) برهان.
اعمال پیوستگͬ به توجه با حال .yα → y و xα → x که هستند موجود چنان H در
دارند. تعلق H̄ به xy و x−۱ یعنͬ این و .xαyα → xy و xα−۱ → x−۱ داریم گروه

است. باز مجموعه ͷی متمم H یعنͬ این و H = G \ ∪x ̸=exH که است واضح ب)

است. واضح ضرب عمل همسان ریختͬ به توجه با ج)

عضو و G از H زیرگروه هرگاه است، G گروه از همدسته ͷی C ⊆ G ٣ . ٣. گوییم تعریف
.C = xH به طوری که باشند موجود x ∈ G

به H چپ همدسته های همه مجموعه ،G/H نماد از منظور ،G گروه از H زیرگروه برای
قسمت خارج پوشای طبیعͬ تابع معرف q : G −→ G/H و است x ∈ G برای xH فرم

است. x −→ xH

مجموعه یعنͬ است. قسمتͬ خارج توپولوژی به G/Hمجهز باشد، ͬͺتوپولوژی گروه ͷیG اگر
باشد. باز G از ای زیرمجموعه عنوان به q−۱(U) مجموعه اگر تنها و اگر است باز U ⊆ G/H

است. ساده زیر گزاره درستͬ بررسͬ

ͷی G/N آنگاه باشد. G ͬͺتوپولوژی گروه از ١ نرمال زیرگروه ͷی N کنید فرض .۴ . ٣ گزاره
است. ͬͺتوپولوژی گروه

موضعاً G اگر و است چپ H−همدسته های ،فضای G/H باشد، بسته زیرگروه H اگر
است. پیوسته و باز q و است چنین نیز G/H باشد، فشرده

G/H فشرده زیرمجموعه C و G فشرده موضعاً گروه بسته زیرگروه H کنید فرض .۵ . ٣ گزاره
.q(K) = G که است موجود چنان G از K فشرده زیرمجموعه این صورت در باشد.

.xN = Nx باشیم داشته x ∈ G هر براي هرگاه گوییم نرمال را G گروه از N زیرگروه .1
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است، باز نگاشت ͷی q چون بͽیرید. نظر در را فشرده بستار با e از V باز ͬͽهمسای برهان.
مانند متناهͬ پوشش زیر لذا و هستند C برای بازی پوشش x ∈ G برای q(xV ) مجموعه های
صورت این در .K = q−۱(C)∩

∪n
i=۱ xj V̄ ͬ دهیم م قرار دارند. {q(xjV )|j = ۱, · · · , n}

.q(K) = C و است فشرده K است، بسته q−۱(C) چون

باشد. G ͬͺتوپولوژی گروه زیرگروه H کنید فرض .۶ . ٣ گزاره

است. پیوسته و باز قسمتͬ خارج نگاشت الف)

است. ͬͺتوپولوژی گروه G/H باشد، نرمال H اگر ب)

فشرده موضعاً گروه G/H این صورت در باشد، فشرده موضعاً G و نرمال و بسته H اگر ج)
است.

است. بدیهͬ پیشین گزاره های بنابر برهان.

همچنین ͬ شود. م تعریف G/H فضای اعضای تعداد برابر G گروه در H زیرگروه اندیس
تعریف G گروه در H زیرگروه اندیس همان G گروه در (H زیرگروه (از C همدسته اندیس

ͬ شود. م
K ، H از زیرگروه ͷی H ∩K آنگاه باشند، G گروه از زیرگروه دو K و H اگر آخر در
زیرگروه در H ∩K زیرگروه اندیس همان K دیͽر زیرگروه در H زیرگروه اندیس است. G و
زیرگروه های همدسته های ترتیب به ،D و C همدسته دو برای مشابه به طور ͬ شود. م تعریف K
زیرگروه در H ∩K زیرگروه اندیس ،D همدسته در C همدسته اندیس ،G گروه از K و H

ͬ شود. م تعریف K
ͬ دهیم م نشان Aff(U) با را U توسط شده تولید همدسته ،U ⊆ G زیرمجموعه ͷی برای
(r, s, t) صورت→7 به که آفین رابطه به نسبت که U شامل مجموعه کوچͺترین با است برابر که

.Aff(C) = C ،C همدسته هر برای وضوح به است. بسته شود، مͬ داده rs−۱t

و s ،r عضو سه هر برای اگر فقط و اگر است همدسته ͷی C ⊆ G زیرمجموعه .٣ . ٧ گزاره
برای و است G گروه از زیرگروه ͷی C−۱C این بر علاوه .rs−۱t ∈ C باشیم داشته C از t

.C = sC−۱C ،s ∈ C هر

برای هرگاه است، حلقه ͷی R ͬ گوییم م باشد. مجموعه ها از ای خانواده R کنید فرض
باشند. متعلق R به A\B و A ∪B مجموعه های ،A,B ∈ R

ͬ کنیم. م معرفͬ را مجموعه ها از خاصͬ حلقه حال



95 توپولوژیکی گروه هاي نظریه از مقدماتی .3 فصل

است G زیرمجموعه های از متشͺل حلقه کوچͺترین G گروه ١ همدسته حقله .٣ . ٨ تعریف
ͬ دهیم. م نشان

(
Ω۰(G)

)
Ω(G) با را حلقه این است. آن (باز) همدسته های همه شامل که

داشت: خواهیم را زیر موارد [٣٩] از استفاده با .٣ . ٩ تذکر

از جدا مجموعه های از متناهͬ تعداد اجتماع با برابر Ω(G) حلقه به متعلق مجموعه هر .١
است زیر به صورت Ω۰(G) حلقه است. Ω۰(G) حلقه به متعلق هم

W۰(G) =

C۰\ ∪n
i=۱ Ci :

باز، همدسته C۰ ⊆ G

C۰همدسته از نامتناهͬ اندیس با باز زیرهمدسته های C۱, . . . , Cn

.

.Aff(U) = C۰ آنگاه U = C۰\ ∪ni=۱ Ci اگر .٢

روی آفین ای تکه و آفین نگاشت های از مفاهیمͬ ارائه به مختصر طور به بخش این در
شده مطرح [٣٧] و [۴٠] در کلͬ حالت در مفاهیم این ͬ پردازیم. م فشرده موضعاً گروه های

اند.

همریختͬ ͷی را α : H → G نگاشت باشند. گروه دو H و G کنید فرض .٣ . ١٠ تعریف
α همریختͬ اگر همچنین .α(xy) = α(x)α(y), x, y ∈ G هرگاه گوییم، ٢ گروهͬ

ͬ نامیم. م ۴ بروریختͬ) ‐ (تکریختͬ یͺریختͬ را آن باشد، ٣ پوشا) ‐ ͷی به ͷی) دوسویی

فوق تعاریف در آنگاه باشند، ͬͺتوپولوژی گروه دو (H, τH) و (G, τG) اگر .٣ . ١١ تذکر
است، ۵ یͺسان ریختͬ ͷی α حالت این در باشد. پیوسته τG − τH به صورت باید α نگاشت

است. پیوسته وارون نگاشت با پیوسته و پذیر وارون همریختͬ ͷی یعنͬ

α : C ⊆ H → G نگاشت باشند. ͬͺتوپولوژی گروه دو H و G کنید فرض .٣ . ١٢ تعریف
هرگاه گوییم، آفین نگاشت ͷی را

1. coset ring
2. group homomorphism
3. bijective (injective-surjective)
4. isomorphism (monomorphism-epimorphism)
5. homeomorphism
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باشد، همدسته ͷی C مجموعه .١

باشیم داشته C به متعلق t و s ،r اعضای برای .٢

α(rs−۱t) = α(r)α(s)−۱α(t).

ͷی نیز α آفین نگاشت برد ،α(C) مجموعه که ͬ شود م نتیجه ٣ . ٧ گزاره از .٣ . ١٣ تذکر
،s ∈ C برای ،H۰ = C−۱C دهیم قرار اگر گزاره، این از استفاده با حال است. همدسته

کنیم تعریف اگر حال .C = sH۰

β : H۰ ⊆ H → G, β(t) = α(s)−۱α(st), t ∈ H۰,

است. زیرگروه ها بین همریختͬ ͷی β آنگاه

هرگاه ͬ نامیم، م ١ آفین تکه ای را α : Y ⊆ H → G نگاشت .١۴ . ٣ تعریف

به طوری که باشند موجود i = ۱, . . . , n برای Yi ∈ Ω(H) مانند جدا هم از مجموعه های .١
.Y = ∪̇ni=۱Yi

باشند موجود αi : Aff(Yi) ⊆ H → G آفین نگاشت های i = ۱, . . . , n برای .٢
.α|Yi = αi|Yi به طوری که

α : نگاشت آنگاه باشند فشرده موضعاً فضاهای Y و X مجموعه دو اگر .١۵ . ٣ تعریف
α−۱(K) مجموعه K ⊆ X فشرده زیرمجموعه هر برای هرگاه ͬ نامیم، م ٢ سره را Y → X

باشد. Y از ای فشرده زیرمجموعه

β : H۰ ⊆ و آفین نگاشت ͷی α : Y = h۰H۰ ⊆ H → G نگاشت کنید فرض .١۶ . ٣ تذکر
سره نگاشت ͷی α آنگاه ببینید). را ٣ . ١٣ (ملاحظه باشد آن با متناظر همریختͬ H → G

باشد. باز) ‐ (پیوسته سره β اگر فقط و اگر است باز) ‐ (پیوسته

همریختͬ حال .N = kerα و G۰ = α(H) دهید قرار α : H → G همریختͬ برای
تعریف hN ∈ H/N برای ،α̃(hN) = α(h) ضابطه با α با متناظر را α̃ : H/N → G۰

ͬ کنیم. م

1. piecewise affine
2. proper
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است سره نگاشت α آنگاه باشد. پیوسته همریختͬ ͷی α : H → G کنید فرض .٣ . ١٧ گزاره
باشد. فشرده N و بوده ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ͷی α̃ دوسویی همریختͬ اگر فقط و اگر

کنید. مراجعه [٢١] از ۴ گزاره به اثبات دیدن برای برهان.

باشد. پیوسته همریختͬ ͷی α : H → G کنید فرض .٣ . ١٨ تذکر

ͷی خود به خود α مانند سره و پیوسته همریختͬ هر که ͬ کند م ایجاب ٣ . ١٧ گزاره .١
است. G گروه از بسته زیرگروه ͷی α(H) مجموعه نتیجه در و است بسته نگاشت

است. H گروه از فشرده و نرمال زیرگروه N = kerα همچنین

اگر تنها و اگر است گروهͬ یͺریختͬ ͷی α̃ نگاشت که ͬ دانیم م [٢١] از استفاده با .٢
باشد. G۰ = α(H) روی به نسبی) توپولوژی (با باز همریختͬ ͷی α نگاشت

به طوری که باشد آفین نگاشت ͷی α : Aff(Y ) → G و Y ∈ Ω(H) کنید فرض .٣ . ١٩ لم
است. سره نیز α نگاشت آنگاه است. سره α|Y تحدید نگاشت

کنید. مراجعه [٣٧] از ٨ لم به اثبات دیدن برای برهان.

زیر به صورت که ͬ دهیم م نشان Γα با را α : Y → X مانند نگاشت ͷی نمودار .٣ . ٢٠ تذکر
است

Γα = {(y, α(y)) : y ∈ Y } ⊆ Y ×X.

باشد. نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G و باشند گروه دو H و G کنید فرض .٣ . ٢١ گزاره
است برقرار زیر ͬ های ویژگ آنگاه

روی همریختͬ ͷی α نگاشت و است چنین نیز Y آنگاه باشد، زیرگروه ͷی Γα اگر .١
است. زیرگروه ها

است. آفین α نگاشت و است چنین نیز Y آنگاه باشد همدسته ͷی Γα اگر .٢

آفین تکه ای α نگاشت و Yi ∈ Ω(H) Y که = ∪̇ni=۱Yi آنگاه ،Γα ∈ Ω(G×H) اگر .٣
است.

کنید. مراجعه [۴٠] از ۱ · ۲ لم به اثبات دیدن برای برهان.
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نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G و باشند فشرده موضعاً گروه دو H و G کنید فرض .٣ . ٢٢ لم
آنگاه باشد. پیوسته

مانند پیوسته و آفین نگاشت ͷی به گسترش قابل آنگاه باشد، آفین α نگاشت اگر .١
است. α : Y ⊆ H → G

پیوسته و آفین تکه ای نگاشت ͷی به گسترش قابل α باشد، باز Y و آفین تکه ای α اگر .٢
به صورت ای تجزیه دارای و باز H در Y این بر علاوه است. α : Y ⊆ H → G مانند
تعلق Ω۰(H) حلقه به و هم از جدا مجموعه های {Yi} به طوری که است Y = ∪̇ni=۱Yi

دارند.

نمایید. مراجعه [۴٠] از ۱ · ۳ لم به اثبات دیدن برای برهان.

لم بنابر داریم، کار سرو پیوسته آفین تکه ای و آفین نگاشت های با کتاب این در که آنجا از
ͬ دهیم م قرار آفین تکه ای حالت در و باز همدسته Y ͬ کنیم م فرض آفین حالت در همواره بالا،

.Yi ∈ Ω۰(H) ،i = ۱, . . . , n آن در که Y = ∪̇ni=۱Yi
در ͬ دهیم. م نمایش G۰ با را G در همانͬ همبندی مولفۀ ،G ͬͺتوپولوژی گروه هر برای
همبند تقریباً را G است. ناهمبند کلا́ G/G۰ و است G بسته و نرمال زیرگروه G۰ این صورت
ͬͽهمسای هر آنگاه باشد، ناهمبند کلا́ G اگر همچنین باشد. فشرده G/G۰ هرگاه ͬ نامیم م

است. فشرده و باز زیرگروه ͷی شامل همانͬ
در باشد. ͬͺتوپولوژی گروه ͷی Gi ،i ∈ I هر برای و اندیس گذار مجموعۀ ͷی Iکنید فرض
ͬͺتوپولوژی گروه ͷی حاصل ضربی توپولوژی با ،G =

∏
i∈I
Gi دکارتͬ حاصل ضرب این صورت

ͷی G آنگاه باشند، فشرده موضعاً مابقͬ و فشرده Giها از متناهͬ تعداد جز به همه اگر است.
است. فشرده موضعاً گروه

فیزیͷ دانان محبوب گروه های ٣ . ٢

ͬͺتوپولوژی گروه های از تعدادی ارائه به شده، شناخته و اولیه مثال چند از پس بخش این در
معادلات ،ͷفیزی در گسترده ای کاربردهای گروه ها این ͬ پردازیم. م فیزیͷ دانان علاقه مورد

دارند. ... و دیفرانسیل

گروه ͷی فاصله طبیعͬ متر از شده القا توپولوژی و اعمال با R حقیقͬ خط .٣ . ٢٣ مثال
فرم به R سرۀ و بسته زیرگروه هر و است R بسته زیرگروه ͷی Z است. فشرده موضعاً
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است. Z =
{
ka|k ∈ Z

}
ͬ شود. م تعریف T =

{
z ∈ C

∣∣∣|z| = ۱
}

به صورت دایره گروه ،C مختلط اعداد میدان برای
نگاشت a > ۰ برای است. فشرده گروه ͷی C از القایی توپولوژی و ضرب عمل با T

. R
Za
∼= T و است پیوسته همریختͬ ͷی ψa(t) = exp

(۲πit
a

)
ضابطه با ψa : R −→ T

Ta,b(x) = ضابطه با را Ta,b : R −→ R تبدیل a ̸= ۰ و a, b ∈ R کنید فرض .٢۴ . ٣ مثال
ͬ دهند. م تشͺیل پارامتری) (دو گروه ͷی تبدیلاتͬ چنین تمام مجموعه بͽیرید نظر در ،ax+ b

است: زیر به صورت گروه این اعمال

Ta۱,b۱ · Ta۲,b۲ = Ta۱,b۱(a۲x+ b۲)

= a۱a۲x+ a۱b۲ + b۱

ͬ شود: م داده زیر رابطه با عضو هر معکوس و است T۱,۰ همانͬ عنصر این صورت در

T−۱
a,b = T ۱

a ,−
b
a
.

سه گروه ͷی بعدی ٣ حقیقͬ برداری فضای ͷی در جابجایی ها تمام مجموعه .٢۵ . ٣ مثال
Ta,b,c((x, y, t)) = ضابطه با را Ta,b,c : R۳ −→ R۳تبدیلات ،a, b, c ∈ Rبرای است. پارامتری
عضو T−a,−b,−c و همانͬ عنصر T۰,۰,۰ این صورت در بͽیرید. نظر در (x+ a, y+ b, t+ c)

است. Ta,b,c وارون

که هستند گروه هایی شدند، متولد ٢ سوفوس لͬ توسط نوزدهم قرن در که ل١ͬ گروه های
به طور که است فضایی مشتق پذیر، خمینه ͬ دهند. م تشͺیل نیز مشتق پذیر خمینه ͷی هم زمان
به طور و ͬ کنند م ارائه را تقارن طبیعͬ مدل گروه ها این است. اقلیدسͬ فضاهای شبیه موضعͬ
گروه ها این ͬ گیرند. م قرار استفاده مورد ͷفیزی و ریاضیات از متعددی بخش های در گسترده
(GLn(C), GLn(R)) معکوس پذیر n×nماتریس های گروه از زیرگروه هایی مطالعه با بار اولین
را دیفرانسیل معادلات تقارن های از نظریه ای لͬ کارهای شدند. خلق C و R میدان های روی
آن ها یعنͬ ͬ کرد، م ایفا را جبری معادلات برای را ٣ گالوا کارهای نقش همان که ͬ داد، م توسعه

1. Lie groups
2. Marius Sophus Lie
3. Évariste Galois
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ͬ کرد. م رده بندی گروه ها نظریه براساس را
فلیͺس ͬ کنند. م ایفا نوین هندسه از متعددی و مختلف سطوح در را بزرگͬ نقش لͬ گروه های
گروه های تعیین با را مختلفͬ هندسه های ͬ توان م که شد مدعͬ ٢ ارلانگن برنامه در ١ کلاین
با داد. قرار بررسͬ مورد ͬ گذارند، م باقͬ ناوردا را بخصوصͬ هندسͬ خواص که مناسب تبدیلͬ
فضای روی فاصله حافظ تبدیلات از E(۳) گروه انتخاب با متناظر اقلیدسͬ هندسه دیدگاه، این

ͬ آیند: م ادامه در لͬ گروه های از مثال هایی است. R۳ اقلیدسͬ

با که ͬ دهند م تشͺیل گروهͬ ضرب، تحت n × n وارون پذیر ماتریس های .٢۶ . ٣ مثال
به عبارتͬ ͬ شود. م داده نشان GL(n,R) یا GLn(R)

GL(n,R) =
{
A = [aij ]n×n

∣∣ det(A) ̸= ۰
}

گروه این است. Rn
۲

از بازی زیرمجموعه همچنین و نافشرده بعدی n۲ لͬ گروه ͷی فوق گروه
از: عبارتند آن همبندی مولفه های است ناهمبند

O۱ =
{
A ∈ GL(n,R)

∣∣detA > ۰
}

و
O۲ =

{
A ∈ GL(n,R)

∣∣detA < ۰
}

نمایش SL(n,C) و SL(n,R) با به ترتیب ،C و R روی خاص خطͬ گروه های .٣ . ٢٧ مثال
١ با برابر دترمینان که C و R از درایه هایی با n × n ماتریس های از عبارتند و ͬ شوند م داده

دارند.

نمایش SO(۲,R) با که است GL(۲,R) از زیرگروهͬ دوران ماتریس های گروه .٣ . ٢٨ مثال
است. همسان ریخت دایره با که است فشرده بعدی ͷی لͬ گروه ͷی گروه این ͬ شود. م داده

کرد. پارامتری زیر به صورت ͬ توان م را گروه این پارامتر، ͷی به عنوان دوران زاویه از استفاده با

SO(۲,R) =
{
A ∈ GL(n,R)

∣∣AAt = AtA = I و detA = ۱
}

=

{(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
: φ ∈ R

}
.

1. Felix Christian Klein
2. Erlangen program
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ͬ شوند م داده نمایش SO(n) O(n)و با به ترتیب خاص متعامد و متعامد گروه های .٣ . ٢٩ مثال
اعضای همچنین ͬ کنند. م RTصدق = R−۱ خاصیت در که هستند n×nماتریس های شامل و

به عبارتͬ هستند. صادق نیز detR = ۱ مضاعف شرط در SO(n)

O(n) =
{
A = [aij ]n×n

∣∣AT = A−۱}
SO(n) =

{
A = [aij ]n×n

∣∣AT = A−۱, detA = ۱
}

نمایش SU(n) و U(n) با به ترتیب که خاص، یͺانͬ گروه های و یͺانͬ گروه های .٣ . ٣٠ مثال
ͬ کنند. م صدق U∗ = U−۱ اتحاد در که هستند n×n مختلط ماتریس های شامل ͬ شوند، م داده

ͬ کنند. م صدق نیز detU = ۱ شرط در SU(n) عضو ماتریس های براین، علاوه
کواترنیون ها یͺانͬ گروه با گروهͬ لحاظ از و S۳ کره با ͬͺتوپولوژی لحاظ از ͬ توان م را SU(۲)

دانست. یͺریخت

آورده ٢۶ . ٣ مثال در خطͬ تبدیلات به عنوان که گروه این بعدی). ١ آفین (گروه .٣ . ٣١ مثال
حقیقͬ ۲× ۲ مثلثͬ ماتریس های از گروه این است. لͬ بعدی دو ماتریسͬ گروه ͷی است، شده
برابر قطری درایه دومین و مثبت قطری درایه اولین که گونه ای به است، شده تشͺیل مثلثͬ بالا و

است. ١ با

Aff(R) =
{(

a b

۰ ۱

)∣∣∣a > ۰, b ∈ R
}
.

نیم ضرب دیدگاه از ͬ توان م را ٣ . ٣١ و ٢۶ . ٣ مثال های در شده معرفͬ آفین گروه .٣ . ٣٢ مثال
داد. قرار بررسͬ مورد هم گروه ها مستقیم

ͬ کنیم م تعریف ͬ کنیم. م مجهز جدیدی ضرب با را R× R+ مجموعه

(b۱, a۱)(b۲, a۲) = (b۱ + a۱b۲, a۱a۲), (b۱, a۱), (b۲, a۲) ∈ R× R+

حالت این در

(۰, ۱)(b, a) = (b, a), (b, a)(−a−۱b, a−۱) = (۰, ۱)

موضعاً ͬͺتوپولوژی گروه ͷی حاصل ضربی توپولوژی و ضرب این با R × R+ حالت این در
تعریف را (b, a) · x = ax+ b تبدیل ،x ∈ R هر و R× R+ در (b, a) برای است. فشرده
دوران تحت آفین تبدیل هر و است R روی آفین تبدیل ͷی فوق تبدیل این صورت در ͬ کنیم. م
معرفͬ گروه دلیل همین به ͬ کند. م حفظ نیز را ضرب تناظر این است. فوق فرم به R روی پایا

ͬ نامند. م نیز +ax‐گروه b یا آفین گروه را بالا در شده
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گروه های روی از فشرده موضعاً گروه های ساختن برای شده شناخته ͷتکنی از نمونه ͷی بالا مثال
ͬ دهیم. م شرح آن را مختصراً ادامه در ͬ نامند. م نیم مستقیم ضرب ͷتکنی آن را است. موجود

روی گروهͬ ͬ های خودریخت Aut(N) و باشند فشرده موضعاً گروه های H و N کنید فرض
N روی باز و پیوسته گروهͬ یͺریختͬ ͷی خودریختͬ، ͷی از منظور دهد. نمایش را N
به طوری که باشد موجود Aut(N) توی به H از α : h −→ αh همریختͬ کنید فرض است.
،N ⋊α H نیم مستقیم، ضرب گروه باشد. پیوسته N به N × H از (n, h) −→ αh(n)

ضرب با همراه N ×H مجموعه

(n۱, h۱)(n۲, h۲) = (n۱αh۱(n۲), h۱h۲)

و است N ⋊α H گروه یͺه (en, eh) حالت این در است. حاصلضربی توپولوژی و

(n, h)−۱ = (αh−۱(n
−۱, h−۱)

است. فشرده موضعاً گروه ͷی H و N نیم مستقیم ضرب گروه هستند. پیوسته اعمال و
Ñ این صورت در H̃ = {(en, h) : h ∈ H} و Ñ = {(n, eh) : n ∈ N} دهیم قرار اگر
G در Ñ و ÑH̃ = N ⋊α H و Ñ ∩ H̃ = {e} و هستند N ⋊H بسته زیرگروه های H̃ و

،n ∈ N و h ∈ H برای همچنین است. نرمال

(eH , h)(n, eH)(eH , h)
−۱ = (αh(n), eH).

بستۀ گروه های تا شویم موفق است ممͺن باشد، فشرده موضعاً گروه ͷی G اگر کلͬ حالت در
G ͬ توانیم م حالت این در .N ∩H = {e} و باشد نرمال G در N که بیابیم طوری را H و N
خواننده به تمرین به صورت را ساده ساختار این بسازیم. H و N نیم مستقیم ضرب به صورت را

ͬ کنیم. م واگذار

با متعامد n × n ماتریس های گروه نمایشͽر SO(n) و n ∈ R کنید فرض .٣ . ٣٣ مثال
ͬ دهیم م قرار است. فشرده گروه ͷی SO(n) ،Rn

۲
از القایی توپولوژی با باشد. ۱ دترمینان

گروه را Gn این صورت در ͬ کند. م عمل Rn روی SO(n) آن در که Gn = Rn ⋊ SO(n)

ͬ نامیم. م اقلیدسͬ حرکت

در مهمͬ نقش که است ٣ بعد از همبند پوچ توان لͬ گروه ͷی (گروه هایزنبرگ). .٣۴ . ٣ مثال
است عبارت ،H۲n+۱ گروه هایزنبرگ n طبیعͬ عدد هر برای ͬ کند. م بازی کوانتومͬ ͷانیͺم
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از

H۲n+۱ =

[aij ](n+۲)×(n+۲)

∣∣∣ [aij ] =
۱ a c

۰ In b

۰ ۰ ۱


از است عبارت گروه این ضرب ۱دقت کنید a c

۰ In b

۰ ۰ ۱

۱ a′ c′

۰ In b′

۰ ۰ ۱

 =

۱ a+ a′ c+ c′ + a.b′

۰ In b+ b′

۰ ۰ ۱


۱و a c

۰ In b

۰ ۰ ۱

 ·
۱ −a −c+ a.b

۰ In −b
۰ ۰ ۱

 =

۱ ۰ ۰
۰ In ۰
۰ ۰ ۱

.
گروهͬ جبر و اندازه هار ٣ . ٣

به قبل فصل در که منظم مختلط رادون و بورل اندازه مفهوم به را خواننده ابتدا بخش این در
فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض ͬ دهیم. م ارجاع ،(٢ . ١ . ٣ (بخش است شده پرداخته آن
گروه روی µ بورل اندازۀ دارد. ویژه ای اهمیت پایا انتقال تحت رادون اندازۀ ͷی وجود باشد.
مجموعۀ و x ∈ G هر برای هرگاه ͬ نامیم، م پایا) راست (از پایا چپ از را G فشردۀ موضعاً
بورل اندازۀ وجود اثبات .(µ(Ex) = µ(E) ) µ(xE) = µ(E) باشیم داشته ،E ⊆ G بورل

دارد. شنیدنͬ تاریخͬ سابقه پایا انتقال تحت
بر را یͺانͬ و متعامد ماتریسهای ١ هورویتس ادولف که زمانͬ شد، آغاز ١٨٩٧ در داستان این
سالهای شور٢در کرد. محاسبه را آن به مربوط گروه حجم و کرد معرفͬ اویلر زوایای حسب
نیز وایل٣ هرمان کرد. استفاده متناهͬ گروه های روی میانگین مفهوم از مͺررا ١٩٢٠ تا ١٩٠٠

1. Adolf HurWitz
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دانشجوی ،١ هار الفرد ١٩٣٣ در داد. ادامه ١٩٢٧ سال در خاص لͬ گروه های برای را روند این
ثابت را پذیر جدایی و فشرده ͬͺتوپولوژی گروه روی پایا اندازه ͷی وجود هیلبرت دیوید دکتری
و تکمیل ٢ ویل اندرو توسط او تلاش های نشد. ثابت مرحله این در وجود این یͺتایی البته کرد.
گروه برای را یͺتایی و وجود ٣ نویمان فون شد. داده تعمیم دلخواه فشرده موضعاً گروه های به
سال در بالا در شده ذکر تلاش های نهایی نتیجه و کرد ثابت پذیر جدایی دلخواه فشرده موضعاً

شد. منجر زیر قضیه به ١٩٣٣

ناصفر اندازۀ ͷی این صورت در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی Gکنید فرض .٣۵ . ٣ قضیه
،G از U باز زیرمجموعۀ هر برای به طوری که است موجود G روی µG پایا چپ از رادون
۰ < c ثابت آنگاه باشد، G روی دیͽری پایای چپ از رادون ناصفر اندازۀ υ اگر .۰ < µG(U)

.v = cµG که است موجود چنان

این فوق قضیه بنابر ͬ نامیم. م G روی چپ اندازه هار را بالا قضیه در شده معرفͬ µG اندازۀ
یͺتاست. مثبت مضرب ͷی حد در اندازه

همریختͬ است کافͬ یافت. مشابهͬ شͺل به ͬ توان م را G روی راست اندازه هار طبیعͬ به طور
υ(E) = کنیم تعریف G از E بورل زیرمجموعۀ هر برای و بͽیریم نظر در را x −→ x−۱

. µ(E−۱)
ͬ کنیم م استفاده µ برای G اندیس از کمتر و ͬ کنیم م کار G گروه روی چپ اندازه های با اغلب

ͬ کنیم. م استفاده dx نماد از غالباً انتگرال ها در آن از استفاده صورت در و
فضای .p ∈ (۱,∞) و باشد تابع ͷی f : G→ C کنید Gفرض فشرده موضعاً گروه برای
Lp(G) با را است متناهͬ

∫
G |f(x)|

pdx مقدار آن ها برای که f مانند پذیر اندازه توابع همه

به لازم است. ∥f∥p =

(∫
G |f(x)|

pdx

) ۱
p

به صورت Lp(G) فضای نرم ͬ دهیم. م نشان

،p ∈ (۱,∞) برای و است باناخ فضای ͷی Lp(G) فضای p ∈ [۱,∞) برای که است ذکر
. ۱p +

۱
p′ = ۱ آن در که ،Lp(G)∗ = Lp′(G)

مقدار f ∈ C(G) برای ͬ دهیم. م نشان C(G) با را f مانند پیوسته توابع همه فضای
∥f∥u < هرگاه گوییم کراندار را f پیوسته تابع بͽیرید. نظر در را ∥f∥u = supx∈G |f(x)|

1. Alfered Haar
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این روی به ∥ · ∥u تابع ͬ دهیم. م نشان Cb(G) با را کراندار و پیوسته توابع همه فضای .∞
است. باناخ فضای ͷی نرم، این به مجهز Cb(G) فضای و است نرم ͷی فضا

وجود Kε فشرده مجموعه ε > ۰ هر برای هرگاه ͬ شود، م صفر نهایت بی در f تابع  گوییم
که است معنͬ بدان این .|f(x)| < ε باشیم داشته x /∈ Kε هر برای به طوری که باشد داشته

باشد. فشرده مجموعه ͷی Kε =
{
x ∈ G : |f(x)| ≥ ε

}
مجموعه ε > ۰ هر برای

ͬ دهیم. م نشان C۰(G) با را ͬ شوند م صفر نهایت بی در که پیوسته توابع همه فضای زیر
است. باناخ فضای ͷی

(
C۰(G), ∥ · ∥u

)
فضای همچنین

مجموعه به است.
{
x ∈ G : f(x) ̸= ۰

}
مجموعه بستار supp(f) از منظور f تابع برای

که f مانند پیوسته مقدار حقیقͬ توابع همه فضای ͬ شود. م گفته f تابع ١ محمل supp(f)
.C+
c (G) = {f ∈ Cc(G) : f ⩾ ۰, f ̸= ۰} ͬ دهیم م قرار و داده Cc(G)نمایش با را هستند فشرده محمل دارای

نماد از آن انتگرال برای و است انتگرال پذیر µG اندازه های به نسبت f آنگاه ،f ∈ Cc(G) اگر
توابع انتگرال نمایش برای نوشتار این از البته برد. خواهیم بهره

∫
G fdµ یا

∫
G f(x)dµ(x)

معنا
∫
G f(x)dx آن ها روی که . . . و انتگرال پذیر هار، اندازه پذیر تابع مانند دیͽر جنس های از

داریم را زیر روابط کرد. خواهیم استفاده دارد،

Cc(G) ⫅ C۰(G) ⫅ Cb(G) ⫅ C(G), Cc(G)
∥·∥u

= C۰(G),

Cc(G) ⊆ Lp(G), Cc(G)
∥·∥p

= Lp(G), p ∈ (۱,∞).

باشد G فشردۀ موضعاً گروه روی رادون اندازۀ ͷی µ کنید فرض .٣۶ . ٣ گزاره
صورت این در ،µ̃(E) = µ(E−۱) و

باشد. راست هار اندازه ͷی µ̃ اگر تنها و اگر است چپ هار اندازۀ ͷی µ الف)

،y ∈ G هر برای و f ∈ C+
c (G) هر برای اگر تنها و اگر است چپ هار اندازۀ ͷی µ ب)

.
∫
Lyfdµ =

∫
fdµ

حاصل سادگͬ به پله ای توابع از استفاده با ب قسمت و است واضح الف قسمت برهان.
ͬ شود. م

ͬ کنیم م تعریف E بورل مجموعه هر و x ∈ G هر برای

µx(E) = µ(Ex),

1. support
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موجود چنان △(x) > ۰ بنابراین و است G روی چپ هار اندازۀ ͷی هم µx این صورت در
ͬ نامیم. م G ١ پیمانه ای تابع را △ : G −→ (۰,+∞) تابع .µx = △(x)µ که است

همچنین و است R ضربی گروه و G بین پیوسته همریختͬ ͷی △ تابع .٣ . ٣٧ گزاره

∀f ∈ L۱(µ),

∫
Ryfdµ = △(y−۱)

∫
fdµ

E ⊆ G و x, y ∈ G هر برای برهان.

△(xy)µ(E) = µ(Exy) = △(y)µ(Ex) = △(y)△ (x)µ(E),

χE(xy) = آن جا که از همچنین است. مربوطه اعمال با گروه دو بین همریختͬ ͷی△ بنابراین
داریم ،χEy−۱(x)∫

χE(xy)dµ(x) = µ(Ey−۱) = △(y−۱)µ(E) = △(y−۱)

∫
χE(x)dµ(x).

چون طرفͬ از ͬ آید. م به دست پله ای توابع با انتگرال پذیر توابع مناسب تقریب با پایانͬ مرحله
لذا و است پیوسته y −→

∫
Ryfdx تابع است، پیوسته Cc(G) به G از y −→ Ryf تابع

ͬ شود. م حاصل موجود تساوی از △ پیوستگͬ

نیز راست از چپ هار اندازه حالت این  در ͬ نامیم. م ٢ پیمانه ای تک را G آنگاه ،△ ≡ ۱ اگر
پیمانه ای تک نیز آبلͬ گروه های و فشرده گروه های گسسته، گروه های که است واضح پایاست.

ͬ کنیم. م صرف نظر هار اندازۀ برای راست یا چپ کلمه به کاربردن از موارد این در هستند.
کلاس های (یا توابع همه باناخ فضای ۱ ≤ p < ∞ برای شد، بیان قبلا که گونه همان

را است متناهͬ ||f ||p =
( ∫

G |f(x)|
pdµ(x)

) ۱
p آن ها برای که f بورل اندازه پذیر هم ارزی)

ͬ دهیم. م نمایش Lp(G) با سادگͬ برای و Lp(G,µ) با
f ∈ برای است. زیر نرم با کراندار اساساً توابع همۀ L∞(G) سادگͬ برای یا L∞(G,µ)

ͬ کنیم م تعریف ، L∞(G,µ)

∥f∥∞ = inf
{
sup{|f(x)|; x /∈ N}است پوچ و پذیر اندازه N

}

1. modular function
2. unimodular
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= inf{c > ۰;µ({x ∈ X; |f(x)| > c}) = ۰}.

.|f(x)| ≤ c جا همه تقریبا که است هایی c > ۰ همه اینفیمم ∥f∥∞ واقع در
است. چͽال ۱ ≤ p ≤ ∞ برای Lp(G) در Cc(G) فضای

انتگرال این صورت در .g ∈ Lp(G) و f ∈ L۱(G) و ۱ ≤ p ≤ کنید∞ فرض .٣ . ٣٨ ∫گزاره
f(y)g(y−۱x)dµ(y) =

∫
G
f(xy)g(y−۱)dµ(y)

f ∗ g تابع ͬ دهیم. م نمایش f ∗ g با را فوق انتگرال همͽراست. مطلقاً ،x ∈ G هر تقریباً برای
است. پیوسته f ∗ g آنگاه p =∞ اگر .||f ∗ g||p ≤ ||f ||۱||g||p و است متعلق Lp(G) به

داریم انتگرال پذیر توابع برای ١ ͬͺمینکفس نامساوی بنابر برهان.

||f ∗ g||p = ||
∫
f(y)Lyg(·)dy||p ≤

∫
|f(y)|||Lyg||pdy = ||f ||۱||g||p

واضح f برای ٢ چپ و راست پیوستگͬ یͺنواخت به توجه با ،f ∈ Cc(G) و p = ∞ اگر
هرگاه بنابراین و است چͽال L۱(G) در Cc(G) اما هستند. پیوسته g ∗ f و f ∗ g که است
است. برقرار fn ∗ g −→ f ∗ g همͽرایی یͺنواخت به صورت آنگاه ،L۱(G) در fn −→ f

است. پیوسته L۱(G) در f هر برای f ∗ g بنابراین

آنالیز کتب در کمتر است شده ثابت [۶٠] در ١٩٩٠ ٣در سائکͬ توسط که زیر قضیه
ͬ کنیم. م صرفنظر آن برهان ارائه از بودن، ͬͺتکنی و مفصل دلیل به ͬ شود. م دیده ͷهارمونی

صورت این در ، ۱ < p < ∞ و باشد فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ٣٩ گزاره
باشد. فشرده G اگر تنها و اگر است باناخ جبر ͷی پیچشͬ ضرب تحت Lp(G)

معنͬ این به ،۱ < p, q <∞ مزدوج اسͺالرهای برای و باشد پیمانه ای Gتک اگر .۴٣ . ٠ گزاره

f ∗ g ∈ C۰(G) آنگاه باشد، Lq(G) به متعلق g و Lp(G) به متعلق f توابع ، ۱
p
+

۱
q
= ۱ که

.||f ∗ g||u ≤ ||f ||p||g||q و

1. Hermann Minkowski
2. left and right uniform continuity
3. Sadahiro Saeki
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x ∈ هر برای هار اندازه پایایی و شناختیم این از پیش که هولدر نامساوی بنابر برهان.
ͬ شود م دیده به سادگͬ آنگاه ،f, g ∈ Cc(G) اگر .|f ∗ g(x)| ≤ ||f ||p||g||q داریم G
gn −→ g و Lp در fn −→ f اگر و است چͽال Lp(G) در Cc(G) اما .f ∗ g ∈ Cc(G)
حاصل نتیجه و یͺنواخت به طور fn ∗ gn −→ f ∗ g و gn ∗ fn −→ g ∗ f آنگاه ، Lq در

ͬ شود. م

را L۱(G) فوق ضرب p = ۱ برای که است واضح ͬ نامیم. م g و f پیچش را f ∗ g تابع
دهید قرار ،x ∈ G و f ∈ L۱(G) برای ͬ کند. م تبدیل باناخ جبر ͷی به

f∗(x) = △G(x−۱)f(x−۱)

.||f ||۱ = ||f∗||۱ این صورت در
فرض کرد. معرفͬ ͬ توان م نیز Cc(G) روی خطͬ تابعک  های ͷکم به را پیچش مفهوم
با را Cc(G) روی I خطͬ نگاشت این صورت در باشند، مختلط بورل اندازه دو ν و µکنید

تعریف
I(Φ) =

∫
G

∫
G
Φ(xy)dµ(x)dν(y)

حالت این در بͽیرید. نظر در

|I(Φ)| ≤ ||Φ||u||µ|| ||ν||.

مختلط) منظم بورل اندازه های (فضای M(G) در اندازه ͷی بیانگر I ریس نمایش قضیه بنابر
داریم و ͬ نامیم م ν و µ پیچش را آن که ∫است

Φd(µ ∗ ν) =
∫ ∫

Φ(xy)dµ(x)dν(y)

G اگر تنها و اگر است جابجایی و است شرکت پذیر همواره پیچش، که حقیقت این بررسͬ
با است. M(G) یͺه ،G همانͬ عضو در دیراک اندازه ،δe همچنین است. آسان باشد، آبلͬ

تعریف
µ∗(E) = µ(E−۱) یا

∫
Φdµ∗ =

∫
Φ(x−۱)dµ(x)

در f هر برای است کافͬ است. آن بسته ایده آل ͷی L۱(G) و است باناخ یͷ∗‐جبر M(G)

هار اندازه  dx آن در که بͽیریم. نظر در M(G) در عضوی عنوان به را fdx اندازه ،L۱(G)
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شده تعریف برگردان همچنین و M(G) برای شده تعریف پیچش این صورت در است. G چپ
است. منطبق ،L۱(G) بر متناظر اعمال بر ،M(G) روی

ϕ ∈ Cc(G) هر برای داد نشان باید واقع در است. برگردان به مجهز باناخ جبر ͷی L۱(G)نیز لذا
f, g ∈ L۱(G) برای ∫و

ϕ(x)dµf∗g(x) =
∫
ϕ(x)dµf ∗ µg(x).

ͬ کنیم م توجه منظور این ∫برای
ϕ(x)dµf∗g(x) =

∫
f ∗ g(x)ϕ(x)dx =

∫ ∫
f(y)g(y−۱x)dyϕ(x)dx

=

∫ ∫
f(y)g(x)dyϕ(yx)dx.

داریم دیͽر سوی ∫از
ϕ(x)dµf ∗ µg(x) =

∫ ∫
ϕ(cy)dµf (x)dµg(y)

=

∫ ∫
f(x)g(y)dyϕ(xy)dx.

ͬ شود. م حاصل تطابق بنابراین
پوشا همریختͬ ͷی α : H → G اگر باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی H کنید فرض حال
گروه روی µH چپ هار اندازه G گروه برای µG چپ هار اندازه هر برای آنگاه باشد، سره و

به طوری که دارد وجود H∫
G
f(x)dµG(x) =

∫
H
f ◦ α(h)dµH(h), f ∈ L۱(G),

مثبت و ثابت عدد قبل، قضایای به توجه با ثابت، اما دلخواه چپ هار اندازه دو برای نتیجه در
به طوری که دارد وجود cα∫

G
f(x)dx = cα

∫
H
f ◦ α(h)dh, f ∈ L۱(G), (٣ . ١)

(راست) چپ تقریبی یͺه دارای همیشه اما نیست. آنگاهL۱(G)یͺدار نباشد، Gگسسته اگر
در e ͬ های ͽهمسای از موضعͬ پایه ͷی U کنید فرض است. Cc(G) در اعضایی با کراندار
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به سازیم مͬ U در فشرده محمل دارای ،Cc(G) در را fU تابع U ∈ U هر برای باشد. G
هر برای این صورت در .

∫
f(x)dx = ۱ و f(x−۱) = f(x) ،x ∈ G هر برای که طوری

داریم ،U −→ {e} ͬ که وقت (۱ ≤ p <∞) g ∈ Lp(G)

||fU ∗ g − g||p −→ ۰, ||g ∗ fU − g||p −→ ۰.

را (ei)i∈I تور باشد. ͷی کران با کراندار تور ͷی (ei)i∈I ⊆ L۱(G) کنید فرض .۴٣ . ١ تعریف
.∥ei ∗ f − f∥L۱(G) → ۰ باشیم داشته f ∈ L۱(G) هر برای هرگاه ͬ نامیم، م ١ کراندار تقریبی یͺه

K(e) روی و ،K(e) = {U : e متقارن و فشرده ͬͽهمسای U} کنید فرض .۴٣ . ٢ تذکر
(ΨU )U∈K(e) تور آنگاه .ΨU = ۱

|U |χU دهید قرار بͽیرید. نظر در را برعکس شمول ترتیب
است. L۱(G) برای کراندار تقریبی یͺه ͷی

باشد. L۱(G) از بسته زیرفضای ͷی I کنید فرض .۴٣ . ٣ گزاره
و چپ از های انتقال تحت I اگر تنها و اگر است L۱(G) از ایده آل ͷی I این صورت در

باشد. بسته راست

تقریبی یͺه ͷی {fU} و x ∈ G و f ∈ I اگر باشد. چپ ایده آل ͷی I کنید فرض برهان.
بنابراین و دارد تعلق I به Lx(fU ∗ f) = (LxfU ) ∗ f آنگاه باشد، L۱(G) برای

Lxf = limLx(fU ∗ f)

و f ∈ I اگر باشد. پایا چپ انتقال های تحت Iکنید فرض دیͽر سوی از است. متعلق I به
از توابع خطͬ ترکیب حدی نقطۀ g ∗ f بنابراین .g ∗ f =

∫
g(y)Lyfdy داریم g ∈ L۱(G)

است. I در بنابراین و است Lyf نوع

هرگاه ͬ نامیم، م ٢ شبه‐مرکزی کراندار تقریبی یͺه را (ei)i∈I ⊆ L۱(G) تور .۴۴ . ٣ تعریف
.∥ei ∗ µ− µ ∗ ei∥L۱(G) → ۰ باشیم داشته µ ∈M(G) هر برای

این بپردازیم. G فشرده موضعاً گروه ٣ پذیری میانگین مفهوم به که است رسیده آن زمان
همراه به متفاوتͬ تفسیرهای و ͬ شود م بیان نویمان فون جبرهای برای کلͬ حالت در مفهوم

1. bounded approximate identity
2. quasi-central
3. amenability
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این در موجز مرجعͬ [۶١] است. گرفته قرار بررسͬ و مطالعه مورد آن از مختلفͬ رویͺردهای
تفسیر در مرجع، این مبنای بر کند. مراجعه آن به ͬ تواند م مند علاقه خواننده که است زمینه
عمل ͬ کنیم. م بیان مختصراً Mرا = L∞(G) حالت فقط اینجا در ،G گروه پذیری میانگین

بͽیرید نظر در را زیر

x · f = δx ∗ f x ∈ G, f ∈ L۱(G),

خطͬ نگاشت واقع در است. ١ باناخ چپ G‐مدول ͷی فوق عمل همراه به L۱(G) فضای
است تعریف خوش زیر

G× L۱(G)→ L۱(G), (x, f) 7→ δx ∗ f, x ∈ G, f ∈ L۱(G).

داریم است. مثبت و انقباضͬ x ∈ G ثابت عضو برای عمل این

∥x · f∥ ≤ ∥f∥, (x, f) ∈ G× L۱(G)

x · f ≥ ۰, f ≥ ۰, (x, f) ∈ G× L۱(G).

m ∈ S(L∞(G))حالت ͷی هرگاه ٣ گوییم، ٢ را پذیر Gمیانگین فشرده موضعاً گروه .۴۵ . ٣ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود

m(x · f) = m(f), (x, f) ∈ G× L∞.

فضای روی G عمل برای ۴ G‐پایا میانگین ͷی ،m ∈ S(L∞(G)) حالت به شرایط این در
ͬ گویند. م L۱(G)

ͬ کنیم م ارائه را زیر مهم قضیه اینجا در

تقریبی یͺه دارای L۱(G) آنگاه باشد، پذیر میانگین G فشرده موضعاً گروه اگر .۴۶ . ٣ قضیه
است. مرکزی

1. Banach left G-module
2. amenable

می کند عمل L۱(G) روي پذیر میانگین به صورت G می گوییم یا .3
4. G-invariant mean
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همͽن فضاهای ۴ . ٣

در مهم و جذاب همیشه های قسمت از ͬͺی قسمتͬ خارج فضاهای و همͽن فضاهای مطالعه
است. ͬͺتوپولوژی گروه های نظریه

باشد. هاسدورف فشرده موضعا فضای ͷی S و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض
به طوری که است G× S → S پیوسته نگاشت S روی G از (چپ) عمل ͷی

است. S از همسان ریختͬ ͷی s→ xs نگاشت x ∈ G هر برای الف)

.x(ys) = (xy)s ،s ∈ S و x, y ∈ G برای ب)

هرگاه ͬ نامیم، م ترایا را G‐فضا ͷی ͬ نامیم. م G‐فضا ͷی را عمل ͷی با همراه S فضای
.xs = t که باشد موجود چنان x ∈ G عضو ،t, s ∈ S هر برای

با مشابه حالت این در باشد. آن بسته زیرگروه H و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض
ضابطه با G×G/H −→ G/H نگاشت تعریف با G/H روی G گروه شد، گفته بالاتر آنچه
از ͬͺی قسمتͬ خارج گروه های بنابراین ͬ کند. م عمل پیوسته شͺل به (x, yH) −→ xyH

فضاها این که کند مͬ بیان توضیح این واقع در هستند. ترایا G‐فضاهای از استاندارد مثالهای
ͬ کنیم. م واگذار تمرین عنوان به را آن بررسͬ هستند. ترایا G‐فضاهای از نمونه تنها

به قبل سطر در شده ذکر تمرین بنابر که ترایا G‐فضاهای برای همͽن فضاهای عنوان از
ͬ کنیم. م استفاده است، H زیرگروه ͷی برای G/H فرم

و G/H از E بورل زیرمجموعۀ هر برای هرگاه ͬ نامیم، م G‐پایا را G/H روی µ اندازۀ
.µ(xE) = µ(E) ،x ∈ G

ͬ کنیم. م مطالعه زیر گزاره در را G/H روی G‐پایا اندازۀ ͷی وجود
نگاشت و H بسته زیرگروه اندازه های نمایانگر dξ ،G اندازه های نمایانگر dx ادامه در
تابع به ترتیب △H و △G و q(x) = xH تعریف با طبیعͬ کانونͬ نگاشت q : G → G/H

هستند. H و G مدولار
ͬ کنیم. م تعریف Pf(xH) =

∫
H f(xξ)dξ فرم به را P : Cc(G) → Cc(G/H) نگاشت

این صورت در y = xη ،η ∈ H برای کنید فرض زیرا است. خوش تعریف نگاشت ∫این
f(yξ)dξ =

∫
f(xξ)dξ.

داریم Q ∈ C(G/H) اگر هم چنین .supp(Pf) ⊆ q(suppf) و است پیوسته Pf به وضوح
ͬ نگارد. م Cc(G/H) به روی را Cc(G) ،P ͬ دهیم م نشان .P [(Q ◦ q).f ] = ϕ.Pf
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q(K) = E شرط Kبا ⊆ G فشرده مجموعه ͷی آنگاه باشد Eفشرده ⊆ G/H اگر .۴٣ . ٧ لم
است. موجود

آنجا از ͬ کنیم. م انتخاب را است، فشرده بستار دارای که G در e از v باز ͬͽهمسای برهان.
زیرپوشش بنابراین و است E برای باز پوشش ͷی {q(xv)}x∈G است، باز نگاشت ͷی q که

فرم به متناهͬ

E ⊆ q(x۱v) ∪ · · · ∪ q(xnv)

.K = q−۱(E) ∩
∪n
j=۱ xj v̄ ͬ دهیم م قرار دارد.

به طوری است موجود چنان Cc(G) در f ≥ ۰ تابع باشد، فشرده F ⊆ G/H اگر .۴٣ . ٨ لم
.Pf = ۱ ،F روی که

یافتن برای را قبل لم و باشد G/H در F از فشرده ͬͽهمسای ͷی E کنید فرض برهان.
مثبت اکیداً K روی که g ∈ Cc(G) مثبت تابع ͬ بریم. م به کار q(K) = E شرط با K ⊆ G

که ͬ گزینیم برم چنان را E در مشمول محمل با ϕ ∈ Cc(G/H) ͬ کنیم. م انتخاب را است
ͬ دهیم م قرار و ϕ

∣∣
F = ۱

f =
ϕ ◦ q
Pg ◦ q

· g

.Pf = ϕ حالت این در

و ϕf = ϕ که است موجود چنان f ∈ Cc(G) آنگاه ،ϕ ∈ Cc(G/H) اگر .۴٣ . ٩ گزاره
.f ≥ ۰ داریم ϕ ≥ ۰ هرگاه و q(suppf) = suppϕ

suppϕ روی Pg = ۱ شرط با Cc(G) در g ≥ ۰ قبل لم بنابر ϕ ∈ Cc(G/H) اگر برهان.
.f = (ϕ ◦ q)g ͬ دهیم م قرار است. موجود

رادون اندازه باشد. آن بسته زیرگروه H و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۵٣ . ٠ قضیه
اگر تنها و اگر است موجود G/H روی µ G‐پایا

△G
∣∣∣
H

= △H .

شود، انتخاب مناسب شͺل به ضریب این اگر و یͺتاست مضرب ͷی حد در µ حالت این در
∫داریم

G
f(x)dx =

∫
G/H

Pfdµ =

∫
G/H

∫
H
f(xξ)dξdµ(xH) (f ∈ Cc(G))
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f → نگاشت این صورت در است. موجود G/H روی µ G‐پایای اندازه کنید فرض برهان.
مثبت و پایا چپ انتقال تحت ناصفر، تابعک ͷی نگاشت این است. خوش تعریف

∫
Pfdµ

که است موجود چنان c > ۰ بنابراین و است Cc(G) ∫روی
G/H

Pfdµ = c

∫
f(x)dx (٣ . ٢)

برقرار (٣ . ٢) رابطه و ͬ کنیم م جایͽزین c−۱µ با را µ حال یͺتاست. چپ اندازه هار زیرا
خواهدبود.

آنگاه ،f ∈ Cc(G) و η ∈ H اگر حال

△G(η)
∫
G
f(x)dx =

∫
G
f(xη−۱)dx =

∫
G/H

∫
H
f(xξη−۱)dξdµ(xH)

= △H(η)

∫
f(x)sx

.△G(η) = △H(η) بنابراین و
باشیم داشته f ∈ Cc(G) برای اگر ͬ کنیم م ادعا .△G

∣∣
H = △H کنید فرض برعکس،

روی که ϕ ∈ Cc(G) ،۴٣ . ٨ لم از استفاده با به این منظور .
∫
f(x)dx = ۰ آنگاه Pf = ۰

داریم ͬ یابیم. م را ͬ کند م صدق Pϕ = ۱ شرط در q(suppf)

۰ = Pf(xH) =

∫
f(xξ)dξ =

∫
f(xξ−۱)△H(ξ−۱)dξ

=

∫
f(xξ−۱)△G(ξ−۱)dξ.

بنابراین

۰ =
∫
G

∫
H
ϕ(x)f(xξ−۱)△G(ξ−۱)dxdξ

=

∫
H

∫
G
ϕ(xξ)f(x)dxdξ

=

∫
Pϕ(xH)f(x)dx =

∫
f(x)dx

و است خوش تعریف C به Cc(G/H) از Pf −→
∫
f(x)dxنگاشت ͬ دهد م نشان فوق رابطه

G‐پایای اندازه تابعک این ͬ کند. م تعریف Cc(G/H) روی مثبت و G‐پایا خطͬ تابعک ͷی
ͬ دهد. م به دست را G/H روی µ
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ψ : R −→ T پیوسته نگاشت و T =
{
z ∈ C

∣∣ |z| = ۱
}

مختلط ضربی گروه .۵٣ . ١ مثال
µR([۰, ۱)) = ۱ و R روی µR هار اندازۀ بیاورید. به خاطر را ψ(t) = exp(۲πit) ضابطه با

رابطه با T روی اندازه هار و است ͹لب مثبت اندازه

µT(E) = µR(ψ
−۱(E) ∩ [۰, ۱))

داریم ،T روی f مثبت اندازه پذیر تابع هر برای به عبارتͬ ͬ شود. م ∫ارائه
T
f(z)dz =

∫
[۰,۱)

f(e۲πit)dt

است. R روی ͹لب اندازه به نسبت انتگرال راست، سمت انتگرال آن در که
است. شده تلقͬ R از قسمتͬ خارج عنوان به T مثال این در

موضعاً گروه  روی معین مثبت توابع و یͺانͬ نمایش های ۵ . ٣
فشرده

از (متشͺل H روی یͺانͬ نگاشت های گروه U(H) و هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض
اگر باشد. کنند.) مͬ صدق TT ∗ = T ∗T = I شرط در که T کراندار و خطͬ نگاشتهای
در که است (π,Hπ) زوج ،G روی پیوسته یͺانͬ نمایش باشد، فشرده موضعاً گروه ͷی G
هر برای به طوری که است U(Hπ) به G از همریختͬ ͷی π و هیلبرت فضای ͷی Hπ آن
منظور به عبارتͬ است. G روی پیوسته تابع ͷی Φξ,η : x −→ ⟨π(x)ξ, η⟩ تابع ،ξ, η ∈ Hπ
U(Hπ) روی ضعیف عملͽری توپولوژی و G روی اولیه توپولوژی با پیوستگͬ ،π پیوستگͬ از

است. Hπ هیلبرت فضای بعد ،G روی π پیوسته یͺانͬ نمایش بعد از منظور است.

همریختͬ هر بͽیریم، نظر در ͬͺی C روی یͺانͬ نگاشت های گروه با را T اگر .۵٣ . ٢ مثال
G از بدیهͬ نمایش را χ = ۱ نمایش و است یͺانͬ نمایش ͷی χ : G −→ T مانند پیوسته

ͬ نامیم. م

به صورت ͬ شود، م داده نمایش λG با که L۲(G) روی G از چپ منظم نمایش .۵٣ . ٣ مثال
نمایش ͬ شود، م تعریف λG(x)f(y) = f(y−۱x) ضابطه با λG : G −→ U(L۲(G))

به صورت مشابهͬ تعریف با L۲(G) روی G از راست منظم

RG(x)f(y) = △G(x)
۱
۲ f(yx)

ͬ شود. م تعریف G در x و L۲(G) در f هر برای
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یͺانͬ نگاشت هرگاه ͬ شوند، م نامیده (یͺانͬ) یͺریخت σ و π نمایش دو .۵۴ . ٣ تعریف
حالت این در .Uπ(x) = σ(x)U ،∀x ∈ G به طوری که باشد موجود U : Hπ −→ Hσ

ͬ نامیم. م σ و π جابجا گر عملͽر را U و π ∼= σ ͬ نویسیم م

هر برای اگر واقع در هستند. یͺریخت G گروه از راست و چپ منظم نمایش های .۵۵ . ٣ مثال
کنیم تعریف ،f ∈ L۲(G)

Uf(y) = △G(y−۱)
۱
۲ f(y−۱)

و است یͺانͬ نگاشت ͷی U : L۲(G) −→ L۲(G) نگاشت این صورت در

∀x ∈ G, f ∈ L۲(G) (λG(x)U)(f) = (UfG(x))(f).

هر برای هرگاه ͬ نامیم، م π‐پایا را Hπ از V زیرفضای .۵۶ . ٣ تعریف
زیرفضای تنها {۰} و Hπ هرگاه ͬ نامیم، م تحویل ناپذیر را π نمایش .π(x)V ⊆ V ،x ∈ G

ͬ دهیم م قرار B(Hπ) از E زیرمجموعۀ برای باشد. Hπ π‐پایای بستۀ

E′ =
{
T ∈ B(Hπ)

∣∣∣∀S ∈ E, TS = ST
}
.

گروه ͷی های مشخصه شناسایی در مهمͬ نقش ͬ شود، م نامیده ١ شور لم زیرکه قضیه
دارد. آبلͬ فشرده موضعا

زیرمعادل احͺام این صورت در Gباشد. از پیوسته یͺانͬ نمایش ͷی π کنید فرض .۵٣ . ٧ گزاره
هستند:

است. تحویل ناپذیر π الف)

است. Hπ روی همانͬ عملͽر I آن در که π(G)′ = CI ب)

.Φξ,η ̸= ۰ ͬ شود، م نتیجه η ̸= ۰ و ξ ̸= ۰ شرط از ،ξ, η ∈ Hπ برای ج)

1. Schur lemma
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غیربدیهͬ تصویرهای شامل π(G)′ حالت این در نباشد، تحویل ناپذیر π کنید فرض برهان.
است.

این صورت در .τ ̸= cτ ،c اسͺالر هر به ازای و τ ∈ π(G)′ کنید فرض برعکس،

A =
۱
۲
(τ + τ∗), B =

۱
۲i
(τ − τ∗),

هر بنابراین و است نرمال A نیست. I مضرب ،A مثلا́ آن ها از ͬͺی حداقل و هستند π(G)′ در
تابع تابعͬ (حسابان χE(A) تصویر هر با ،π(x) خاص به طور شود، جابه جا A با که عملͽری
غیربدیهͬ تصویرهای شامل π(G)′ بنابراین ͬ شود. م جابه جا نیز ،E ⊆ R برای (A بر مشخصه

نیست. تحویل ناپذیر π بنابراین و است
چنان η ̸= ۰ و ξ ̸= ۰ این صورت در نباشد. برقرار (ج) و باشد برقرار (ب) کنید فرض حال
مخالف ⟨π(G)ξ⟩⊥ بنابراین و ⟨π(x)ξ, η⟩ = ۰ ،∀x ∈ G لذا و ϕξ,η = ۰ که هستند موجود
است. تناقض در (ب) با این و پایاست. π(x)ξ زیرا پایاست؛ π(x) تحت فضا این است. صفر

است. برقرار (الف) لذا و ندارد پایا زیرفضای π ͬ شود م نتیجه باشد، برقرار (ج) اگر

است. متناهͬ بعد از آن تحویل ناپذیر نمایش هر باشد، آبلͬ گروه ͷی G اگر .۵٣ . ٨ نتیجه

به عملͽرهای سایر با π(x) عملͽر ،x ∈ G هر برای حالت، این در که است واضح برهان.
تحویل ناپذیر π چون شور لم بنابر است. متعلق π(G)′ به بنابراین و ͬ شود م جابجا فرم همین
حالت این در اما .π(x) = cxI به طوری که ͬ شود م یافت cx ثابت ،x ∈ G هر برای لذا است،

.dimHπ = ۱ اینکه مͽر است، تناقض که پایاست Hπ بدهͬ غیر فضای زیر هر

نمایش های باشد، فشرده موضعاً گروه ͷی G اگر ١ گلفند‐ریͺوف) (قضیه .۵٣ . ٩ قضیه
باشند، G در متمایز عضو دو y و x اگر که معنا این به ͬ کنند. م جدا را آن نقاط G تحویل ناپذیر

.π(x) ̸= π(y) که است موجود چنان π تحویل ناپذیر نمایش

ͬ توان م را نقطه دو ͬ دانیم م اورسیون لم از استفاده با ابتدا ͬ کنیم. م ارائه برهان از طرحͬ برهان.
خطͬ ترکیب به صورت ͬ توان م را تابع این این که به توجه با سپس کرد. جدا Cc(G) در تابعͬ با
تحویل ناپذیر نمایش ،ϕ خاص معین مثبت توابع با تقریب ͷکم با نوشت، معین مثبت توابع

ͬ شود. م یافت ͬ کند، م جدا را نقاط که πϕ

1. Gelfand-Raikov theorem
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فشرده موضعاً آبلͬ گروه های ۶ . ٣

که ͬ پردازیم م فشرده موضعاً آبلͬ گروه های به مربوط اولیه نتایج برخͬ و نمادها به بخش این در
ͬ کنند. م ایفا ͬͺفیزی و طبیعͬ مفاهیم شناخت در گسترده ای نقش

هم بر راست و چپ هار اندازۀ است. آبلͬ فشرده موضعاً گروه ͷی G بخش این سرتاسر در
بنابراین و هستند منطبق

Lyf(x) = f(y−۱x) = f(xy−۱, Ryf(x) = Ly−۱f(x) = f(xy) = f(yx).

است. جابجایی پیچش عمل و پیمانه ای تک G حالت این در
هستند. فشرده موضعاً آبلͬ گروه های خود طبیعͬ اعمال با T و Z ،R گروه های مثال به عنوان

ͷی ،G از ١ مشخصه ͷی باشد. آبلͬ فشردۀ موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۶٣ . ٠ تعریف
است. T دایرۀ گروه به G از پیوسته همریختͬ

به نسبت Ĝ به وضوح ͬ دهیم. م نمایش Ĝ با را G آبلͬ گروه مشخصه های همۀ مجموعۀ
بنابراین است. بسته χ−۱(x) = χ(x) تعریف با ،χ ∈ Ĝ برای وارون عمل و نقطه ای ضرب

است. آبلͬ گروه ͷی خود Ĝ

این در ͬ کنیم. م مجهز ،G فشرده زیرمجموعه های روی یͺنواخت همͽرایی توپولوژی به را Ĝ
ͬ شود م تولید زیر فرم به مجموعه های توسط χ۰ ∈ Ĝ حول موضعͬ پایه حالت

V (χ۰, C,E) =
{
χ ∈ Ĝ

∣∣∣|χ(x)− χ۰(x)| < ε, x ∈ C
}

موضعاً گروه ͷی Ĝ توپولوژی این با است. G از فشرده ای زیرمجموعه C و ε > ۰ آن در که
ͬ شود. م نامیده دوگان گروه که است آبلͬ فشرده

این به ͬ کند؛ م جدا را G نقاط و است فشرده موضعاً گروه ͷی Ĝ دوگان گروه .۶٣ . ١ قضیه
.χ(x) ̸= χ(y) که ͬ شود م یافت چنان χ ∈ Ĝ مشخصۀ ،x, y ∈ G هر برای که معنا

کلͬ حالت در که است، (( ۵٣ . ٩) (قضیه گلفند‐ریͺوف قضیه از ای نتیجه قضیه این برهان.
نقاط تحویل ناپذیر نمایش های ͬ گوید م قضیه این است. برقرار دلخواه، فشرده موضعا گروه برای
مشخصه ها همان تحویل ناپذیر نمایش های آبلͬ حالت در که آنجا از حال ͬ کنند. م جدا را گروه

است. واضح حͺم هستند،

1. character
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کند. تعریف Ĝ ͬͺتوپولوژی گروه روی مشخصه ای ͬ تواند م نیز x ∈ G هر بدانیم است جالب
دهیم قرار است کافͬ

Ĝ −→ T
αx :χ −→ χ(x).

ͬ کنیم. م ارائه برهان از خلاصه ای با را است دوگانͬ قضیه مهمترین زیرکه قضیه

برای باشد. آبلͬ فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض ١ پونتریاگین) (دوگانͬ .۶٣ . ٢ قضیه
Φ : x −→ αx نگاشت این صورت در .(χ ∈ Ĝ)αx(χ) = χ(x) ͬ دهیم م قرار x ∈ G هر

است. ( ˆ̂G) Ĝ گروه دوگان گروه به G از گروهͬ ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ͷی

قضیه از استفاده با فوق نگاشت بودن ͷی به ͷی ͬ کنیم. م ارائه را برهان از طرحͬ برهان.
x ∈ G و باشد G در تور ͷی {xα} کنید فرض حال است. واضح ،۵٣ . ٩ گلفند‐ریͺوف
.f(xα) → f(x) ،f ∈ B(G) ∩ L۱(G) هر برای حالت این در وضوح به .xα → x و
B(G)∩L۱(G) در f مانند تابعͬ ͬ توان م جداسازی قضایای ͷکم به xα ̸→ x اگر همچنین
ͬ دهد م نتیجه ٢ فوریه وارونگͬ قضیه ͷکم با نتیجه این .f(xα) ̸→ f(x) به طوری که یافت
به توجه با .Φ(xα) → Φ(x) داریم ، ˆ̂G بر L∞(Ĝ) از القایی ستاره ضعیف توپولوژی در
کنید فرض پوشایی اثبات برای است. بسته ˆ̂

G تحت G تصویر توپولوژی، بودن فشرده موضعا
از را x که یافت B(Ĝ) ∩ L۱(Ĝ) در ناصفر تابعͬ ͬ توان نم صورت این در ،x ∈ ˆ̂

G \ Φ(G)
ͬ شود. م ثابت پوشایی و کند جدا Φ(G)

شده تعریف نحوی به آن روی λ هار انداز ۀ و باشد فشرده آبلͬ گروه ͷی G اگر .۶٣ . ٣ گزاره
است. L۲(G) در یͺه متعامد زیرمجموعۀ ͷی Ĝ این صورت در ،λ(G) = ۱ که باشد

آنگاه ξ ̸= η اگر .||ξ||۲ = ۱ وضوح به و |ξ|۲ = ۱ این صورت در ،ξ ∈ Ĝ کنید فرض برهان.
بنابراین .ξη−۱(x۰) ̸= ۱ به طوری که ͬ شود م یافت x۰ ∈ G∫

ξη =

∫
ξη−۱(x)dx = ξη−۱(x۰)

∫
ξη−۱(x−۱

۰ x)dx

1. Pontryagin duality
2. Fourier Inversion Theorem
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= ξη−۱(x۰)

∫
ξη−۱(x)dx

هستند. عمود هم بر η و ξ بنابراین و
∫
ξη−۱ = ۰ لذا

فشرده آبلͬ Gگروه اگر است. فشرده Ĝ آنگاه باشد، گسسته آبلͬ گروه ͷیG اگر .۶۴ . ٣ گزاره
است. گسسته Ĝ آنگاه باشد،

است. فشرده (Ĝ) آن طیف بنابراین و است یͷ دار L۱(G) آنگاه باشد، گسسته G اگر برهان.
بنابراین دارد. تعلق L۱(G) به ١ ثابت تابع باشد، فشرده G اگر

{
f ∈ L∞(G)

∣∣∣ |∫ f | > ۱
۲

}
است. Ĝ در باز مجموعه ͷی {۱} بنابراین است. ضعیف‐ستاره توپولوژی با باز مجموعه ͷی

،
∫
ξ = ۰ آنگاه ،ξ ̸= ۱ اگر و ،

∫
ξ = ۱ آنگاه ،ξ = ۱ اگر ،ξ ∈ Ĝ برای زیرا

است. گسسته Ĝ لذا

ͬ کنیم. م بیان را مهمͬ نتایج پونتریاگین قضیه ͷکم به ادامه در
باشد. Ĝ در H پوچساز H⊥ = {χ ∈ Ĝ; |χ|H = ۱} کنید فرض G از H بستۀ زیرگروه برای

است. Ĝ بستۀ زیرگروه H⊥ این صورت در

خارج قسمتͬ طبیعͬ همریختͬ q : G −→ G/H کنید فرض فوق نمادهای با .۶۵ . ٣ قضیه
است. H⊥ و Ĝ/H بین ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ω −→ ω ◦ q نگاشت این صورت در باشد.

اگر ͬ کنیم. م تعریف ω −→ ω ◦ q ضابطه با را Φ : Ĝ/H −→ H⊥ نگاشت برهان.
به صورت q(K) روی η به ηα این صورت در باشد فشرده K ⊆ G و Ĝ/H در ηα −→ η

لذا و K روی یͺنواخت به صورت ηα ◦ q −→ η ◦ q لذا و بود خواهد همͽرا یͺنواخت
باشد، فشرده F ⊆ G/H و Ĝ در ηα ◦ q −→ η ◦ q اگر برعکس .Ĝ در ηα ◦ q −→ η ◦ q
گرفت نتیجه ͬ توان م لذا ،q(K) = F که است موجود فشرده K ⊂ G به این که توجه با آنگاه

است. همسان ریختͬ Φ بنابراین .Ĝ/H در ηα −→ η

.Ĝ/H⊥ ∼= Ĥ .۶۶ . ٣ نتیجه

پونتریاگین قضیه از و کرده جایͽزین H⊥ با را H و Ĝ با را G قبل قضیه در است کافͬ برهان.
کنیم. استفاده
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کنید تعریف γ ∈ R هر برای G = R کنید فرض .۶٣ . ٧ مثال

χγ : R −→ T, χγ(t) = eiγt t ∈ R

که کنید توجه است. R̂ به R از گروهͬ ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ ͷی γ −→ χγ این صورت در
،χγ(t) = e۲πit ͬ دهیم م قرار که معنا این به کنیم. پارامتری ،۲π وزن با را R̂ که است معمول

.t ∈ R ،γ ∈ R

.z ∈ T ،ψn(z) = zn کنید تعریف n ∈ Z هر برای ،G = T کنید فرض .۶٣ . ٨ مثال
دهیم قرار اگر همچنین ͬ کند. م یͺریخت T̂ با را Z ، n −→ χn نگاشت این صورت در
است Z هسته با T روی به R از پیوسته همریختͬ ͷی q این صورت در .t ∈ R ،q(t) = e۲πit

.
( R̂
Z

)
∼= Z لذا و .R

Z
∼= T که ͬ دهد م نشان این و

با G آبلͬ فشرده موضعاً گروه برای ،L۱(G) ماکسیمال ایده آل فضای ͬ دهیم م نشان ادامه در
،χ ∈ Ĝ برای است. جابجایی باناخ جبر ͷی L۱(G) حالت، این در است. یͺریخت Ĝ
در ͬ کنیم. م تعریف γχ(f) =

∫
f(x)χ(x−۱)dx ضابطه با را γχ : L۱(G) −→ C نگاشت

.γχ(f∗) = γχ(f) و γχ(f ∗ g) = γχ(f)γχ(g) ،f, g ∈ L۱(G) هر برای این صورت

ایده آل فضای ∆(L۱(G)) به روی Ĝ از همسان ریختͬ ͷی γ −→ γχ نگاشت .۶٣ . ٩ گزاره
گلفند، توپولوژی فضا این روی شده گرفته نظر در توپولوژی است. L۱(G) باناخ جبر ماکسیمال

است. L۱(G) دوگان از القایی

تابع ͷی از انتگرالͽیری ͷی حسب بر ϕ این صورت در .ϕ ∈ L۱(G)∗ کنید فرض برهان.
.ϕ(f) =

∫
fφ ،f ∈ L۱(G) هر برای که معنا این به ͬ شود. م داده φ ∈ L∞(G) مانند

،g ∈ L۱(G) هر برای صورت این در .ϕ(f) ̸= ۰ که باشد چنان f ∈ L۱(G) کنید فرض

ϕ(f)

∫
φ(y)g(y)dy =ϕ(f)ϕ(g) = ϕ(f ∗ g)

=

∫ ∫
φ(x)f(xy−۱)g(y)dydx

=

∫
ϕ(Lyf)g(y)dy.
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را φ(y) توان مͬ مطلب کلیت از کاستن بدون لذا ،φ(y) = ϕ(Lyf)
ϕ(f)

جا همه تقریبا بنابراین
همچنین بود. خواهد پیوسته φ صورت این در کرد. تعریف فوق به صورت y ∈ G هر برای

φ(xy)ϕ(f) = ϕ(Lxyf) = φ(x)φ(y)ϕ(f)

φ بودن همریختͬ و کرانداری به توجه با که است واضح .φ(xy) = φ(x)φ(y) بنابراین و
است. تمام اثبات و بͽیرند قرار واحد دایره در باید آن مقادیر

ضابطۀ با f̂ : Ĝ −→ C به صورت را f فوریۀ تبدیل ،f ∈ L۱(G) کنید فرض .٣ . ٧٠ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف f̂(χ) = γχ(f) =

∫
f(x)χ(x)dx ،χ ∈ Ĝ

ͬ یابد. م گسترش زیر به  صورت G آبلͬ گروه روی رادون اندازه های به فوریه تبدیل

µ ∈M(G) µ̂(χ) =

∫
χ(x)dµ(x), χ ∈ Ĝ

ͬ کنیم. م ارائه را فوریه تبدیل خواص ادامه در

این صورت در باشد. آبلͬ فشرده موضعاٌ گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ٧١ قضیه

تصویر و است C۰(Ĝ) به L۱(G) از ͷبه ی ͷی ∗‐همریختͬ ͷی f −→ f̂ نگاشت الف)
است. چͽال یͺنواخت نرم با C۰(Ĝ) در نگاشت این تحت L۱(G)

،K روی که ͬ شود م یافت چنان f ∈ L۱(G) تابع K ⊆ Ĝ فشردۀ زیرمجموعۀ برای ب)
.f̂ ≥ ۰ ،Ĝ \ U روی و f̂ > ۰

با ĝ به طوری که است موجود g ∈ L۱(G) تابع شده، داده ε > ۰ و f ∈ L۱(G) برای ج)
است. توبرین ،L۱(G) بنابراین .||f − g||۱ < ε و است فشرده محمل

است. آسان است یͷ∗‐همریختͬ و کاهشͬ نرم f → f̂ نگاشت اینکه بررسͬ الف) برهان.
در باناخ جبر عمومͬ قضایای از نتیجه ای است، C(Ĝ) زیرفضای ͷی آن برد اینکه
بسته مزدوج جبر، زیر ͷی نگاشت این برد اینکه به توجه با است. گلفند نگاشت مورد
حاصل حͺم استون‐وایرشتراس قضیه از است. C(G) از جداساز و (

¯̂
f = f̂∗)

ͬ شود. م
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.g = h∗ ∗ h ͬ دهیم م قرار و ͬ گیریم م نظر در ĥ(۱) =
∫
h = ۱ شرط با را h ∈ Cc(G) ب)

در ۱ از v ͬͽهمسای بنابراین .ĝ(۱) = ۱ و ĝ ≥ ۰ واقع در ،ĝ = |ĥ|۲ این صورت در
v انتقال های از متناهͬ تعداد توسط K .ĝ > ۰ ،v روی که است موجود چنان Ĝ

.f = (
∑n
j=۱ ξi)g کنیم فرض .K ⊆ ∪nj=۱ξjvj نوشت ͬ توان م و ͬ شود م پوشیده

.f̂ ≥ ۰ و K روی f̂ > ۰ بنابراین و f̂(ξ) =
∑n
j=۱ ĝ(ξ

−۱
j ξ) این صورت در

تعریف با Ĝ روی µ̂ کراندار و پیوسته تابع آن، فوریه اشتیل یس تبدیل ،µ ∈ M(G) اگر
حالت این در است. µ̂(ξ) =

∫
ξ(x)dµ(x)

(µ ∗ ν )̂(ξ) =
∫ ∫

ξ(xy)dµ(x)dν(y) =

∫ ∫
ξ(x) ξ(y)dµ(x)dν(y)

= µ̂(ξ)ν̂(ξ)

ϕµ(x) =
∫
ξ(x)dµ(ξ) صورت به را G روی ϕµ کراندار و پیوسته تابع µ ∈ M(Ĝ) برای

ͬ کنیم. م تعریف

Cb(G) M(Ĝ)به از ͷبه ی ͷی و خطͬ انقباضͬ، نگاشت ͷی µ −→ ϕµ نگاشت .٣ . ٧٢ گزاره
است.

این صورت در ،ϕµ = ۰ کنید فرض است. بودن ͷبه ی ͷی غیربدیهͬ، قسمت تنها برهان.

۰ =
∫ ∫

f(x)ξ(x)dµ(ξ)dx =

∫
f̂(ξ−۱)dµ(ξ), f ∈ L۱(G)

.µ = ۰ ͬ شود م نتیجه است، چͽال C۰(Ĝ) در {f̂ | f ∈ L۱(G)} اینکه به توجه با اما

تعمیم یافته خطͬ ترکیب به صورت را ϕµ ͬ توان م حالت این در باشد مثبت µ ∈M(Ĝ) اگر
در نمود. تلقͬ مثبت نوع از تابع ͷی را آن بنابراین و کرد تعبیر مثبت ضرایب با مشخصه ها از

f ∈ L۱(G) برای ∫واقع ∫
f(x)f(y)ϕµ(y

−۱x)dxdy =

∫ ∫ ∫
f(x)f(y)ξ(y)ξ(x)dµ(ξ)dxdy

=

∫
|f̂(ξ)|۲dµ(ξ) ⩾ ۰
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بالا نمادگذاری های از زیر قضیه در است. نظریه این در بنیادین نتایج از ͬͺی بالا حͺم عکس
است. شده استفاده

موجود µ ∈ M(Ĝ) مثبت یͺتای اندازه آنگاه ،ϕ ∈ P(G) اگر باخنر)١ (قضیه .٣ . ٧٣ قضیه
.ϕ = ϕµ به طوری که است

ϕ ∈ دهیم نشان است کافͬ وجود، اثبات برای ͬ شود. م نتیجه قبل گزاره از یͺتایی برهان.
.ϕ(۱) ⩽ ۱ و P(G)

در M۰ باشد. M(Ĝ) ⩽ ۱ شرط با ،µ ∈M(Ĝ) مثبت اندازه های همه مجموعه M۰کنید فرض
توپولوژی (در باشد µ به همͽرا M۰ در تور ͷی {µα} اگر است. فشرده ستاره ضعیف M(Ĝ)

داریم f ∈ L۱(G) هر برای ∫ضعیف‐ستاره)
f(x)ϕµα(x) =

∫
f̂(ξ−۱)dµα(ξ) −→

∫
f̂(ξ−۱)dµ(ξ) =

∫
f(x)ϕµ(x)dx.

P به M۰ از µ −→ ϕµ نگاشت بنابراین .ϕµα −→ ϕµ ستاره، ضعیف توپولوژی در بنابراین
است (کافͬ ξ ∈ Ĝ مشخصه هر شامل که است فشرده و محدب زیرمجموعه ͷی آن برد و
از است عبارت نگاشت این ٢برد کراین‐میلیمن قضیه بنابر است. صفر و بͽیریم) δ را µ

.P۰ = {ϕ ∈ P | ۰ ⩽ ϕ(۱) ⩽ ۱}

f ∗ g فرم به توابع همه شامل B(G) بنابراین .B(G) = ⟨P(G)⟩ ͬ دهیم م قرار نمادگذاری.
است. f, g ∈ Cc(G) برای

ͬ دهیم. م ارجاع [٢٨] به را علاقه مند خواننده و ͬ کنیم م ارائه برهان بدون را زیر قضیه

f̂ ∈ L۱(Ĝ) آنگاه ،f ∈ B(G) ∩ L۱(G) اگر فوریه)٣ وارونگͬ اول (قضیه .٧۴ . ٣ قضیه
f(x) = بنابراین و dµf (ξ) = f̂(ξ)dξ که برگزید چنان ͬ توان م را Ĝ روی dξ اندازه هار و

.
∫
ξ(x)f̂(ξ)dξ

آنگاه ،f̂ ∈ L۱(Ĝ) و f ∈ L۱(G) اگر ۴( فوریه وارونگͬ دوم (قضیه .٧۵ . ٣ قضیه

f(x) = (f̂ )̂(x−۱)

1. Bochner theorem
2. Krein–Milman theorem
3. Fourier inversion theorem I
4. Fourier inversion theorem II
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=

∫
ξ(x)f̂(ξ)dξ

است. برقرار x ∈ G هر برای تساوی باشد، پیوسته f اگر

زیرا ،dµ
f̂
(x) = f(x−۱)dx و f̂ ∈ B۱(Ĝ) داریم برهان.

f̂(ξ) =

∫
ξ(x)f(x)dx =

∫
ξ(x)f(x−۱)dx.

در تساوی این باشد، پیوسته f اگر . f(x−۱) = (f̂ )̂(x) ،x ∈ G هر برای تقریباً بنابراین
است. برقرار G سرتاسر

.µ = ν آنگاه ،µ̂ = ν̂ و باشند M(G) در µ و ν اگر فوریه)١ یͺتایی (قضیه .٧۶ . ٣ قضیه
.f = g ͬ دهد م نتیجه f̂ = ĝ تساوی ،f, g ∈ L۱(G) برای خاص به طور

هستند. نیم ساده باناخ جبرهای M(G) و L۱(G) .٣ . ٧٧ نتیجه

در باشد. آبلͬ فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض پلانشرل)٢ (قضیه .٣ . ٧٨ قضیه
هر برای که کرد انتخاب نحوی به ͬ توان م را Ĝ و G روی مناسب هار اندازۀ این صورت
L۲(Ĝ) در {f̂ | f ∈ L۱(G) ∩ L۲(G)} همچنین .||f̂ ||۲ = ||f ||۲ ،f ∈ L۱(G) ∩ L۲(G)
برای که است موجود نحوی به F : L۲(G) −→ L۲(Ĝ) یͺانͬ نگاشت بنابراین است. چͽال

.F(f) = f̂ ،f ∈ L۱(G) ∩ L۲(G) هر

بنابراین و (f∗ ∗ f∗)̂ = |f̂ |۲ این صورت در f ∈ L۱(G) ∩ L۲(G) کنید فرض ∫برهان.
|f(x)|۲dx = f ∗ f∗(۱) =

∫
(f∗ ∗ f∗)ˆ(ξ)dξ =

∫
|f̂(ξ)|۲dξ.

به بنابراین است. L۲(G) نرم با L۱(G) ∩ L۲(G) روی طولپا نگاشت ͷی f → f̂ بنابراین
ψ ∈ L۲(G) کنید فرض زیرا است. L۲(G) کل آن برد و ͬ یابد م گسترش L۲(G) به یͺتا شͺل

این صورت در باشد. عمود L۲(G) داخلͬ ضرب با فوق نگاشت برد بر ψ و

∀f ∈ L۱(G) ∩ L۲(G) ۰ =
∫
ψ۰(Lxf )̂ =

∫
⟨ξ, x⟩ψ(ξ)f̂(ξ)dξ

1. Fourier uniquness theorem
2. Plancherel theorem
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تقریباً ψ ب) (قسمت قبل قضیه بنابر و است صفر µ(Ĝ) از عضو ͷی به عنوان ψf̂ بنابراین
است. صفر جا همه

L۲(G) در g و f هر برای پارسوال)١ (اتحاد .٣ . ٧٩ ∫نتیجه
G
f(x)g(x)dx =

∫
Ĝ
f̂(χ)ĝ(χ)dχ.

آن در که باشد، شده پارامتری {χγ : γ ∈ R} شͺل به R̂ و G = R کنید فرض .٣ . ٨٠ مثال
نوشت ͬ توان م این صورت در .χγ(t) = e۲πiγt ،t ∈ R هر برای

f̂(γ) =

∫
R
f(t)e۲πiγtdt, γ ∈ R

این صورت در کرده ایم. جایͽزین χγ با را γ آن در ∫که
R̂
|f̂(γ)|۲dγ =

∫
R
|f(t)|۲dt, f ∈ L۱(R) ∩ L۲(R).

است. برقرار پارسوال اتحاد و شوند مجهز ͹لب اندازه به ͬ توانند م دو هر R̂ و R بنابراین

نمایش ها ضعیف مهار ٣ . ٧
ͬ کنیم. م معرفͬ را A نمایش های برای ضعیف٢ مهار مفهوم باشد. ∗C‐جبر ͷی Aکنید فرض
پیشنهاد [٢٠] ͬ شوند، م ارائه برهان بدون بخش این در که قضایایی مورد در بیشتر مطالعه برای

ͬ شود. م

هرگاه ͬ شود، م نامیده اولیه A از I ایده آل باشد. ∗C‐جبر ͷی A کنید فرض .٣ . ٨١ تعریف
تمام از متشͺل Prim(A) خانوادۀ .I = ker(π) ،A از π تحویل ناپذیر نمایش ͷی برای

ͬ شود. م نامیده A از اولیه ایده آل فضای اولیه، ایده ال های

1. Parseval identity
2. weak containment
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تعریف با به راحتͬ که کرد مجهز جیͺوبسن یا هال‐کرنل توپولوژی به ͬ توان م را Prim(A)

دهید قرار I ⊆ Prim(A) برای ͬ شود. م تعریف بستارگیری عمل

Ī = {P ∈ Prime(A) : ∩
I∈I

I ⊆ P}

روی یͺتایی توپولوژی بنابراین و است بستاری عملیات ͷی I −→ Ī نگاشت انتساب این در
است. برابر I بستار با Ī آن، در به طوری که دارد وجود Prim(A)

ایده آل باشد. A برای (∗‐نمایش) نمایش ͷی π کنید فرض .٣ . ٨٢ تعریف

Ker(π) = {a ∈ A : π(a) = ۰}

ͬ شود. م نامیده π هستۀ
π اگر باشد. A تحویل ناپذیر نمایش های هم ارزی کلاس های مجموعۀ نمایشͽر Âکنید فرض

نگاشت بنابراین .ker(π) = ker(σ) این صورت در باشند هم ارز نمایش دو σ و

R :Â −→ Prim(A)

π −→ ker(π)

است. خوش تعریف

دوگان فضای Prim(A) از هال‐کرنل برگشت توپولوژی به مجهز Â مجموعۀ .٣ . ٨٣ تعریف
ͬ شود. م نامیده A

Prim(A) از V باز زیرمجموعۀ ͷی برای اگر تنها و اگر است باز Â در U ⊆ Â بنابراین
ف˼ل١ توپولوژی یا دوگان فضای توپولوژی ،Â از توپولوژی این .U = k−۱(V ) باشیم داشته

ͬ شود. م نامیده

S این صورت در باشد. A نمایش های از زیرمجموعه دو T و S کنید فرض .٨۴ . ٣ تعریف
هرگاه ͬ شود، م داده نمایش S < T به صورت و نامیده شده مهار ضعیف به طور T توسط

.π < T ͬ نویسیم م راحتͬ برای باشد، عضوی تک S = {π} اگر .ker
τ∈T

τ ⊆ ker
σ∈S

σ

.T < S و S < T هرگاه ،S ∼ T ͬ نویسم م و هستند معادل ضعیف به طور T و S ͬ گوییم م

1. Fell topology
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به طوری که است Â در σ نمایش های همۀ مجموعۀ π محمل ،A از π دلخواه نمایش ͷی برای
.σ < π

تعریف φ تابع ،ξ ∈ H(π) هر برای این صورت در باشد، H(π) روی A از نمایش ͷی π اگر
همچنین است. π با مرتبط A روی مثبت تابعک ͷی ،φ(a) = ⟨π(a)ξ, ξ⟩ به صورت شده
ͷی به φ هرگاه است، مرتبط A نمایش های از S مجموعۀ به φ مثبت خطͬ تابعک گوییم
اهمیت دارای مثبت تابعک های برحسب ضعیف مهار مفهوم شناسایی باشد. مرتبط π ∈ S

است.

هستند: زیرمعادل احͺام این صورت در .π ∈ Â و S ⊆ Â کنید فرض .٨۵ . ٣ قضیه

ͬ شود. م مهار S توسط ضعیف به طور π الف)

از متناهͬ خطͬ ترکیبات از ضعیف‐ستاره حد ،π با مرتبط ناصفر مثبت خطͬ تابعک هر ب)
است. S با مرتبط مثبت تابعک های

از ψ متناهͬ مجموع از ضعیف‐ستاره حد ،π با متناظر φ ناصفر مثبت خطͬ تابعک هر ج)
هستند. صادق ||ψ|| ≤ ||φ|| شرط در که است S با مرتبط مثبت تابعک های

زیر شͺل به فوق قضیه این صورت در باشند. تحویل پذیر S نمایش های تمام و π کنید فرض
ͬ شود. م قوی تر

هستند: زیرمعادل احͺام این صورت در .π ∈ Â و S ⊆ Â کنید فرض .٨۶ . ٣ قضیه

ͬ شود. م مهار S توسط ضعیف به طور π الف)

از متناهͬ خطͬ ترکیبات از ضعیف‐ستاره حد ،π با مرتبط ناصفر مثبت تابعک ͷی ب)
است. S با مرتبط مثبت تابعک های

مرتبط ψ مثبت تابعک های از ضعیف‐ستاره حد ،π با مرتبط φ ناصفر مثبت تابعک هر ج)
.||ψ|| ≤ ||φ|| به طوری که است S با

هم ارزی (کلاس های همۀ مجموعۀ نمایشͽر Ĝ و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض
،Ĝ روی ف˼ل‐توپولوژی یا دوگان توپولوژی باشد. G تحویل ناپذیر یͺانͬ نمایش های از)
با ͬ کند. م تبدیل همسان ریختͬ ͷی به را Ĝ −→ Ĉ∗(G) دوسویی که است توپولوژی ای
به طوری π ∈ Ĝ نمایش های همۀ مجموعۀ ͬ شود. م نامیده G دوگان فضای Ĝ توپولوژی، این
ͷی مجموعه این ͬ شود. م داده نمایش Ĝr با و نامیده G یافته کاهش دوگان ،π < λG  که
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است. Ĝ از بسته مجموعۀ
برای همواره آن جاکه از .||f ||∗ = sup{||π(f)|| | π ∈ Ĝ} کنید فرض f ∈ L۱(G) برای

براین علاوه .||f ||∗ ≤ ||f ||۱ لذا ||α(f)|| ≤ ||f ||۱ داریم α ∈ Ĝ هر

||f∗ ∗ f ||∗ = sup
{
||π(f)||۲ : π ∈ Ĝ

}
= ||f ||۲∗

همچنین و
||f∗ ∗ g||∗ ≤ ||f ||∗ ||g||∗, f, g ∈ L۱(G)

و
||f∗||∗ = ||f ||∗

‐C∗ (L۱(G), || · ||∗) کامل سازی ͬ کند. م تعریف L۱(G) روی ∗C‐نرم ͷی || · ||∗ بنابراین
ͬ شود. م داده نمایش C∗(G) با و نامیده G گروهͬ جبر

تحویل ناپذیری و هم ارزی تحت و دارد وجود C∗(G) و L۱(G) نمایش های بین دوسویی تناظر
B(H(π)) بستۀ زیرجبر نرم، از حاصل توپولوژی در ،π(C∗(G)) ،G در πنمایش برای پایاست.

واقع در است.
π(C∗(G)) = π(L۱(G)) = span(π(G))

ͬ شود. م گرفته عملͽری نرم در بستار آن در که
است. صادق ∗C‐نرم خاصیت در که است موجود L۱(G) باناخ ∗‐جبر روی دیͽری نرم
ͬ دهیم م قرار ،f ∈ L۱(G) عضو هر برای و ،λG نماد با G گروه چپ منظم نمایش برای

.||f ||r = ||λG(f)||
داده نمایش C∗

r (G) با و نامیده کاهش یافته گروهͬ ∗C‐جبر نرم، این با L۱(G) کامل سازی
ͬ شود. م

خارج قسمتͬ نگاشت q : G −→ G/N همریختͬ و G بستۀ نرمال زیرگروه N کنید فرض
و

TN : C∗(G) −→ C∗(G/N),

نگاشت این صورت در باشد. متناظر ∗C‐جبرهای روی آن القایی کانونͬ همریختͬ
است G از σ یͺانͬ نمایش های و G/N یͺانͬ نمایش های بین دوسویی ͷی π −→ π ◦ q

.kerσ ⊇ kerTN اگروتنهااگر σ = π ◦ q معادل به طور .σ(N) = {IHa} به طوری که

باناخ فضاهای روی گروه ها نمایش های ٣ . ٨

به طوری که است
(
π,E

)
دوتایی ،G فشرده موضعاً گروه برای نمایش ͷی .٣ . ٨٧ تعریف
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باشد. باناخ فضای ͷی E فضای .١

طولپای های یͺریختͬ همه مجموعه ،Iso(E) توی به G از همریختͬ ͷی ،π نگاشت .٢
است. پیوسته τG − τs.o.t که بوده ،E فضای روی

به صورت که هستند M(G) و L۱(G) روی به ترفیع هایی دارای نمایش هایی چنین

π(f) =

∫
G
π(x)f(x)dx, f ∈ L۱(G),

π(µ) =

∫
G
π(x)dµ(x), µ ∈M(G),

به صورت نیز E اعضای روی آن اثر شوند. مͬ تعریف

⟨π(f)ξ, η⟩ =
∫
G
f(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx, ξ ∈ E, η ∈ E∗,

⟨π(µ)ξ, η⟩ =
∫
G
⟨π(x)ξ, η⟩dµ(x), ξ ∈ E, η ∈ E∗.

نمایش هستند. ١ انقباضͬ جبری همریختͬ ͷی M(G) و L۱(G) برای نمایش ها این است.
.E = π(L۱(G))E

∥·∥E که معنا این به است؛ (٣ (ضروری تبهͽون٢ نا نمایش ͷیL۱(G)برای آمده به دست
به صورت G گروه روی به نمایش ͷی L۱(G) برای (θ, F ) مانند ضروری نمایش هر همچنین،

ͬ کند م تولید زیر

θ(x) = τs.o.t − lim
i∈I

θ(xei), x ∈ G.

است. L۱(G) برای کراندار تقریبی یͺه (ei)i∈I درآن که
است. E باناخ فضای بعد ،

(
π,E

)
نمایش ͷی بعد از منظور

حالت در ͬ دهیم. م نمایش Repp(G) با را QSLp‐فضاها روی نمایش ها همه مجموعه
که است اهمیت حائز بود. خواهند هیلبرت فضاهای روی یͺانͬ نمایش بالا نمایش های p = ۲

1. contractive algebra homomorphism
2. non degenerate
3. essential representation
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به صورت q ∈ (۱,∞) هر برای چون

۱ < p ≤ q ≤ ۲, یا ۲ ≤ q ≤ p (٣ . ٣)

Rep۲(G) ⊆ داریم (٣ . ٣) به صورت q هر برای نتیجه در است، QSLp‐فضا ͷی QSLq‐فضا هر
.Repq(G) ⊆ Repp(G)

صورت این در باشند. Repp(G) به متعلق
(
π,E

)
و
(
ρ, F

)
کنید فرض .٣ . ٨٨ تعریف

وارون و طولپا نگاشت هرگاه هستند، ١ ارز هم
(
ρ, F

)
و
(
π,E

)
نمایش های ١. گوییم

به طوری که باشد داشته وجود T پذیر

T : E → F, T ◦ π(x)T−۱ = ρ(x), x ∈ G.

باشد E از بسته زیرفضای F هرگاه است،
(
π,E

) ٢ زیرنمایش
(
ρ, F

)
نمایش ٢. گوییم

باشیم داشته و

π(x)
∣∣
F = ρ(x), x ∈ G,

هرگاه ،
(
ρ, F

)
⊆

(
π,E

)
ͬ نویسیم م و است

(
ρ, F

)
شامل

(
π,E

)
نمایش ٣. گوییم

باشد. هم ارز
(
π,E

)
از زیرنمایشͬ با

(
ρ, F

)
) F سره و غیربدیهͬ بسته زیرفضای هرگاه گوییم، ٣ تحویل پذیر را

(
π,E

)
نمایش .۴

یعنͬ باشد؛ π برای پایایی زیرفضای به طوری که باشد داشته وجود ( {۰} ⊊ F ⊊ E

نمایش آنگاه باشد، نداشته وجود زیرفضایی چنین اگر .π(x)F ⊆ F ،x ∈ G برای
ͬ نامیم. م ۴ تحویل ناپذیر را

(
π,E

)
به طوری که باشد موجود ξ ∈ E عضو هرگاه ͬ نامیم، م ۵ دوری را

(
π,E

)
نمایش .۵

به G برای دوری نمایش های هم ارزی) (کلاس های همه مجموعه .π(L۱(G))ξ ∥·∥E

ͬ دهیم. م نمایش Cycp(G) با را QSLp‐فضا ͷی روی

1. equivalent
2. subrepresentation
3. reducible
4. irreducible
5. cyclic
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هرگاه ͬ نامیم، م ١ p‐جامع را
(
π,E

)
نمایش .۶(

ρ, F
)
⊆

(
π,E

)
,

(
ρ, F

)
∈ Cycp(G).

که ͬ کند م تعریف B(E) باناخ جبر از بسته زیرجبر ͷی
(
π,E

)
∈ Repp(G) نمایش هر

به صورت که ͬ دهیم م نشان PFp,π(G) با را جبر این است. باناخ جبر ͷی نیز خود

PFp,π(G) =
{
π(f) : f ∈ L۱(G)

}∥·∥B(E)

ͬ شود. م تعریف

٢(π,E)
نمایش با متناظر توابع p‐شبه جبر را PFp,π(G) ⊆ B(E) زیرجبر .٣ . ٨٩ تعریف

و داده نشان UPFp(G) با را آن باشد p‐جامع نمایش ͷی
(
π,E

)
که حالتͬ در ͬ نامیم. م

به آنگاه
(
π,E

)
=

(
λp, Lp(G)

)
ͬ که در حالت همچنین ͬ نامیم. م ٣ توابع p‐شبه جامع جبر

ͬ کنیم. م استفاده PFp(G) نماد از PFp,λp(G) نماد جای

است L۱(G) روی نرم نیم ͷی زیر نگاشت حقیقت در

∥ · ∥π : L۱(G)→ R+ ∪ {۰}, ∥f∥π = ∥π(f)∥B(E), f ∈ L۱(G),

L۱(G)/Nπ قسمتͬ خارج فضای شده کامل آنگاه نشان دهیم، Nπ با را آن پوچ فضای اگر و
ذکر به لازم است. PFp,π(G) فضای همان است) نرم ͷی فضا این روی (که نرم نیم این با

است پوشا برد با انقباضͬ زیر نگاشت که است

Iπ : L۱(G)→ PFp,π(G), Iπ(f) = π(f), f ∈ L۱(G).

نیست. یͺدار لزوماً اما است؛ یͺدار تقریبی یͺه دارای PFp,π(G) فضای که کنید توجه
انقباضͬ Iπ نگاشت که حقیقت بنابراین (ei)i∈I ⊆ L۱(G) کراندار تقریبی یͺه برای واقع در

است. PFp,π(G) برای کراندار تقریبی یͺه (π(ei))i∈I تور است، پوشا برد با

1. p-universal
2. algebra of p-pseudo-functions associated with

(
π,E

)
3. universal algebra of p-pseudo-functions
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منظم نمایش ͬ کنیم. م معرفͬ p ∈ (۱,∞) برای را G گروه روی معروف نمایش دو حال
آن p = ۲ که حالتͬ در و داده نشان λG,p یا λp با را Lp(G) فضای روی G گروه برای ١ چپ

شود مͬ تعریف زیر به صورت که ͬ دهیم م نمایش λG یا λ با را

λp : G→ B(Lp(G)), λp(x)f := x−۱f,

x−۱f ∈ Lp(G), x−۱f(y) = f(x−۱y), y ∈ G.

داده نشان ρG,p یا ρp با را Lp(G) فضای روی G گروه برای ٢ راست منظم نمایش همچنین
ͬ شود م تعریف زیر به صورت که ͬ دهیم م نمایش ρG یا ρ با را آن p = ۲ ͬ که در حالت و

ρp : G→ B(Lp(G)), ρp(x)f := ∆(x)
۱
p fx,

∆(x)
۱
p fx ∈ Lp(G), ∆(x)

۱
p fx(y) = ∆(x)

۱
p f(yx), y ∈ G.

فوریه نوع از جبرهای ٣ . ٩

نام با را جبرها این تمامͬ ͬ پردازیم. م آنها تعمیم های و فوریه جبرهای معرفͬ به بخش این در
ͬ کنیم. م معرفͬ فوریه نوع از جبرهای

تعمیم ساختار و فوریه اشتیل یس و فوریه جبرهای معرفͬ به ٣ . ٩ . ٧ و ٣ . ٩ . ١ زیربخش های در
شده برگرفته مفاهیم عمده اینجا در ͬ پردازیم. م فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت یعنͬ آنها، یافته

هستند. [۴٠] و [٢۵] ،[٢٨] از

فوریه اشتیل یس و فوریه جبرهای ٣ . ٩ . ١
ایمارد۵ پیر دکتری رساله در که ۴ فوریه اشتیل یس و ٣ فوریه جبرهای توصیف به بخش این در
در جبرهای این به مان علاقمندی چرایی از مقدماتͬ ͬ پردازیم. م شدند، معرفͬ ١٩۶۴ سال در

1. left regular representation
2. right regular representation
3. Fourier
4. Fourier-Stieltjes
5. Piere ٍEymard



آنها همریختی هاي و فوریه نوع از جبرهاي 134

فوریه جبر بخش این در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض است. آمده پیشͽفتار
هم ارزی) (کلاس های از مجموعه ای S آن در که آن از BS(G) زیرفضاهای و B(G)  اشتیل یس

ͬ کنیم. م ارائه را اولیه نتایج برخͬ و معرفͬ را است، G یͺانͬ نمایش های
برای باشد. G پیوسته یͺانͬ نمایش های هم ارزی) (کلاس های مجموعه نمایشͽر Σ کنید فرض

ͬ دهیم م قرار ،µ ⊆M(G) و S ⊆ Σ

∥ µ ∥S= sup
{
∥ π(µ) ∥: π ∈ S

}
M(G) در µ و ν برای و است M(G) روی نیم نرم ͷی µ −→ ||µ||S انتساب این صورت در

داریم ،x, y ∈ G و f ∈ L۱(G) و

||µ||S ≤ ||µ||, ||µ ∗ ν||S ≤ ||µ||S ||ν||S (۴ . ٣)
||µ∗||S = ||µ||S , ||µ ∗ µ∗||S = ||µ∗||۲S (۵ . ٣)

||Lxf ||S = ||f ||S , ||Ryf ||S = △(y−۱)||f ||S . (۶ . ٣)

کنید فرض حال

NS =
{
f ∈ L۱(G)

∣∣∣ π(f) = ۰, π ∈ S هر برای
}

L۱(G)/NS به ḟ = f +NS اگر و است L۱(G) از بسته ∗‐ایده آل ͷی NS این صورت در
است واضح ͬ کند. م تعریف L۱(G)/NS روی نرم ͷی ||ḟ ||S = ||f ||S آنگاه ، باشد متعلق
کند. مͬ صدق ||ḟ ∗ ḟ∗||S = ||ḟ ||۲S خاصیت در و است جبری یͷ∗‐نرم L۱(G)/NS که
نماد از S = Σ برای و است نرم این با L۱(G)/NS کامل سازی نمایشͽر C∗

S(G) ادامه، در
ͬ بریم. م بهره C∗(G)

از همریختͬ ͷی به L۱(G)/NS به روی L۱(G) از f −→ ḟ = f +NS نگاشت .٣ . ٩٠ لم
ͬ یابد. م گسترش NS هسته با C∗

S(G) به روی C∗(G)

f −→ ḟ نگاشت ،||ḟ ||S = ||f ||S ≤ ||f ||C∗(G) ،f ∈ L۱(G) برای آنجاکه از برهان.
گسترش ||ϕ|| ≤ ۱ خاصیت با ،ϕ : C∗(G) −→ C∗

S(G) ∗‐همریختͬ ͷی به یͺتا شͺل به
∗C‐جبرها بین پیوسته همریختͬ ͷی ϕ و ϕ(L۱(G)) ⊆ ϕ(C∗(G)) چون همچنین ͬ یابد. م

.ϕ(C∗(G)) = C∗
S(G) بنابراین پوشاست، چͽال تصویر با
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دیده به سادگͬ S ⊆ Ĝ و Ĝ دوگان گروه با G آبلͬ و فشرده موضعاً گروه برای .٣ . ٩١ مثال
برای حالت این در همچنین باشد. چͽال Ĝ در S اگر تنها و اگر NS = {۰} که ͬ شود م
کلͬ حالت در ،C∗

S(G) = C∗(G) ∼= C۰(Ĝ) حالت این در .||f ||S = ||f̂ ||u ،f ∈ L۱(G)
است. S بستار نمایانگر S̄ آن در که ،C∗

S(G)
∼= C۰(S̄)

هستند. معادل زیر احͺام ،u ∈ P(G) و S ⊆ Σ برای .٣ . ٩٢ لم

.πu < S الف)

،f ∈ L۱(G) هر برای به طوری که است موجود C∗
S(G) روی φ مثبت خطͬ تابعک ͷی ب)

ϕ(f +NS) =
∫
f(x)u(x)dx.

در است. πu برای دوری بردار ͷی ξ آن در که ،u(x) = ⟨πu(x)ξ, ξ⟩ کنید فرض برهان.
ادامه .۰ = ⟨πu(g)ξ, ξ⟩ ،g ∈ NS هر برای اینکه با است معادل πu < S شرط این صورت

ͬ شود. م حاصل قبل لم ͷکم با حͺم

صدق (٣ . ٩٢) لم شرط دو از ͬͺی در که است توابعͬ مجموعه PS(G) از منظور ادامه در
ͬ کنند. م

هستند: معادل زیر احͺام ،G نمایش های از τ و S مجموعه های برای .٣ . ٩٣ لم

.S < τ الف)

،||µ||S ≤ ||µ||τ ،µ ∈M(G) هر برای ب)

.||f ||S ≤ ||f ||τ ،f ∈ L۱(G) هر برای ج)

،f ∈ L۱(G) هر برای این صورت در .x ∈ PS(G) و باشد برقرار کنید(ج) فرض ∣∣∣برهان. ∫ f(x)u(x)dx
∣∣∣ ≤ ||f ||Su(e) ≤ ||f ||τu(e).

تعریف ͬ یابد، م گسترش C∗
τ (u) به که L۱(G)/Nτ روی معین مثبت تابعک ͷی u بنابراین
ͬ شود. م حاصل (الف) و u ∈ PS(G) ͬ دهد م نشان این ͬ کند. م

داریم ،Nτ ⊆ NS و باشد برقرار کنید(الف) فرض حال

||f ||S = inf
{
||f + g||C∗(G); g ∈ N(S)

}
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≤ inf
{
||f + g||C∗(G); g ∈ N(τ)

}
= ||f ||τ .

{gv}v∈B و µ ∈M(G)کنید فرض ͬ کنیم. م تلاش (ب) اثبات برای رابطه این ͷکم با حال
ͬ دهیم م قرار باشد. L۱(G) برای ١ نرم با فشرده محمل با توابع از کراندار تقریبی یͺه ͷی
.fv −→ µ داریم σ(M(G), Cb(G)) ضعیف توپولوژی با این صورت در .fv = µ ∗ gv

این صورت در باشند. Hπ در ξ, η و دلخواه یͺانͬ نمایش ͷی π کنید فرض

⟨π(µ)ξ, η⟩ =
∫
⟨π(µ)ξ, η⟩dµ(x) = lim

v

∫
G
⟨π(µ)ξ, η⟩fv(x)dx

= lim
v
⟨π(fv)ξ, η⟩

بنابراین ||π(fv)|| ≤ ||π(µ)||||π(gv)|| چون و .B(Hπ) در π(fv)
w.o.t−→ π(µ) بنابراین

||π(µ)|| = sup
v∈B
||π(fv)||.

داریم π ∈ S برای ،S < τ آنجاکه از

||π(µ)|| = sup
v∈B
||π(fv)|| ≤ sup

v∈B
||π(fv)||S ≤ sup

v∈B
||π(fv)||τ = ||µ||τ .

ͬ شود. م حاصل حͺم و

احͺام ،S مانند G یͺانͬ نمایش های از خانواده ͷی و u مانند دلخواه تابع ͷی برای .٩۴ . ٣ لم
هستند: زیرمعادل

است. PS(G) در توابع از متناهͬ خطͬ ترکیب u الف)

H(π) در ξ و η بردارهای و است شده مهار S در ضعیف به طور که G از π یͺانͬ نمایش ب)
.u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩ ،x ∈ G هر برای به طوری که هستند موجود

و است پیوسته و کراندار تابع ͷی u ج)

sup
f∈L۱(G),||f ||S≤۱

∣∣∣ ∫ f(x)u(x)dx
∣∣∣ <∞.
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است، شده اعلام (ب) در که فرمͬ به PS(S) در تابع هر که آنجا از ب) ← (الف برهان.
فضای ͷی شده اند، معرفͬ (ب) در که توابعͬ دهیم، نشان است کافͬ ͬ شود، م داده نمایش
مهار S در ضعیف به طور که باشند نمایش دو π۲ و π۱کنید فرض ͬ دهند. م تشͺیل برداری
π۱ ⊕ π۲ این صورت در باشند. بردار H(πj) در ξj و ηj ،j = ۱, ۲ برای کنید فرض و شده اند

و است شده مهار S در ضعیف به طور

⟨(π۱ ⊕ π۲)(ξ۱ ⊕ ξ۲), η۱ ⊕ η۲⟩ =
۲∑
j=۱
⟨πj(x)ξj , ηj⟩.

f ∈ L۱(G) هر برای ،π < S که آنجا از ←ج) (ب

|
∫
f(x)u(x)dx| = |⟨π(f)ξ, η⟩| ≤ ||π(f)||||ξ||||η|| ≤ ||f ||S ||ξ||||η||.

تعریف C∗
S(G) روی کراندار خطͬ تابعک ͷی u که ͬ دهد م نتیجه (ج) شرط الف) ← (ج

شود. نوشته C∗
S(G) روی مثبت خطͬ تابعک های خطͬ ترکیب به صورت ͬ تواند م که ͬ کند، م

هستند. تناظر در PS(G) در توابع با تابعک ها این (٣ . ٩٢) لم بنابر

ͬ دهیم. م نمایش BS(G) با را قبل لم معادل شرایط در شده معرفͬ توابع .٩۵ . ٣ تعریف
ͬ بریم. م بهره BΣ(G)(G) به جای B(G) نماد از S = Σ(G) برای همچنین

توابع همه شامل لذا و معین مثبت توابع از متناهͬ خطͬ ترکیبات همه شامل B(G) بنابراین
.ξ, η ∈ H(π) و π ∈ Σ(G) آن در که است ⟨π(·)ξ, η⟩ فرم به ضریب

رابطه طͬ که است، C∗(G) دوگان باناخ فضای B(G) قبل، لم بنابر

⟨f, u⟩ =
∫
G
f(x)u(x)dx, f ∈ L۱(G), u ∈ B(G)

رابطه با B(G) نرم و ͬ شوند م جفت سازی

||u|| = sup
{∣∣ ∫ f(x)u(x)dx

∣∣; f ∈ L۱(G), ||f ||C∗ ≤ ۱
}

ͬ شود. م داده

باشد. آن یͺانͬ نمایش های مجموعه ΣG و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٩۶ . ٣ تذکر
صورت این در
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C∗(G) از خارج قسمت ͷی با طولپا به طور C∗
S(G) ∗C‐جبر ،S ⊆ ΣG هر برای (١)

بنابراین است. B(G) از بسته زیرفضای ͷی BS(G) ∼= (C∗
S(G))

∗ بنابراین و است یͺریخت
u ∈ Bλ(G) برای خاص به طور است. برابر C∗(G) یا C∗

S(G) از عضوی به عنوان u نرم
داریم

||u|| = sup
{∣∣ ∫ f(x)u(x)dx

∣∣; f ∈ Cc(G), ||λG(f)|| ≤ ۱
}

دارد. زیر شͺل به ژوردان تجزیه B(G) از عضوی به عنوان u آنگاه ،u ∈ BS(G) اگر (٢)

u = u+ − u−, u+, u− ∈ P(G), ||u|| = u+(e) + u−(e).

شͺل به BS(G) از عضوی به عنوان u ژوردان تجزیه

u = u+S − u
−
S , u+S , u

−
S ∈ PS(G), ||u|| = u+S (e) + u−S (e)

مستقل |u| مشابه به طور .u−S = u− و u+S = u+ داریم تجزیه یͺتایی بنابر است. برقرار نیز
است. S انتخاب از

بالاست. مباحث از نتیجه ای بعد لم

|u| و u− و u+ توابع این صورت در باشد. B(G) در عضوی u = ũ کنید فرض .٣ . ٩٧ لم
هستند. u راست انتقال های از متناهͬ خطͬ ترکیبات از یͺنواخت حد

ͬ کنند. م ارائه BS(G) در توابع نرم از دیͽری توصیف های ͬ آیند م ادامه در که لم دو

این صورت در .x ∈ BS(G) و S ⊆ ΣG کنید فرض .٣ . ٩٨ لم

||u|| = sup
||
∑n

j=۱ cjδxj ||S≤۱

{
|
n∑
j=۱

cju(xj)| : xi ∈ G, ci ∈ C, ۱ ≤ i ≤ n, n ∈ N
}
.

C∗(G)∗∗ در ω(G) توسط شده تولید ∗C‐زیرجبر Aنمایشͽر و S = ΣGکنید فرض برهان.
ͬͺکاپلانس چͽالͬ قضیه براساس این صورت در است. G از جامع نمایش ،ω آن در که باشد،
نتیجه این است. چͽال اولترا‐ضعیف توپولوژی با C∗(G)∗∗ واحد گوی در A واحد گوی ،١

که ͬ دهد م

||u|| = sup{|⟨T, u⟩| : T ∈ C∗(G)∗∗, ||T || ≤ ۱}

1. Kaplansky’s density theorem



139 توپولوژیکی گروه هاي نظریه از مقدماتی .3 فصل

= sup{|⟨S, u⟩| : S ∈ A, ||S|| ≤ ۱}

= sup{|
n∑
j=۱

cju(xj)|}

روی مازاد شرط با C در cn, · · · , c۱ و G در xn, · · · , x۱ همه روی سوپریمم آن در که
ͬ شود. م گرفته ||

∑n
j=۱ cjδxj ||S ≤ ۱ متناظر اندازه های

.||
∑n
j=۱ cjδxj ||S = ||

∑
cjδxj ||ΣG ͬ دانیم م قبل از اما

این صورت در .u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩ ،x ∈ G برای و u ∈ B(G) کنید فرض .٣ . ٩٩ لم
مهار ضعیف به طور π نمایش این صورت در u ∈ BS(G) اگر برعکس .||u|| ≤ ||ξ||||η||

که دارد وجود چنان ξ, η ∈ H(π) و S در شده

u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩, x ∈ G, ||u|| = ||ξ||||η||.

شده داده η و ξ, π کنید فرض دوم قسمت برای است. واضح حͺم اول قسمت درستͬ برهان.
x ∈ G هر برای این صورت در باشد.

u(x) = ⟨ω(x), u⟩ = ⟨ω(x), V |u|⟩ = ⟨ω(x)V, |u|⟩ = ⟨π(x)ξ, η⟩

و ||π′′(V )|| ≤ ۱ بنابراین ،||V || = ۱ و است جزئͬ طولپایی ͷی V اینکه به توجه با
.||u|| = || |u| || = |u|(e) = ||η||۲ ≥ ||ξ||||η|| لذا .||π′′(V )η|| = ||ξ|| ≤ ||η||

ͬ شوند. م حاصل بلافاصله زیر نتایج .٣ . ١٠٠ تذکر
آنجا که از واقع در .||u||∞ ≤ ||u|| داریم ،u ∈ B(G) هر برای (١)

||f ||C∗ ≤ ||f ||۱, f ∈ L۱(G)

داریم

||u|| = sup
{∣∣ ∫

G
f(x)u(x)dx

∣∣; f ∈ L۱(G), ||f ||C∗ ≤ ۱
}

≥ sup
{∣∣ ∫

G
f(x)u(x)dx

∣∣; f ∈ L۱(G), ||f ||۱ ≤ ۱
}

= ||u||∞
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B(G) به هم ǔ و ū ،ũ این صورت در .(u ∈ Bλ(G) (به ترتیب u ∈ B(G) کنید فرض (٢)
و دارند تعلق (Bλ(G) به (به ترتیب

||u|| = ||ũ|| = ||ū|| = ||ǔ||

برای است. برقرار است، درست (Pλ(G) در (به ترتیب P(G) در که دلیل این به اول قسمت
کنید فرض دوم قسمت

u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩, ||u|| = ||ξ||||η||

این صورت در

ũ(x) = ⟨π(x)η, ξ⟩, ū(x) = ⟨η, π(x)ξ⟩

دیͽر طرف ،(ũ)̃ = u = (ū) چون و ||ū|| ≤ ||u|| و ||ũ|| ≤ ||η||||ξ|| = ||u|| بنابراین و
بود. خواهند برابر بالا نرم چهار ،ǔ = (˜̄u) اینکه به توجه با همچنین ͬ شود. م حاصل نامساوی

ضرب با B(G) این صورت در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠١ قضیه
ͬ شود. م نامیده فوریه اشتیل یس جبر که است، یͺدار باناخ جبر ͷی بالا شده معرفͬ نرم و نقطه ای

بردارد. در بسته ایده آل به عنوان را Bλ(G) ،B(G) همچنین

به صورت را آن ها ͬ توان م این صورت در باشند. B(G) از اعضایی v و u کنید فرض برهان.

u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩, v(x) = ⟨π′(x)ξ′, η′⟩

بنابراین .||v|| = ||ξ′||||η′|| و ||u|| = ||ξ||||η|| و داد نمایش

u(x)v(x) = ⟨(π ⊗ π′)(x)(ξ ⊗ ξ′), η ⊗ η′⟩

همچنین .uv ∈ B(G) داریم لذا و

||uv|| ≤ ||ξ ⊗ ξ′||||η ⊗ η′|| = ||ξ||||η||||ξ′||||η′|| = ||u||||v||

است، ایده آل Bλ(G) دهیم نشان اینکه برای است. B(G) بسته زیرفضای Bλ(G) نهایت در
π ⊗ λ ∼ λ اینکه به توجه با رابطه این و ،P(G)Pλ(G) ⊆ Pλ(G) دهیم نشان است کافͬ

ͬ شود. م حاصل
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آن یاگین پونتر دوگان گروه Ĝ و آبلͬ فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠٢ تذکر
از یͺریختͬ این است. یͺریخت M(G) اندازه جبر با طولپا به طور B(Ĝ) ͬ دهیم م نشان باشد.
.u ∈ B(Ĝ) کنید فرض ͬ شود. م B(Ĝ)حاصل M(G)به از µ −→ µ̂فوریه اشتیل یس تبدیل

که است موجود چنان µ ∈M(G) باخنر، قضیه بنابر

u(χ) = µ̂(χ) =

∫
G
χ(x)dµ(x), χ ∈ Ĝ.

وارونگͬ فرمول از استفاده با بنابراین

||u|| = sup
{∣∣ ∫

Ĝ
u(χ)f(χ)dχ

∣∣; f ∈ CC(Ĝ), ||f ||C∗(Ĝ)
≤ ۱

}
= sup

{∣∣ ∫
Ĝ
u(χ)ĝ(χ)dχ

∣∣; g ∈ CC(Ĝ), ||g||u ≤ ۱
}

= sup
{∣∣ ∫

G

(∫
Ĝ
ĝ(χ)χ(x)

)
dµ(x)

∣∣; g ∈ CC(G), ||g||u ≤ ۱
}

= sup
{∣∣ ∫ g(x)dµ(x)

∣∣; g ∈ CC(G), ||g||u = ۱
}

= ||µ||

آن دوگان فضای و ماکسیمال ایده آل فضای ،A(G) فوریه، جبر ٣ . ٩ . ٢

ایده آل فضای ،G روی فوریه جبر بخش این در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض
دوگان فضای به همچنین ͬ کنیم. م معرفͬ را باناخ جبر ͷی به عنوان آن گلفند تبدیل و ماکسیمال

پرداخت. خواهیم نیز آن مهم بسیار

.||f ∗ g̃|| ≤ ||f ||۲||g||۲ داریم و f∗g̃ ∈ Bλ(G)این صورت در .f, g ∈ L۲(G)کنید فرض .٣ . ١٠٣ لم

،x ∈ G برای برهان.

f ∗ g̃(x) =
∫
G
f(xy)g(y)dy = ⟨λG(x−۱)f, g⟩.

است. چپ منظم نمایش ضریب تابع u بنابراین
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U و G در فشرده زیرمجموعه ͷی C فشرده، موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .١٠۴ . ٣ گزاره
دارد وجود G روی u مانند تابعͬ این صورت در باشد. G ⊆ U شرط با G در باز مجموعه ͷی

شرط در و است P(G) ∩ Cc(G) در توابع از متناهͬ خطͬ ترکیب که

۰ ≤ u ≤ ۱, u
∣∣∣
C
= ۱, u

∣∣∣
G\U

= ۰

کند. مͬ صدق

(G (همانͬ e از V متقارن ͬͽهمسای ͷی است، فشرده مجموعه ͷی C که آنجا از برهان.
کنید فرض .CV ۲ ⊆ U که ͬ شود م یافت

u(x) =
۱
|V |

۱CV ∗ ˇ۱V (x) =
۱
|V |
|xV ∩ CV |, x ∈ G.

،x ∈ G هر برای این صورت در است. W مجموعه مشخصه تابع ۱W تابع از منظور آن در که
.u(x) = ۱ بنابراین و |xV ∩ CV | = |xV | = |V | آنگاه x ∈ C اگر حال . ۰ ≤ u(x) ≤ ۱
فشرده مجموعه ͷی که suppu ⊆ CV ۲ واقع در .u(x) = ۰ آنگاه x ̸∈ CV ۲ ͬ که حالت در

است.
f, g ∈ L۲(G) هر برای قطبی اتحاد به توجه با پایان در

۴(f ∗ g∗) = (f + g) ∗ (f + g)∗ − (f − g) ∗ (f − g)∗

+ i(f + ig) ∗ (f + ig)∗ − i(f − ig) ∗ (f − ig)∗

محمل با و h ∈ L۲(G) آن در که است h∗h∗ فرم به توابعͬ خطͬ ترکیب x که ͬ گیریم م نتیجه
.h ∗ h∗ ∈ P(G) ∩ Cc(G) بنابراین است. فشرده

کنید تعریف زیر شͺل به را B(G) از Mj زیرمجموعه ۱ ≤ j ≤ ۱۰ برای .١٠۵ . ٣ گزاره

M۱ = {f ∗ g̃ : f, g ∈ Cc(G)} (١

M۲ = {h ∗ h̃ : h ∈ Cc(G)} (٢

M۳ = {f ∗ g̃ : فشرده محمل با f, g ∈ L∞(G)} (٣

M۴ = {h ∗ h̃ : فشرده محمل hبا ∈ L∞(G)} (۴

M۵ = B(G) ∩ Cc(G) (۵
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M۶ = P(G) ∩ Cc(G) (۶

M۷ = {u ∈ P(G) : △− ۱
۲u ∈ L۱(G)} (٧

M۸ = P(G) ∩ L۲(G) (٨

M۹ = {h ∗ h̃ : h ∈ L۲(G)} (٩

M۱۰ = {f ∗ g̃ : f, g ∈ L۲(G)} (١٠

این صورت در باشد، ۱ ≤ j ≤ ۱۰ برای Mj توسط شده تولید برداری فضای نمایشͽر ،Ej اگر

E۱ = E۲ ⊆ E۳ = E۴ ⊆ E۵ = E۶ ⊆ E۷ ⊆ E۸ ⊆ E۹ = E۱۰ ⊆ Bλ(G),

ͬ شود. م داده نمایش A(G) با که هستند یͺسانͬ بستار دارای Bλ(G) در زیرفضاها تمامͬ و
است. ایده آل B(G) در A(G) همچنین

شمول ͬ شود. م حاصل قطبی اتحاد از E۹ = E۱۰ و E۳ = E۴ ،E۱ = E۲ تساوی های برهان.
هستند. واضح E۶ ⊆ E۷ و E۴ ⊆ E۵ و E۲ ⊆ E۳

که v = v۱ − v۲ + i(v۳ − v۴) و v ∈ B(G) ∩Cc(G) کنید فرض ،E۵ ⊆ E۶ اثبات برای
u =

∑n
j=۱ cjuj فرم به u تابع (١٠۴ . ٣) گزاره بنابر .vk ∈ P(G) ،۱ ≤ k ≤ ۴ برای آن در

در است. ۱ با برابر v محمل روی u که دارد وجود uj ∈ P(G) ∩ Cc(G) و cj ∈ C برای
.v ∈ Ey ͬ دهد م نتیجه که u = uv =

∑n
j=۱ cjuj(v۱ − v۲ + i(v۳ − v۴)) این صورت

واقعیت این E۸از ⊆ E۹ شمول همچنین و کنید مراجعه [٣٣] E۷به ⊆ E۸ شمول بررسͬ برای
،f ∈ L۲(G) ͷی برای ،u = f ∗ f̃ به صورت u ∈ P(G) ∩ L۲(G) هر که ͬ شود م حاصل

.[٢٠] ͬ شود. م نوشته
ͬ دهیم م نشان هستند، Bλ(G) در یͺسانͬ بستار دارای فضاها این ͬͽهم دهیم نشان اینکه برای
در است. شده داده ε > ۰ و f, g ∈ L۲(G) کنید فرض منظور به این است. چͽال E۱۰ در E۱
حال .||g − k|| < ε و ||f − h||۲ < ε که موجودند چنان h, k ∈ Cc(G) توابع این صورت

داریم (٣ . ١٠٣) لم از

||f ∗ g̃ − h ∗ k̃||B(G) = ||(f − h) ∗ g̃ + h ∗ (g̃ − k̃)||B(G)

≤ ||(f − h) ∗ g̃||B(G) + ||h ∗ (g̃ − k̃)||B(G)

≤ ||f − h||۲||g̃||۲ + ||h||۲||g − k||۲
≤ ε(||g||۲ + ||f ||۲ + ε).

.E۱۰ ⊆ E۱ بنابراین و M۱۰ ⊆M ۱ بنابراین
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Gنامیده فشرده موضعاً گروه روی فوریه جبر قبل، گزاره در شده A(G)معرفͬ .١٠۶ . ٣ تعریف
ͬ شود. م

باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠٧ نتیجه

.(A(G) ⊆ C۰(G)) ͬ کند م میل صفر به بی نهایت در ،u ∈ A(G) هر الف)

است. چͽال C۰(G) در یͺنواخت نرم با ،A(G) ب)

فضای بودن چͽال و u ∈ A(G) هر برای ||u||u ≤ ||u|| رابطه به توجه با حͺم الف) برهان.
ͬ شود. م حاصل A(G) در B(G) ∩ Cc(G) = A(G) ∩ Cc(G)

،(١٠۴ . ٣) گزاره به توجه با که است C۰(G) از خودالحاق زیرجبر ͷی A(G) ∩ Cc(G) ب)
اشتراک گرفت، نتیجه ͬ توان م استون‐وایرشتراس قضیه بنابر حال ͬ کند. م جدا را G نقاط

است. چͽال C۰(G) در Cc(G) و A(G)

و ǔ ،ū ،Ryu ،Lxu توابع این صورت در .x, y ∈ G و u ∈ A(G) کنید فرض .٣ . ١٠٨ لم
دارند. تعلق A(G) به ũ

حͺم هستند، پیوسته نرم اعمال و برقرار B(G)∩Cc(G) در حͺم این اینکه به توجه با برهان.
ͬ شود. م حاصل

کنیم. معرفͬ را A(G) ماکسیمال ایده آل فضای ادامه در

ε > ۰ برای این صورت در .f(a) = ۰ و f ∈ A(G) ،a ∈ G کنید فرض .٣ . ١٠٩ لم
که دارد وجود ͬ شود، م صفر a ͬͽهمسای ͷی در که h ∈ A(G) ∩ Cc(G) تابع شده داده

.||h− f ||A(G) < ε

ͬ توان م کلیت به خلل بدون است، چͽال A(G) در A(G) ∩Cc(G) اینکه به توجه با برهان.
ͬ دهیم م قرار .ε < ۱ و ε < ||f ||∞ و است فشرده محمل دارای f و f ̸= ۰ کرد فرض

W =
{
y ∈ G

∣∣ ||f −Ryf ||A(G) < ε
}

به گونه ای را e از V ͬͽهمسای است. G در e از فشرده بستار با ͬͽهمسای ͷی W این صورت در
اندازه هار، بودن منظم به توجه با .sup{|f(ay)| y ∈ V } < ε و V ⊆ W که ͬ گزینیم برم
حال .|U | ≥ |V |(۱− ε) و U ⊆ V به طوری که است موجود e از U فشرده بستار با ͬͽهمسای
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با h این صورت در .A(G) در h = (f − g) ∗ ǔ و u =
۱
|U |

۱U ،g = ۱aV f ͬ کنیم م تعریف

همچنین ͬ شود. م صفر a ͬͽهمسای ͷی در و است فشرده محمل

||u||۲ =
۱

|u|
۱
۲
≤ |V |−

۱
۲ (

۱
۱− ε

)
۱
۲ ,

||g||۲ ≤ ε|V |
۱
۲

وبنابراین ||f − f ∗ ǔ||A(G) = sup
y∈U
||f −Ryf ||A(G) < ε و

||f − h|| < ||f − f ∗ ǔ||+ ||g||۲||ǔ||۲ < ε+ ε(
۱

۱− ε
)
۱
۲

ͬ دهیم م قرار ،x ∈ G هر برای باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١١٠ قضیه

φx : A(G) −→ C, u −→ u(x).

ایده آل (فضای △(A(G)) روی به G از همسان ریختͬ ͷی x −→ φx نگاشت این صورت در
است. منظم باناخ جبر ͷی A(G) این علاوه بر است. (A(G) ماکسیمال

است. ͷی به ͷی x −→ φx نگاشت و دارد تعلق △(A(G)) به φx که است واضح برهان.

.φ ̸= φx ،x ∈ G هر برای کنید فرض و باشد شده داده φ ∈ △(A(G)) کنید فرض حال

.φx(fx) = ۰ و φ(fx) = ۱ که دارد وجود A(G) در fx تابع x ∈ G هر برای این صورت در
هر که است A(G) در (gn) مانند دنباله ͷی حد شود، صفر x در که g هر (٣ . ١٠٩) لم بنابر
x از ͬͽهمسای ͷی در fx کرد فرض ͬ توان م بنابراین ͬ شود. م صفر x از ͬͽهمسای ͷی در gn

ͬ شود. م صفر
ͬ شود، م یافت Cc(G) ∩ A(G) در f۰ است، چͽال A(G) در A(G) ∩ Cc(G) که آنجا از
suppf۰ ⊆ ͬ کنیم که م انتخاب f۰ طوری محمل در را xn, · · · , x۱ نقاط .φ(f۰) = ۱ به طوری که
x ∈ G هر برای این صورت در .f = f۰fx۱ · · · fxn ∈ A(G) ͬ دهیم م قرار .

∪n
j=۱ Vxj

ͬ دهد م نشان تناقض این و φ(f) = φ(f۰)
∏n
j=۱ φ(fxj ) = ۱ ͬ که حال در .f(x) = ۰ داریم

.φ = φx
توپولوژی Gبا توپولوژی است، چͽال یͺنواخت نرم با C۰(G) در A(G) زیرجبر آنجاکه از حال
بنابراین است. معادل f ∈ A(G) برای x −→ f(x) = φx(f) توابع از حاصل ضعیف

است. همسان ریختͬ ͷی x −→ φx
است. منظم A(G) که ͬ دهد م نشان (١٠۴ . ٣) گزاره
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است. نیم ساده جابجایی باناخ جبر ͷی A(G) ͬ دهد م نشان بالا قضیه
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که است عملͽری جبر ͷی V N(G) گروهͬ نویمان فون جبر
هیلبرت فضای عنوان به را L۲(G) فضای باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض

بͽیرید. نظر در G روی انتگرال پذیر مربع توابع
به عبارتͬ ͬ کند. م تعریف L۲(G) روی λ(g) چپ انتقال عملͽر ͷی g ∈ G عنصر هر

(λ(g)ξ)(h) = ξ(g−۱h), هر ξبرای ∈ L۲(G) و h ∈ G.

تمام توسط تولیدشده جبر نرم عملͽریِ بستار عنوان به V N(G) گروهͬ نویمان فون جبر
دیͽر عبارت به ͬ شود. م تعریف B(L۲(G)) فضای در λ(g) عملͽرهای

V N(G) = span{λ(g) | g ∈ G}w
∗
,

است. L۲(G) روی کراندار خطͬ عملͽرهای تمام مجموعه ی B(L۲(G)) آن در که
در باشد، Ĝ پونتریاگین گروه با آبلͬ فشرده موضعاً گروه ͷی G اگر ͬ آوریم م به خاطر
برای ͬ بینیم م ادامه در .V N(G) = L∞(Ĝ) و A(G)∗ = L۱(Ĝ)∗ = L∞(Ĝ) این صورت

است. A(G) دوگان فضای V N(G) دلخواه، فشرده موضعاً گروه هر

V N(G) فوریه؛ جبر دوگان فضای معرفͬ ٣ . ٩ . ٣

داد خواهیم نشان انتها در و پرداخت خواهیم A(G) دوگان باناخ فضای معرفͬ به فصل این در
بسته ضعیف‐ستاره جبر (زیر فون‐نویمان جبر ͷی آن از بیش و باناخ جبر ͷی فضا این که

است. ( B(H) ͷی یͺدار

عملͽر ،φ ∈ A(G)∗ هر برای باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١١١ قضیه
f, g ∈ L۲(G) هر برای به طوری که است موجود Tφ ∈ V N(G) یͺتای

⟨Tφ(f), g⟩ = ⟨φ, ḡ ∗ f̌⟩ = ⟨φ, (f ∗ g̃)ˇ⟩.

را زیر خواص و است پوشا و خطͬ طولپای ͷی V N(G) به A(G)∗ از φ −→ Tφ نگاشت
دارد.

و هستند متعلق L۲(G) به fj و gj آن در که ،u =
∑∞
j=۱(gj ∗ f̌j) اگر الف)

.⟨φ, u⟩ =
∑∞
j=۱⟨Tφ(fj), ḡj⟩ آنگاه ،

∑∞
j=۱ ||f ||۲||g||۲ <∞
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توسط که باشد A(G)∗ در عضوی φµ و µ ∈M(G) اگر ب)

⟨φµ, u⟩ =
∫
G
u(x)dµ(x), u ∈ A(G)

.Tφµ = λG(µ) آنگاه ͬ شود، م تعریف

توپولوژی با V N(G) به (A(G)∗, w∗) از همسان ریختͬ ͷی φ −→ Tφ انتساب نگاشت ج)
است. اولترا‐ضعیف

f, g ∈ L۲(G) هر برای آنگاه ،φ ∈ A(G)∗ اگر برهان.

|⟨φ, ḡ ∗ f̌⟩| ≤ ||φ||.||ḡ ∗ f̌ ||A(G) ≤ ||φ||.||g||۲||f ||۲.

روی خطͬ مزدوج نگاشت ͷی g −→ ⟨φ, ḡ ∗ f̌⟩ انتساب ،f ∈ L۲(G) هر برای بنابراین،
که ͬ شود م یافت چنان fφ بنابراین ͬ کند. م تعریف L۲(G)

⟨φ, ḡ ∗ f̌⟩ = ⟨fφ, g⟩, g ∈ L۲(G).

و است خطͬ Tφ این صورت در . Tφ : L۲(G) −→ L۲(G)
f −→ fφ

ͬ کنیم م تعریف

||Tφ(f)|| ≤ ||φ||||f ||۲.

،h ∈ L۱(G) و f, g ∈ L۲(G) هر برای .||Tφ|| ≤ ||φ|| بنابراین

⟨Tφ(λG(h)f), g⟩ = ⟨Tφ(f ∗ h), g⟩ = ⟨φ, ḡ ∗ (f ∗ h)ˇ⟩
= ⟨φ, ḡ ∗ ȟ ∗ f̌⟩ = ⟨φ, g ∗ h∗ ∗ f̌⟩
= ⟨Tφ(f), g ∗ h∗⟩ = ⟨Tφ(f), λG(h)∗g⟩
= ⟨λG(h)Tφ(f), g⟩

.Tφ ∈ V N(G) یعنͬ این و ͬ شود م جابه جا راست منظم نمایش به وابسته عملͽرهای با Tφ بنابراین
بنابراین و همͽراست مطلق به طور

∑∞
j=۱(gj ∗ f̌j) سری باشد، شده تعریف (الف) مانند u اگر

⟨φ, u⟩ =
∞∑
j=۱
⟨φ, gj ∗ f̌j⟩ =

∞∑
j=۱
⟨Tφ(fj), ḡj⟩
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و

|⟨φ, u⟩| ≤ ||Tφ||
∞∑
j=۱
||fj ||||gj ||.

است. طولپایی φ −→ Tφ بنابراین .|⟨φ, u⟩| ≤ ||Tφ||||u|| بنابراین

ͬ شود. م حاصل روابط همین از هم (ج) قسمت در شده ذکر پیوستگͬ
،f, g ∈ L۲(G) هر برای آنگاه ،µ ∈M(G) اگر

⟨Tφµ(f), g⟩ = ⟨φµ, ḡ ∗ f̌⟩ =
∫
G

∫
G
g(xy)f(y)dydµ(x)

=

∫
G

∫
G
g(y)f(x−۱y)dµ(x)dy

=

∫
G
(µ ∗ f)(y)g(y)dy

= ⟨λG(µ)f, g⟩.

ͬ کند. م ثابت را (ب) قسمت این و
در است. Tφ فرم به φ ∈ A(G)∗ ͷی برای ،T ∈ V N(G) هر دهیم نشان باید حال
است. پیوسته T (u) = T (f ∗ g̃) = T (f) ∗ g̃ تابع f, g ∈ Cc(G) برای ͬ کنیم م توجه ابتدا
وابسته uنمایش به تعریف این و ⟨φT , u⟩ = T (ǔ)(e) داد قرار ͬ توان م u ∈ E۱ برای بنابراین،
چͽالͬ قضیه بنابر است، E۱ روی کراندار خطͬ تابعک ͷی φT اینکه دادن نشان برای نیست.
||λG(hα)|| ≤ ||T || ،α هر برای به طوری که است موجود Cc(G) در (hα)α تور ͬͺکاپلانس

و

∀g ∈ L۲(G), ||Tg − λG(hα)g|| −→ ۰.

ͬ گیریم م نتیجه ،fj , gj ∈ Cc(G) آن در که u =
∑n
j=۱ fj ∗ g∗j فرم به u برای

⟨φT , u⟩ = T (u)e =

n∑
j=۱
⟨Tfj , gj⟩ = lim

α

n∑
j=۱
⟨λG(hα)fj , gj⟩

= lim
α
⟨φλG(hα), u⟩



149 توپولوژیکی گروه هاي نظریه از مقدماتی .3 فصل

به یͺتا شͺل به φT است، چͽال A(G) در E۱ آنجاکه از .|⟨φT , u⟩| ≤ ||u||||T || بنابراین و
و ͬ یابد م گسترش A(G) روی پیوسته و خطͬ تابعک ͷی

⟨TφT (f), g⟩ = ⟨φT , ḡ ∗ f̌⟩ = ⟨φT , (f ∗ g̃)
∗⟩ = T (f ∗ g̃)(e)

= (T (f) ∗ g̃)(e) = ⟨T (f), g⟩

.TφT = T بنابراین و

کرد. خواهیم بررسͬ را V N(G) خاص حالت ͷی در ادامه در
f : G −→ C توابع همه Hشامل به عبارتͬ .H = ℓ۲(G) و باشد گروه ͷیG کنید فرض
ℓ۲(G) .

∑
a∈G |f(a)|۲ < ∞ و a ∈ G متناهͬ تعداد جز به f(a) = ۰ به طوری که است

ͬ کنیم م تعریف ،a ∈ G برای باشد. شمارا G اگر تنها و اگر است جدایی پذیر

Ra : ℓ۲(G) −→ ℓ۲(G)
Raf(x) = f(xa)

,
La : ℓ۲(G) −→ ℓ۲(G)
Laf(x) = f(a−۱x).

و RaRb = Rab و هستند ℓ۲(G) روی طولپایی هایی La و Ra که ͬ شود م دیده به سادگͬ
.L∗
a = La−۱ و R∗

a = Ra−۱ و هستند یͺانͬ عملͽرهای La و Ra بنابراین .LaLb = Lab
هستند. G گروه یͺانͬ نمایش های a −→ La و a −→ Ra نگاشت واقع در

در L(G) = ⟨{La|a ∈ G}⟩−w
∗

و R(G) = ⟨{Ra|a ∈ G}⟩−w
∗

نویمان فون جبرهای
است. قبل صفحات در شده معرفͬ V N(G) همان L(G) بͽیرید. نظر در را B(L۲(G))
از عملͽرهای فضای ،B۱(ℓ

۲(G)) از القائͬ B(ℓ۲(G)) ضعیف‐ستاره توپولوژی ͬ دانیم م
است. منطبق آن روی اولترا‐ضعیف توپولوژی بر رد١، کلاس

ͬ پردازیم. م جبرها این بیشتر معرفͬ به ادامه در
که معنا این به است. L(G) و R(G) برای دوری بردار δe آنگاه باشد، G همانͬ عنصر e اگر

.L(G) = ⟨La(δe)⟩ و R(G) = ⟨Ra(δe)⟩

ͬ شود م یافت f ∈ L۲(G) یͺتای تابع این صورت در .T ∈ R(G)′ کنید فرض .٣ . ١١٢ گزاره
g ∈ L۲(G) آنگاه ،S ∈ f(G)′ اگر مشابه به طور .(h ∈ L۲(G)) Th = f ∗ h به طوری که

.(h ∈ L۲(G)) Sh = h ∗ g که ͬ شود م یافت یͺتا به طور

1. Trace class operators
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عنصر e ∈ G کنید فرض است. مشابه دوم قسمت و ͬ دهیم م نشان را اول قسمت برهان.
ͷی T −→ T (δe) نگاشت این صورت در .f = T (δe) ͬ دهیم م قرار باشد. گروه همانͬ

a ∈ G اگر است. L۲(G) به R(G)′ از خطͬ نگاشت

T (δa) = TRa−۱δe = Ra−۱f = f ∗ δa.

داریم باشد، {δa|a ∈ G} توسط شده تولید خطͬ فضای D اگر

∀k ∈ D, Tk = f ∗ k

بنابراین است. D در {kn} مانند توابعͬ || · ||۲ نرم در حد h ∈ L۲(G) هر اما

||Th− f ∗ kn||۲ = ||Th− T (kn)|| −→ ۰

و f ∗ kn ∈ L∞(G) و f ∗ h اما .Tk(x) = lim f ∗ kn(x) ، x ∈ G هر برای به عبارتͬ

||f ∗ h− f ∗ kn||∞ ≤ ||f ||۲||h− kn||۲ −→ ۰

حاصل δe بودن دوری از نیز یͺتایی .(Th)(x) = f ∗ h(x) ،x ∈ G هر برای بنابراین
ͬ شود. م

.R(G) = L(G)′ و L(G) = R(G)′ ،G گروه هر برای .٣ . ١١٣ قضیه

است واضح دهیم. نشان را تساوی ها از ͬͺی است ١کافͬ مͺرر گر جابجا قضیه بنابر برهان.
است کافͬ این صورت در .S ∈ L(G)′ و T ∈ R(G)′ کنید فرض .L(G) ⊆ R(G)′ که
،h ∈ L۲(G) هر برای که موجودند چنان g و f قبل قضیه بنابر اما .TS = ST دهیم نشان

.S(h) = h ∗ g و Th = f ∗ h
نتیجه در

T (Sh) = T (h ∗ g) = f ∗ h ∗ g = (f ∗ h) ∗ g = ST (h).

کنید. ملاحظه [٢۵] در ͬ توانید م را جبرها این مورد در دیͽر احͺام و ͬ ها ویژگ

1. double commutant theorem
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موضعاً گروه روی فوریه جبر و فوریه اشتیل یس جبر افکنشͬ خواص ۴ . ٣ . ٩
فشرده

بررسͬ به فصل این در کتاب، این در فوریه نوع از جبرهای افکنشͬ خواص اهمیت به توجه با
ͬ پردازیم. م است، شده معرفͬ ایمارد توسط که ͷکلاسی فوریه جبرهای روی خواص این

اگر باشد. پیوسته همریختͬ ͷی φ : H −→ G و فشرده موضعاً گروه های H و G کنید فرض
هیلبرت فضای همان روی H از یͺانͬ نمایش ͷی π ◦φ آنگاه باشد، G از یͺانͬ نمایش ͷی π
و ξ ∈ Hπ ͷی برای که، معنا این به باشد، π با متناظر و معین مثبت تابعͬ u اگر است.
روی معین مثبت تابع ͷی u ◦φ(y) = ⟨π ◦φ(y)ξ, ξ⟩ آنگاه ،u(x) = ⟨π(x)ξ, ξ⟩ ،x ∈ G
نمایش های از هم ارزی کلاس های از مجموعه ͷی S اگر همچنین، است. π ◦ φ با متناظر H
است. π ∈ S برای ،π ◦ φ نمایش های هم ارزی کلاس های S ◦ φ از منظور آنگاه باشد، G
هم ارز نیز π′ ◦ φ و π ◦ φ آنگاه باشند، G از هم ارز نمایش هایی π′ و π اگر که داریم توجه

هستند.

موضعاً گروه به H فشرده موضعاً گروه از پیوسته همریختͬ ͷی φ کنید فرض .١١۴ . ٣ قضیه
این صورت در باشد. G فشرده

برای و است B(H) به B(G) از کاهشͬ نرم همریختͬ ͷی j : u −→ u ◦ φ نگاشت الف)
.j(BS(G)) ⊆ BS◦φ(H) و j(PS(G)) ⊆ PS◦φ(H) ،S هر

و است طولپایی j این صورت در باشد، چͽال G در φ(H) کنید فرض ب)

j(B(G)) = B(H) ∩ j(C(G)) = BΣ(H)◦φ(H) ∩ j(C(G)).

آنگاه ،u = ũ ∈ B(G) اگر این، علاوه بر

(uoφ)+ = u+ ◦ φ, (uoφ)− = u− ◦ φ.

مجموعه ͷی این صورت در باشند، شده داده فشرده K ⊆ G و پوشا φ کنید فرض ج)
داریم S ⊆ Σ(G) هر برای همچنین .φ(C) = K که ͬ شود م یافت H در C فشرده

j(BS(G)) = BS◦φ(H) ∩ j(C(G)).

معین مثبت نیز u ◦ φ این صورت در باشد، معین مثبت u اگر که است واضح الف) برهان.
فرض ،u ◦ φ ∈ PS◦φ(H) اینکه دادن نشان برای .u ∈ PS(G) کنید فرض حال است.
un, · · · , u۱ است، Kفشرده = φ(C) آنجاکه از باشد. شده داده ε > ۰ و Cفشرده ⊆ Hکنید
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،x ∈ K هر برای به طوری که هستند موجود S در πn, · · · , π۱ با متناظر به ترتیب P(G) در
بنابراین .|u(x)−

∑n
j=۱ uj(x)| < ε

∣∣∣u ◦ φ(y)− n∑
j=۱

uj ◦ φ(y)
∣∣∣ < ε, y ∈ C

.u ◦ φ ∈ PS◦φ(H) ͬ شود م نتیجه است، متناظر πj ◦ φ با uj ◦ φ که آنجا از
است. B(H) توی به B(G) از همریختͬ ͷی j ͬ گیریم م نتیجه ،S = Σ(G) گرفتن با حال
u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩ فرم به u ∈ B(G)کنید فرض است، کاهشͬ نرم j اینکه دادن نشان برای

این صورت در باشد. ||u|| = ||ξ||||η|| شرط با

u ◦ φ(y) = ⟨π ◦ φ(y)ξ, η⟩

.||u ◦ φ|| ≤ ||ξ||||η|| = ||u|| بنابراین و
شامل C∗(a)∗∗ از زیرجبری A و G جامع نمایش ω و چͽال G در φ(H) کنید فرض ب)
از x −→ ω(x) آنجاکه از باشد. x ∈ φ(H) برای ω(x) عملͽرهای متناهͬ خطͬ ترکیبات
این با C∗(a)∗∗ در A است، پیوسته قوی عملͽر توپولوژی به نسبت B(H(ω)) توی به G
اولترا‐ توپولوژی با ،C∗(a)∗∗ واحد گوی در A واحد گوی بنابراین است. چͽال توپولوژی

است. چͽال ضعیف
بنابراین و u ◦ φ ∈ Bω◦φ(H) این صورت در .u ∈ B(G) = Bω(G) کنید فرض حال

||u ◦ φ|| = sup
{
|
n∑
j=۱

cj(u ◦ φ)(yj)| : yj ∈ H, cj ∈ C, ||
n∑
j=۱

cj(ω ◦ φ)(yj)|| ≤ ۱
}

= sup
{
|
n∑
j=۱

cju(xj)|; xj ∈ φ(H), cj ∈ C, ||
n∑
j=۱

cjW (xj)|| ≤ ۱
}

= sup
{
|⟨T, u⟩|; T ∈ A, ||T || ≤ ۱

}
= sup

{
|⟨T, u⟩|; T ∈ C∗(G)∗∗, ||T || ≤ ۱

}
= ||u||.

است. طولپایی j بنابراین
این صورت در .u = ũ ∈ B(G) کنید فرض

u ◦ φ = (u ◦ φ)̃ = u+ ◦ φ− u−oφ
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است طولپایی j که آنجا از دیͽر، سوی از

||u ◦ φ|| = ||u|| = u+(eG) + u−(eG) = u+ ◦ φ(eH) + u− ◦ φ(eH)

به توجه با بنابراین .(u ◦ φ)− = u−oφ و (u ◦ φ)+ = u+ ◦ φ ͬ دهند م نشان روابط این
اینکه

j(B(G)) ⊆ BΣ(H)◦φ(H) ∩ j(C(G)) ⊆ B(H) ∩ j(C(G))

و u ∈ C(G) آن در که v = u ◦ φ اگر دهیم نشان است کافͬ (ب) اثبات اتمام برای
حد v− و v+ ͬ دانیم م .v = ṽ کنیم فرض ͬ توانیم م به وضوح .u ∈ B(G) آنگاه ،v ∈ B(H)

برای بنابراین است. H روی v = u ◦ φ راست انتقال های از متناهͬ خطͬ ترکیبات یͺنواخت
y ∈ H هر برای که ͬ شوند م یافت چنان C در cn, · · · , c۱ و H در yn, · · · , y۱ ،m ∈ N∣∣∣v+(y)− n∑

j=۱
cjRyj (u ◦ φ)(y)

∣∣∣ < ۱
m
.

که نکته این به توجه و vm =
∑n
j=۱ cjRφ(yj)u قراردادن با

n∑
j=۱

cjRyj (u ◦ φ) =
( n∑
j=۱

cjRφ(yj)u
)
◦ φ = vm ◦ φ,

به طوری که ͬ شود م یافت u انتقال های خطͬ ترکیبات فرم به vm ،m ∈ N هر برای که ͬ بینیم −v+(y)∣∣∣م vm ◦ φ(y)∣∣∣ < ۱
m
, y ∈ H.

همͽراست. یͺنواخت به طور W+ مانند معین مثبت و پیوسته تابع ͷی به vm این صورت در
ͬ شود م یافت چنان P(G) −Wدر مشابه طریق به .W+ ∈ P(G) و v+ =W+◦φ بنابراین

چون .v− =W− ◦ φ که

u ◦ φ = u = u+ − u− =W+ ◦ φ−W− ◦ φ = (W+ −W−) ◦ φ

است. متعلق B(G) به u =W+ −W− ͬ گیریم م نتیجه
u ∈ BS◦φ(H). کنید فرض است. صادق (ج) در شده اعلام شرایط در و φپوشاست کنید فرض ج)

صورت این در

u+, u− ∈ PS◦φ(H).
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با متناظر معین مثبت توابع خطͬ ترکیبات با C روی یͺنواخت تقریب قابل u− و u+ بنابراین
Kچنین روی نیز قبل قسمت در شده −Wمعرفͬ +Wو و هستند ε حد در π ∈ S برای π◦φ
متعلق PS(G) به W− و W+ ͬ شود م نتیجه است، دلخواه ε > ۰ و K چون دارند. را تقریبی

.BS◦φ∩j(C(H)) ⊆ j(BS(H)) لذا و u =W+−W− ∈ BS(G) بنابراین و است

q : G −→ G/N و G نرمال زیرگروه N و فشرده موضعاً گروه G کنید فرض .١١۵ . ٣ نتیجه
طولپا یͺریختͬ ͷی u −→ u ◦ φ نگاشت این صورت در باشد. خارج قسمتͬ طبیعͬ نگاشت
همدسته های روی که است B(G) از توابعͬ شامل B(G) از زیرفضایی به  روی B(G/N) از
BS◦q(G) نگاشت این تحت BS(G/N) تصویر S ⊆ Σ(G/N) هر برای هستند. ثابت N

است.

فوریه جبر افکنشͬ خواص ۵ . ٣ . ٩

توسیع ḟ از منظور باشد. G از القایی ،H اندازه هار و G از باز زیرگروه ͹ی H کنید فرض
TH(f) = T (ḟ)

∣∣
H نگاشت f ∈ L۲(H) و T ∈ V N(G) برای است. H به G از f بدیهͬ

آنجاکه از ͬ کنیم. م متناظر را H ∫روی
H

∣∣∣T ∣∣Hf(x)∣∣∣۲dx ≤ ∫
G

∣∣T (ḟ)(x)∣∣۲dx ≤ ||T ||۲||ḟ ||۲۲ = ||T ||۲||f ||۲۲
است. ||T |H || ≤ ||T || شرط با L۲(H) روی عملͽر ͷی T

∣∣
H : f −→ T (f)

∣∣
H نگاشت

g ∈ Cc(H) هر برای زیرا ،T
∣∣
H ∈ V N(G) علاوه براین

T
∣∣
H(f ∗ g) = T (f ∗ q)

∣̇∣
H = T (ḟ ∗ ġ)

∣∣
H = (T (ḟ) ∗ ġ)

∣∣
H = T (ḟ)

∣∣
H ∗ g

= TH(f) ∗ g.

از ضعیف‐ستاره بستار نمایشͽر V NH(G) و باشد G از بسته زیرگروه ͷی H کنید فرض
جبر ͷی V NH(G) این صورت در باشد. {λG(h)|h ∈ H} توسط شده تولید خطͬ فضای

است. نویمان فون

این صورت در Gباشد. فشرده موضعاً گروه ͷی از باز زیرگروه ͷیH کنید فرض .١١۶ . ٣ گزاره

و است A(G) به A(H) از طولپا یͺریختͬ ͷی φ : u −→ u̇ نگاشت الف)

φ(P(H) ∩A(H)) ⊆ P(G) ∩A(G).

و است φ از φ∗ الحاقͬ نگاشت T −→ T
∣∣
H نگاشت

φ∗(V N(G)) = V N(H), φ∗(C∗
λ(G)) = C∗

λ(H).
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الحاقͬ نگاشت ͬ نگارد. م A(H) به روی را A(G) جبر ،r : u −→ u
∣∣
H تحدید نگاشت ب)

x ∈ H ،λG(x) توسط شده تولید نویمان فون جبر به روی V N(H) از یͺریختͬ ͷی r∗
.r∗(C∗

λ(H)) ⊆ C∗
λ(G) علاوه براین است. V N(G) در

از است. B(H) به B(G) از کاهشͬ نرم نگاشت r : u −→ u
∣∣
H نگاشت الف) برهان.

آنجاکه
r(B(G) ⊆ Cc(G)) ⊆ B(H) ∩ Cc(H),

.r(A(G)) ⊆ A(H) که ͬ دهد م نشان r پیوستگͬ
الحاقͬ نمایشͽر φ : T −→ φ(T کنید( فرض

r
∣∣∣
A(G)

: A(G) −→ A(H)

با و است V N(G) به V N(H) از کاهشͬ نرم خطͬ نگاشت ͷی φ این صورت در باشد.
داریم u ∈ A(G) و f ∈ Cc(H) برای است. پیوسته اولترا‐ضعیف همͽرایی

⟨φ(λH(f)), u⟩ = ⟨λH(f), u
∣∣
H⟩ =

∫
H
f(x)u(x)dx = ⟨λG(ḟ), u⟩

∗Cچͽال
λ(H) در یͺنواخت به طور λH(Cc(H)) آنجاکه از .φ(λH(f)) = λG(ḟ) بنابراین و

V N(H) در C∗
λ(H) آنجاکه از علاوه براین، ͬ نگارد. م C∗

λ(G) به را C∗
λ(H) جبر ،φ است،

φ(T ∗) = φ(T )∗ داریم S, T ∈ V N(H) هر برای است، چͽال اولترا‐ضعیف توپولوژی با
به V N(H) از نویمان فون جبرهای همریختͬ ͷی φ بنابراین .φ(ST ) = φ(S)φ(T ) و
V NH(G) در φ برد ͬ بینیم، م نگاشت ضابطه به بیشتری دقت با همچنین است. V N(G)

. φ(λH(h)) = λG(h) ،h ∈ H هر برای زیرا ͬ گیرد؛ م قرار
ͬ دهیم م قرار .f, g ∈ CC(H) کنید فرض

u = f ∗ g̃ ∈ E۱(H) ⊆ A(H) ⊆ V N(H)∗

T ∈ V N(G) هر برای این صورت در

⟨φT , ˇ̇u⟩ = ⟨φT , ḡ ∗ f̌⟩ = ⟨φT , ¯̇g ∗
ˇ̇
f⟩ = ⟨T (ḟ), ġ⟩ = ⟨T (ḟ)

∣∣
H , g⟩

= ⟨T
∣∣
H(f), g⟩ = ⟨φT |H , ḡ ∗ f̌⟩ = ⟨φT |H , ǔ⟩.
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.R∗(A(H)) ⊆ A(G) لذا .u ∈ E۱(H) هر برای R∗(u) = uG ∈ E۱(G) بنابراین

||uG|| = ||R∗(u)|| ≤ ||u|| = ||uG|H || ≤ ||uG||.

و uG ∈ P(G) ∩A(G)آنگاه u ∈ P(H) ∩A(H) اگر و ||u|| = ||uG|| بنابراین

||uG|| = ||u|| = u(e) = uG(e),

ͬ شود. م ثابت حͺم و
ͷی r∗ که ͬ شود م نتیجه دوگانͬ نظریه از پوشاست، r : v −→ u

∣∣
H تحدید نگاشت چون ب)

V N(G) در r∗(V N(H)) بنابراین است. اولترا‐ضعیف توپولوژی با ͬͺتوپولوژی یͺریختͬ
شامل زیرا است، یͺریخت V NH(G) با بنابراین و است بسته اولترا‐ضعیف توپولوژی با

است. h ∈ H برای λG(h)ها

همریختͬ نمایشͽر qK : G −→ G/K و G از فشرده نرمال زیرگروه K کنید فرض
نگاشت این صورت در باشد. K زیرگروه روی شده نرمال اندازه هار µK و طبیعͬ خارج قسمتͬ
همه شامل L۲(G) زیرفضای ، L۲

K(G) هیلبرت فضاهای بین یͺریختͬ jK : f −→ f ◦ qK
دیͽر به عبارت است. L۲(G/K) و هستند، ثابت K روی همه جا تقریباً که است توابعͬ
هر برای ͬ دهد، م نتیجه این .g = g ∗ µK و g ∈ L۲(G) اگروتنهااگر g ∈ L۲

K(G)

عملͽر ͬ توان م ،T ∈ V N(G) هر برای بنابراین .T (L۲
K(G)) ⊆ L۲

K(G) ،T ∈ V N(G)

به صورت را L۲(G/K) روی TK

TK(f) = (j∗ ◦ T ◦ jK)(f), f ∈ L۲(G/K)

،V N(G) در S و T هر برای این علاوه بر .Tk ∈ V N(G/K) حالت این در کرد. تعریف
.(T ∗)K = (TK)∗ و (ST )K = SKTK

در باشد. G فشرده موضعاً گروه از فشرده نرمال زیرگروه K کنید فرض .٣ . ١١٧ گزاره
این صورت

،A(G) از AK(G) زیرجبر به روی A(G/K) از یͺریختͬ ͷی u −→ u ◦ qK نگاشت الف)
است. ،k ∈ K و x ∈ G هر برای u(xk) = u(x) که uهایی ∈ A(G) همه شامل

همریختͬ ͷی و است u −→ u ◦ qK نگاشت الحاقͬ نگاشت T −→ TK نگاشت ب)
است. V N(G/K) به روی V N(G) از پیوسته اولترا‐ضعیف
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را B(G/K) باناخ جبر ،φ : u −→ u ◦ qK نگاشت (١١۵ . ٣) نتیجه بنابر الف) برهان.
است، ثابت K همدسته های روی که uهایی ∈ B(G) همه جبر ،BK(G) به روی طولپا به طور

وضوح به ͬ نگارد. م

φ(B(G/K)) ∩ Cc(B(G/K)) = BK(G) ∩ Cc(G).

BK(G)∩ دهیم نشان است کافͬ B(G/K)∩Cc(G/K)است، A(G/K)بستار که آنجا از
B(G) ∩ در دنباله ͷی {φn} و u ∈ AK(G) کنید فرض است. چͽال AK(G) در Cc(G)

و un ∗ µk ∈ BK(G) ∩ Cc(G) این صورت در باشد. u به همͽرا Cc(G)

||un ∗ µk − u||B(G) = ||(un − u) ∗ µk||B(G) ≤ ||µk||||un − u||B(G) −→ ۰

.u ∈ BK(G) ∩ Cc(G) بنابراین
T ∈ برای حقیقت، در است. u −→ u ◦ qK الحاقͬ نگاشت T −→ TK نگاشت ب)

داریم u ∈ A(G/K) ∩ L۲(G/K) و V N(G)

⟨T, u ◦ qK⟩ = T
(
(uoqK)

)̌
(e) = T (ǔoqK)(e) = T (jK(ǔ))(e)

= jK(TK(ǔ))(e) = TK(ǔ)(e) = ⟨TK , u⟩.

ͬ شود. م حاصل باناخ فضای دوگانͬ از (ب)، دوم قسمت

ͬ کنیم. م ارائه برهان بدون را است فوریه جبر توصیفات مهم ترین از ͬͺی که بعد قضیه

این صورت در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١١٨ قضیه

A(G) = {f ∗ g̃|f, g ∈ L۲(G)}.

است. یͺریخت چپ منظم نمایش ضریب توابع مجموعه با A(G) ͬ دهد م نشان فوق قضیه

هستند. معادل V N(G) روی اولترا‐ضعیف و ضعیف توپولوژی های .٣ . ١١٩ ∞∑نتیجه
n=۱ ||fn||۲||gn||۲ عددی سری به طوری که L۲(G)باشند در دنباله هایی (gn) و (fn) کنید فرض برهان.

به طوری که هستند موجود L۲(G) در g و f ، ٣ . ١١٨ قضیه بنابر این صورت در باشد. متناهͬ
∞∑
n=۱
⟨λG(x)fn, gn⟩ = ⟨λG(x)f, g⟩, x ∈ G.

است. واضح حͺم و
∑∞
n=۱⟨Tfn, gn⟩ = ⟨Tf, g⟩ ،T ∈ V N(G) هر برای بنابراین
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انقباضͬ کاملا́ باناخ جبر به عنوان A(G) ۶ . ٣ . ٩

عملͽری ساختار به A(G) فوریه جبر کنید فرض و باشد فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض
٢ . ١ . ٧ بخش در این از پیش که باشد، مجهز V N(G)∗ ∼= A(G)∗∗ تناظر از حاصل القایی
جبر ابزارهای سایر با ارتباط در عملͽری ساختار این نقش به بخش این در شد. پرداخته آن به
جبرهای ͬͺکوهومولوژی ساختار مطالعه برای جدیدی درگاه نظریه این پرداخت. خواهیم فوریه

ͬ کند. م باز فوریه نوع از

فون  جبرهای این صورت در باشند. فشرده موضعاً گروه های H و G کنید فرض .٣ . ١٢٠ لم
هستند. یͺریخت V N(G×H) و نویمان) فون تانسوری (ضرب V N(G)⊗V N(H)نویمان

است. برقرار زیر هیلبرت فضاهای یͺریختͬ که ͬ کنیم م دقت نکته این به ابتدا در برهان.

ϕ :L∗(G)⊗L∗(H) −→ L۲(G×H)

f ⊗ g −→ f × g

.f × g(s, t) = f(s)g(t) ،g ∈ L۲(H) و f ∈ L۲(G) و s ∈ G و t ∈ H برای آن در که
بنابراین

B(L۲(G×H)) ∼= B(L۲(G)⊗L۲(H))

هم ارزی ͷی ϕ این صورت در است. ∗‐زیرجبر ͷی به عنوان V N(G)⊗V N(H) شامل که
واقع در ͬ کند. م برقرار λG ⊗ λH و λG×H نمایش های بین یͺانͬ

λG×H(x, y)(ϕ(f ⊗ g))(s, t) = ϕ(f ⊗ g)(x−۱s, y−۱t)

= f(x−۱s)g(y−۱t)

= λG(x)f(s)λH(y)g(t)

= ϕ(λG(x)f ⊗ λH(y)g)(s, t).

نویمان فون جبرهای بین یͺریختͬ ͷی ϕ نتیجه، در

V N(G)⊗V N(H) = λG(G)
′′⊗λH(H)′′ =

(
λG(G)⊗ λH(H)

)′′
ͬ کند. م برقرار V N(G×H) = λG×H(G×H)′′ و
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(کاملا́) یͺریختͬ این صورت در باشند. فشرده موضعاً Hگروه های Gو کنید فرض .٣ . ١٢١ لم
ضرب چپ، سمت تانسوری (ضرب است برقرار A(G)⊗̂opA(H) ∼= A(G×H) طولپایی

است.) عملͽری فضاهای تصویری تانسوری

اینکه به توجه با و V N(G)⊗V N(H) ∼= V N(G×H) قبل لم بنابر برهان.

A(G)⊗̂opA(H) =
(
V N(G)⊗A(H)

)
∗

.A(G×H) ∼= V N(G×H)∗ = A(G)⊗̂opA(H) داریم

انقباضͬ کاملا́ است، عملͽری فضای ساختار به مجهز که را A باناخ جبر .٣ . ١٢٢ تعریف
باشد. انقباضͬ کاملا́ نگاشت ͷی آن ضرب عمل هرگاه ͬ نامیم م

تعریف با L۲(G×G) روی یͺانͬ نگاشت W ادامه در

Wf(s, t) = f(s, st), f ∈ L۲(G×G), s, t ∈ G

است.

انقباضͬ کاملا́ باناخ جبر ͷی A(G) فوریه جبر ،G فشرده موضعاً گروه برای .٣ . ١٢٣ قضیه
است.

داریم باشد. L۲(G) روی همانͬ نمایشͽر I کنید فرض برهان.

W ∗(λG(s)⊗ I)W = λG(s)⊗ λG(s), s ∈ G (٣ . ٧)

دهیم نشان است کافͬ ،(٣ . ٧) اثبات برای

⟨W ∗(λG(s)⊗ I)ωξ۱, ξ۲⟩ = ⟨λG(s)⊗ λG(s)ξ۱, ξ۲⟩

.fi, gi ∈ L۲(G) و ξi = fi ⊗ gi ،i = ۱, ۲ برای آن در که
اینکه به توجه با )حال

λG(s)⊗ I
)
ξ(x, y) = ξ(s−۱x, y), ξ ∈ L۲(G×G)
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داریم

⟨W ∗(λG(s)⊗ I)ωξ۱, ξ۲⟩ = ⟨(λG(s)⊗ I)Wξ۱,Wξ۲⟩

=

∫
G

∫
G
Wξ۱(s

−۱x, y)Wξ۲(x, y)dxdy

=

∫
G

∫
G
ξ۱(s

−۱x, s−۱xy)ξ۲(x, xy)dxdy

=

∫
G

∫
G
f۱(s

−۱x)g۱(s
−۱xy)f۲(x)g۲(xy)dxdy

=

∫
G

∫
G
f۱(s

−۱x)f۲(x)g۱(s
−۱y)g۲(y)dydx

= ⟨λG(s)⊗ λG(s)ξ۱, ξ۲⟩.

نگاشت ͬ دهد م نشان این

γ : T −→W ∗(T ⊗ I)W

زیر دیاگرام براین، علاوه است. V N(G)⊗V N(H) به V N(G) از نرمال یͺریختͬ ͷی
است: جابجایی

V N(G) V N(G)⊗V N(G)

V N(G)⊗V N(G) V N(G)⊗V N(G)⊗V N(G)

γ

γ γ⊗i
i⊗γ

دهیم: نشان است کافͬ است، V N(G) مولد s ∈ G برای λG(s) اینکه به توجه با واقع در

[(γ ⊗ i) ◦ γ](λG(s)) = [(i⊗ γ) ◦ γ](λG(s)) s ∈ G.

ͷی γ هستند. برابر λG(s)⊗λG(s)⊗λG(s) با طرف دو هر زیرا است، برقرار نیز بالا رابطه
اینکه به توجه با و است پیوسته ضعیف‐ستاره نگاشت

γ(V N(G)) ⊆ V N(G)⊗V N(G) = V N(G×G),

نگاشت بنابراین است، انقباضͬ کاملا́ γ

γ∗ : V N(G×G)∗ −→ V N(G)∗
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داریم است، پیوسته ضعیف‐ستاره ،γ چون است. انقباضͬ کاملا́ نیز

γ∗ = γ∗
∣∣∣
A(G×G)

−→ A(G)

u⊗v → طریق از A(G×G) با A(G)⊗̂opA(G) گرفتن یͺسان با است. انقباضͬ کاملا́ نیز
داریم u× v

γ∗(u⊗ v) = uv

واقع در

⟨γ∗(u⊗ v), λG(s)⟩ = ⟨γ∗(u⊗ v), λG(s)⟩
= ⟨u⊗ v, γ(λG(s))⟩
= ⟨u⊗ v, λG(s)⊗ λG(s)⟩
= u(s)v(s) = ⟨uv, λG(s)⟩

انقباضͬ کاملا́ فوریه جبر و انقباضͬ کاملا́ ضرب عمل یعنͬ این و γ∗(u⊗ v) = uv بنابراین
است.

رفت، به کار فوریه جبر میانگین پذیری مطالعه برای [۵۴] در روان توسط که دستاورد این
فشرده موضعاً گروه های برای فوریه نوع از جبرهای میانگین پذیری مطالعه برای را جدیدی مسیر

گشود. دلخواه
ͬ پردازیم. م [٧] مقاله از فضاهایی توصیف به فصل این پایانͬ بخش در

فوریه اشتیل یس و فوریه جبرهای p‐صورت ٣ . ٩ . ٧

Fp,π(G) با را نمایش این ضریب توابع همه مجموعه
(
π,E

)
∈ Repp(G) نمایش برای

استفاده Fπ(G) نماد از F۲,π(G) نماد جای به F۲,π(G) برای انتظار، طبق ͬ دهیم. م نشان
به صورت فضا این نرم ͬ کنیم. م

∥u∥ = inf
{
∥ξ∥∥η∥ : u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩, x ∈ G

}
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ͬ دهیم م نمایش ١ Aπ با را π‐فوریه فضای .
(
π,H

)
∈ Σ کنید فرض ͬ شود. م تعریف

فرم به u توابع تمام شامل Aπ فضای ͬ کنیم. م تعریف Aπ = ⟨Fπ(G)⟩
∥·∥ به صورت و

u(x) =

∞∑
n=۱
⟨π(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G, (ξn)∞n=۱, (ηn)

∞
n=۱ ⊆ H (٣ . ٨)

که است

∥u∥Aπ = inf
{ ∞∑
n=۱
∥ξn∥ηn∥

}
<∞.

نگاشت ͬ شود. م محاسبه (٣ . ٨) شͺل به u برای ممͺن نمایش های تمامͬ روی اینفیمم اینجا در
بͽیرید نظر در را زیر

Ψπ : E∗⊗̂E → Cb(G),

Ψπ(

∞∑
n=۱

ηn ⊗ ξn) =
∞∑
n=۱
⟨π(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G,

∞∑
n=۱

ηn ⊗ ξn ∈ E∗⊗̂E.

ͷی Aπ فضای نتیجه در و ͬ شود م Ap = E∗⊗̂E/ kerΨπ یͺریختͬ به منجر نگاشت این
π‐فوریه اشتیل یس فضای نمایشͬ چنین برای همچنین است. قسمتͬ خارج نرم با باناخ فضای
Bπ = داریم [٧] به توجه با همچنین .Bπ = (C∗

π(G))
∗ داریم و ͬ دهیم م نشان Bπ با را ٢

.Aπ
w∗

فوریه جبر p‐صورت Ap(G)و فیͽا‐تالامانکا‐هرتس جبرهای اجمالͬ تشریح به ادامه در
است روندا دستاوردهای ͬ آیند، م بخش این در که مطالبی منبع ͬ پردازیم. م ،Bp(G)  اشتیل یس،

کند. مراجعه [۵٧] و [۵۶] به بیشتر مطالعه برای ͬ تواند م خواننده که
تعمیمͬ کرد، معرفͬ را فوریه اشتیل یس و فوریه جبرهای ایمارد که زمانͬ امر ابتدای در
معروف Ap(G) ٣ فیͽا‐تالامانکا‐هرتس جبرهای به که شد تعریف نیز A(G) فوریه جبر از
توسط آبلͬ و فشرده موضعاً گروه های برای جبرها این ،١٩۶۵ سال در ابتدا واقع در هستند.

1. π-Fourier
2. π-Fourier-Stieltjes
3. Figà-Talamanca-Herz algebra
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موضعاً گروه های همه برای [٣۵] هرتس توسط ١٩٧١ سال در آن از بعد و [٢٧] فیͽا‐تالامانکا
یعنͬ است. منطبق ایمارد تعریف بر p = ۲ حالت در نتایج و تعاریف این شد. تعریف فشرده

.A۲(G) = A(G)

جبر به صورت [۵١] و [۴٨] ،[٢٩] ،[١۶] در محقق چند توسط Bp(G) حالت این در
M(Ap(G)) با Ap(G)را جبر ضربͽر جبر فضای .٢ شد گرفته نظر فضایAp(G)در ١ ضربͽر
به طوری که است u ∈ Cb(G) مانند کراندار و پیوسته توابع از متشͺل فضا این ͬ دهیم. م نشان
به متعلق عملͽر ͷی عنوان به Tu تابع واقع در .uv ∈ Ap(G) داریم v ∈ Ap(G) هر برای

به صورت B(Ap(G)) فضای

Tu : Ap(G)→ Ap(G), Tu(v) = uv

به صورت فضا این روی نرم و ͬ شود م محاسبه

∥u∥M(Ap(G)) = ∥Tu∥op = sup
{
∥uv∥Ap(G) : v ∈ Ap(G), ∥v∥Ap(G) ≤ ۱

}
.

که حالتͬ در زیرا نبود؛ مناسب فوریه اشتیل یس جبر برای تعمیم این اما ͬ شود. م گرفته نظر در
صورت این غیر در B(G)و =M(A۲(G)) داریم باشد، Gمیانگین پذیر که زمانͬ فقط p = ۲
رسید مناسبی تعمیم به [۵۶] در روندا ٢٠٠۵ سال در آن از پس .B(G) ⊊M(A۲(G)) داریم

پرداخت. خواهیم آن توضیح به ادامه در که
ͬ پردازیم. م فیͽا‐تالامانکا‐هرتس جبرهای تعریف به ابتدا

به صورت فیͽا‐تالاماتکا‐هرتس جبر ،p ∈ (۱,∞) برای .١٢۴ . ٣ }تعریف
u =

∞∑
n=۱

ξn ∗ η̌n : ξn ∈ Lp(G), ηn ∈ Lp′(G),
∞∑
n=۱
∥ξn∥p∥ηn∥p′ <∞

}
,

.۱/p+ ۱/p′ = ۱ یعنͬ است، pمزدوج اسͺالر p′ آن در که ͬ شود م داده Ap(G)نمایش با و تعریف
به صورت Ap(G) روی نرم همچنین

∥u∥Ap(G) = inf
{ ∞∑
n=۱
∥ξn∥p∥ηn∥p′ : u =

∞∑
n=۱

ξn ∗ η̌n,
∞∑
n=۱
∥ξn∥p∥ηn∥p′ <∞

}
.

1. multilpier algebra
بنابر باشد فوریه جبر نظر مورد باناخ جبر که حالتی در و است تر کلی مفهومی باناخ جبر یک ضربگر فضاي واقع در .2
با اما گرفت نظر در Cb(G) از زیرفضایی عنوان به می توان را M(Ap(G)) فضاي که می شود ثابت جبر این ویژگی هاي

! B(Ap(G)) عملگري نرم
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ͬ شود. م محاسبه

داریم. را زیر قضیه Ap(G) جبر خواص با ارتباط در

صورت این در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .١٢۵ . ٣ قضیه

در و بوده Lp(G)⊗̂Lp′(G) از قسمتͬ خارج فضای
(
Ap(G), ∥ · ∥Ap(G)

)
فضای .١

به نقطه ضرب عمل با
(
Ap(G), ∥ · ∥Ap(G)

)
فضای است. باناخ فضای ͷی نتیجه

است. باناخ جبر ͷی نقطه

با Ap(G) فضای همچنین است. چͽال Ap(G) فضای در Cc(G) ∩ Ap(G) فضای .٢
است. چͽال C۰(G) فضای در یͺنواخت نرم

ͬ پردازیم. م Ap(G) دوگان فضای توصیف به حال

ͬ کنیم م تعریف p ∈ (۱,∞) برای .١٢۶ . ٣ تعریف

PMp(G) = λp(L۱(G))
w.o.t

= λp(L۱(G))
w∗
⊆ B(Lp(G)) ∼= (Lp′(G)⊗̂Lp(G))

∗.

داریم. را زیر قضیه PMp′(G) و Ap(G) بین ارتباط مورد در

صورت این در .۱/p+ ۱/p′ = ۱ و p, p′ ∈ (۱,∞) کنید فرض .٣ . ١٢٧ قضیه

داریم و است دوگان فضای PMp′(G) فضای .١

λp′(M(G)) ⊆ PMp′(G), Ap(G)
∗ = PMp′(G).

به صورت Ap(G) اعضای که آنجا از .٢

u(x) =

∞∑
n=۱
⟨λp(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G, (ξn)∞n=۱ ⊆ Lp(G), (ηn)

∞
n=۱ ⊆ Lp′(G)

است زیر به صورت PMp′(G) و Ap(G) بین دوگانͬ هستند،

⟨T, ξ ∗ η̌⟩ = ⟨ξ, Tη⟩, T ∈ PMp′(G), ξ ∈ Lp(G), η ∈ Lp′(G).
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محاسبات واقع در هستند. چپ منظم نمایش ضریب تابع Ap(G) اعضای که کنید توجه
داریم است. امر این گویای x ∈ G برای زیر

⟨λ(x)ξ, η⟩ = ⟨x−۱ξ, η⟩

=

∫
G
x−۱ξ(y)η(y)dy

=

∫
G
ξ(x−۱y)η(y)dy

=

∫
G
ξ(z)η(xz)dz

=

∫
G
ξ(z)η̌(z−۱x−۱)dz

= ξ ∗ η̌(x).

است. توجه قابل زیر نتایج مربوطه مراجع از استفاده با .٣ . ١٢٨ تذکر

یͺسان ریختͬ آن، از H باز زیرگروه و G فشرده موضعاً گروه برای [۵٧] به توجه با .١

Ap(H) ∼=
{
u ∈ Ap(G) : supp(u) ⊆ H

}
.

است. برقرار

اگر فقط و اگر است پذیر میانگین G فشرده موضعاً گروه که ͬ شود م نتیجه [۶١] از .٢
انقباضͬ تور یعنͬ باشد، ضربͽری توپولوژی در کراندار تقریبی یͺه Ap(G)دارای فضای

به طوری که باشد داشته وجود (ei)i∈I

lim
i∈I
∥ei − ۱M(Ap(G))∥M(Ap(G)) = ۰

فضای از همانͬ عملͽر همان یا و G گروه روی ͷی ثابت تابع ۱M(Ap(G)) آن، در که
است. B(Ap(G))

فشرده زیرمجموعه هر برای یعنͬ این و است ١ منظم باناخ فضای ͷی Ap(G) فضای .٣
باز زیرمجموعه هر برای و u|K = ۱ به طوری که دارد وجود u ∈ Ap(G) تابع G از K

.u|Uc = ۰ داریم باشد، K شامل که G از U

1. regular
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ͬ شود. م تعریف زیر به صورت فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت ،Bp(G) فضای حال

دهید قرار باشند. یͺدیͽر مختلط مزدوج p, p′ ∈ (۱,∞) کنید فرض .٣ . ١٢٩ تعریف

Bp(G) =
{
u : G→ C : u(·) = ⟨π(·)ξ, η⟩,

(
π,E

)
∈ Repp′(G), ξ ∈ E, η ∈ E

∗}
است، QSLp‐فضا ͷی مجدداً QSLp‐فضا دو مستقیم lp‐جمع چون که ͬ کنیم م توجه
این و است بسته مستقیم lp‐جمع عمل به نسبت Repp(G) مجموعه که ͬ شود م نتیجه
دنباله که حالتͬ در همچنین است. Cb(G) از خطͬ زیرفضای ͷی Bp(G) فضای یعنͬ
طوری (ηn)

∞
n=۱ و (ξn)

∞
n=۱ برداری دنباله های همراه به

((
πn, En

))∞
n=۱ ⊆ Cycp′(G)
باشیم داشته که باشند

u(x) =

∞∑
n=۱
⟨πn(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G, ξn ∈ En, ηn ∈ E∗

n, n ∈ N,

اعداد اگر همچنین ببینید). را [۵۶] از ۲ · ۳ (لم است متعلق Bp(G) فضای به u تابع آنگاه
که دلیل این به آنگاه ،۲ ≤ q ≤ p یا ۱ ≤ p ≤ q ≤ ۲ که باشند طوری p, q ∈ (۱,∞)

این بر علاوه داریم. را Bq(G) ⊆ Bp(G) شمول است QSLp‐فضا ͷی QSLq‐فضا هر
ببینید) را [۵۶] از ۲ · ۴ گزاره ) هستند برقرار ویژه طور به زیر شمول های

B(G) ⊆ Bp(G), Ap(G) ⊆ Bp(G).

ضرب فضای روی به ∥ · ∥p نرم تعریف با روندا Bp(G) فضای بودن جبر دادن نشان برای
مجموعه از

(
ρ, F

)
و
(
π,E

)
نمایش های اگر که داد نشان QSLp‐فضا دو جبری تانسوری

به صورت که
(
π ⊗ ρ,E⊗̃pF

)
نمایش آنگاه باشند، Repp(G)

π ⊗ ρ : G→ B(E⊗̃pF ), π ⊗ ρ(x)(ξ ⊗ ξ′) = π(x)ξ ⊗ ρ(x)ξ′, x ∈ G, ξ ∈ E, ξ′ ∈ F.

ضریب تابع دو v و u اگر این، بر اضافه است. متعلق Repp(G) مجموعه به ͬ شود، م تعریف
دقیق طور به است.

(
π ⊗ ρ,E⊗̃pF

)
نمایش ضریب تابع uv تابع آنگاه باشند، نمایش ها این

داریم x ∈ G تر،برای

u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩, ξ ∈ E, η ∈ E∗,

v(x) = ⟨ρ(x)ξ′, η′⟩, ξ′ ∈ F, η′ ∈ F ∗,
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uv(x) = ⟨π ⊗ ρ(x)(ξ ⊗ ξ′), η ⊗ η′⟩.

∥ · ∥Bp(G) نرم روندا فضا، این تعریف تکمیل برای است. جبر ͷی Bp(G) فضای یعنͬ این
کرد تعریف فضا این روی زیر به صورت را

∥u∥Bp(G) = inf
{ ∞∑

n=۱
∥ξn|∥ηn∥ : u(·) =

∞∑
n=۱

⟨πn(·)ξn, ηn⟩, ξn ∈ E, ηn ∈ E∗
n, n ∈ N

}
.

u نمایش در
((
πn, En

))∞
n=۱ ⊆ Cycp′(G) ممͺن دنباله های تمامͬ رو اینفیمم آن در که

نمایش های از ای دنباله چنین u ∈ Bp(G) هر برای که داد نشان این بر علاوه ͬ شود. م محاسبه
ͷی از استفاده با را فضا این به نرم ͬ توان م معادل، طور به که داد نشان او دارد. وجود دوری
شد داده نشان ۴ · ۶ لم در واقع در کرد. محاسبه

(
π,E

)
∈ Repp(G) مانند p‐جامع نمایش

به طوری دارند وجود (ηn)
∞
n=۱ ⊆ E∗ و (ξn)

∞
n=۱ ⊆ E برداری دنباله های ε > ۰ هر برای که

داریم  که

u(x) =

∞∑
n=۱
⟨π(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G, (٣ . ٩)

∞∑
n=۱
∥ξn∥∥ηn∥ < ∥u∥Bp(G) + ε. (٣ . ١٠)

ͬ کنیم. م ارائه Bp(G) فضای ͬ های ویژگ از لیستͬ ادامه در

به طوری که p, q ∈ (۱,∞) و باشد فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٣٠ قضیه
برقرارند. زیر گزاره های آنگاه ،۲ ≤ q ≤ p یا ۱ ≤ p ≤ q ≤ ۲

است. یͺدار و جابجایی باناخ جبر ͷی Bp(G) فضای .١

و u ∈ Bp(G) برای یعنͬ است. Bp(G) برای انقباضͬ ال ایده ͷی Ap(G) فضای .٢
داریم v ∈ Ap(G)

uv ∈ Ap(G), ∥uv∥Ap(G) ≤ ∥u∥Bp(G)∥v∥Ap(G).

است موجود زیر انقباضͬ شمول زنجیره .٣

Bq(G) ⊆ Bp(G),
Ap(G) ⊆ PFp′(G)

∗ ⊆ Bp(G) ⊆M(Ap(G)) ⊆ Cb(G).
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موجود زیر طولپای ͬ های یͺریخت و شمول است، پذیر میانگین G گروه که حالتͬ در .۴
است

Ap(G) ⫅ PFp′(G)
∗ = Bp(G) =M(Ap(G)).

داریم را زیر مهم رابطه همچنین

Ap(G)
τM = Ap(G)

w∗
= Bp(G).

است. ضربͽری توپولوژی بالا روابط در τM از منظور

ͬ کنیم. م بیان را زیر کلیدی قضیه پایان در

و نمایش ͷی
(
π,E

)
∈ Repp′(G) فشرده، موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٣١ قضیه

به منحصر عضو ϕ ∈ PFp′,π(G)∗ هر برای آنگاه باشند. هم مختلط مزدوج p, p′ ∈ (۱,∞)

به طوری که دارد وجود uϕ ∈ Bp(G) فرد

⟨π(f), ϕ⟩ =
∫
G
f(x)u(x)dx, f ∈ L۱(G),

∥uϕ∥Bp(G) ≤ ∥ϕ∥op.

برقرار ∥ϕ∥op = ∥uϕ∥Bp(G) تساوی آنگاه باشد، ′p‐جامع نمایش
(
π,E

)
اگر همچنین،

طولپای یͺریختͬ و انقباضͬ شمول یعنͬ این است.

PFp′,π(G)
∗ ⊆ Bp(G), UPFp′(G)

∗ = Bp(G)

است. برقرار زیر

برای دوگانͬ رابطه
(
π,E

)
∈ Repp′(G) ′p‐جامع نمایش برای .٣ . ١٣٢ تذکر

به صورت π(f) ∈ UPFp′(G) و Bp(G) در u(·) = ⟨π(·)ξu, ηu⟩

⟨π(f), u⟩ = ⟨π(f)ξu, ηu⟩, ξu ∈ E, ηu ∈ E∗, f ∈ L۱(G),

معادل نرم دوگانͬ، رابطه این است.

∥u∥Bp(G) = sup
{∣∣⟨π(f)ξu, ηu∣∣ : ∥π(f)∥op ≤ ۱, f ∈ L۱(G)

}
,

∥π(f)∥op = sup
{∣∣ ∫

G
f(x)u(x)dx

∣∣ : ∥u∥Bp(G) ≤ ۱, u ∈ Bp(G)
}
,
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ͬ دهد. م دست به فضاها این برای را
کار راحتͬ برای فوریه اشتیل یس، جبرهای p‐صورت با کار هنگام کتاب این سراسر در
تابع Bp(G) فضای اعضای که ͬ کنیم م فرض حقیقت، در ͬ کنیم. م تعویض p با را p′ اندیس
.Bp(G) = UPFp(G)

∗ ͬ دهد م نتیجه امر این که هستند، Repp(G) به متعلق نمایش های ضریب

تمرین ها ٣ . ١٠

هار اندازه و فشرده موضعاً گروه های ٣ . ١٠ . ١

چپ هار اندازه ی که کنید ثابت باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠ . ١ تمرین
باشد. پیمانه ای تک گروه ͷی G که هستند یͺسان صورتͬ در G روی راست و

L۱(G) گروهͬ جبر که دهید نشان باشد، آبلͬ فشرده ی موضعاً گروه ͷیG اگر .٣ . ١٠ . ٢ تمرین
است. آبلͬ نیز

G روی هار اندازه ی که کنید ثابت باشد. فشرده گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠ . ٣ تمرین
.
∫
G dg = ۱ به طوری که کرد نرمال سازی را آن ͬ توان م و است متناهͬ

کنید: ثابت باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۴ . ٣ . ١٠ تمرین

است. R+ به G از پیوسته همریختͬ ͷی ∆G چپ هار اندازه ی .١

.∆G ≡ ۱ باشد، فشرده G اگر .٢

هستند: معادل زیر احͺام ،G فشرده موضعاً گروه ͷی برای که دهید نشان .۵ . ٣ . ١٠ تمرین

.(∆G ≡ ۱ (یعنͬ است یͺال G .١

هستند. منطبق هم بر راست و چپ هار اندازه ی .٢

است. منظم ‐∗ جبر ͷی L۱(G) .٣

باشد. آن روی چپ هار اندازه ی µ و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۶ . ٣ . ١٠ تمرین
داریم: y ∈ G و f ∈ L۱(G) هر برای که کنید ∫ثابت

G
f(xy)dµ(x) = ∆G(y

−۱)

∫
G
f(x)dµ(x).
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دهید نشان باشد، گسسته گروه ͷی G اگر .٣ . ١٠ . ٧ تمرین

است. شمارشͬ اندازه هار اندازه .١

.∆G ≡ ۱ .٢

است. پیچش با ℓ۱(G) همان دقیقاً L۱(G) .٣

:R∗ = R \ {۰} ضربی گروه برای که کنید ثابت .٣ . ١٠ . ٨ تمرین

.dµ(x) = dx
|x| از است عبارت هار اندازه ی .١

.∆R∗(x) = |x|−۱ .٢

و µG اگر باشد. G فشرده موضعاً گروه ͷی بسته ی زیرگروه H کنید فرض .٣ . ١٠ . ٩ تمرین
کنید. بررسͬ را آنها بین رابطه ی باشند، H و G روی هار اندازه های ترتیب به µH

G = SL(۲,R) گروه برای که دهید نشان .٣ . ١٠ . ١٠ تمرین

نیست. پیمانه ای تک G .١

. dµ = dxdydz
|y| از است عبارت آن هار اندازه ی .٢

ثابت باشد. آن فشرده ی Kزیرگروه و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠ . ١١ تمرین
f ∈ Cc(G) برای که کرد تعریف طوری را G/K روی هار اندازه ی ͬ توان م که ∫کنید

G
f(g)dµG(g) =

∫
G/K

(∫
K
f(gk)dµK(k)

)
dµG/K(gK).

روی هار اندازه ی دهید نشان باشند، فشرده موضعاً گروه های H و G اگر .٣ . ١٠ . ١٢ تمرین
است. H و G هار اندازه های حاصلضرب G×H

اندازه ی با L۲(G) فضای ،G فشرده موضعاً گروه ͷی برای که کنید ثابت .٣ . ١٠ . ١٣ تمرین
هستند. یͺانͬ آن روی راست و چپ انتقال عملͽرهای و است هیلبرت فضای ͷی هار
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معین مثبت توابع و یͺانͬ نمایش های ٣ . ١٠ . ٢

فضای روی G فشرده ی موضعاً گروه از یͺانͬ نمایش ͷی π کنید فرض .١۴ . ٣ . ١٠ تمرین
معین مثبت تابع ͷی g 7→ ⟨π(g)ξ, ξ⟩ تابع ،ξ ∈ H هر برای که کنید ثابت باشد. H هیلبرت

است. G روی

باشد، G فشرده ی موضعاً گروه روی پیوسته معین مثبت تابع ͷی φ اگر .١۵ . ٣ . ١٠ تمرین
φ(g) = به طوری که دارد وجود ξ ∈ H بردار ͷی و G از π یͺانͬ نمایش ͷی که دهید نشان

.⟨π(g)ξ, ξ⟩

یس اشتیل فوریه و فوریه جبرهای ٣ . ١٠ . ٣

A(G) فوریه جبر که کنید ثابت باشد. فشرده موضعاً گروه ͷیG کنید فرض .١۶ . ٣ . ١٠ تمرین
ͬ شود. م تعریف L۱(G) گروهͬ جبر دوگان فضای عنوان به

جبر ͷی A(G) فوریه جبر که دهید نشان باشد، فشرده گروه ͷی G اگر .٣ . ١٠ . ١٧ تمرین
است. نقطه ای ضرب با باناخ

فوریه‐ جبر که کنید ثابت باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠ . ١٨ تمرین
ͬ شود. م تعریف C∗(G) روی خطͬ ضربی توابع تمام مجموعه ی عنوان به B(G) اشتیل یس

باناخ فضاهای روی گروه ها نمایش های ۴ . ٣ . ١٠

روی پیوسته نمایش ͷی π : G→ B(X) و فشرده موضعاً گروه ͷی G اگر .٣ . ١٠ . ١٩ تمرین
روی L۱(G) گروهͬ جبر از نمایش ͷی به را π ͬ توان م که دهید نشان باشد، X باناخ فضای

داد. گسترش X

روی G از تحویل ناپذیر نمایش ͷی π و فشرده گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠ . ٢٠ تمرین
.dimH <∞ که کنید ثابت باشد. H هیلبرت فضای

گروهͬ نویمان فون جبرهای ۵ . ٣ . ١٠

نویمان فون جبر که کنید ثابت باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ١٠ . ٢١ تمرین
ͬ شود. م تعریف L۲(G) روی چپ عملͽرهای ضعیف بستار عنوان به V N(G) گروهͬ

عملͽرهای تمام شامل V N(G) که دهید نشان باشد، گسسته گروه ͷیG اگر .٣ . ١٠ . ٢٢ تمرین
ͬ شوند. م جابجا راست عملͽرهای با که است ℓ۲(G) روی کراندار
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ترکیبی تمرین های ۶ . ٣ . ١٠

رابطه ی باشد. آن بسته ی Hزیرگروه و فشرده موضعاً گروه ͷیG کنید فرض .٣ . ١٠ . ٢٣ تمرین
کنید. بررسͬ را V N(G) و V N(H) بین

با A(G) فوریه جبر ،G آبلͬ فشرده ی موضعاً گروه ͷی برای که کنید ثابت .٢۴ . ٣ . ١٠ تمرین
است. G پونتریاگین دوگان گروه Ĝ آن در که است، یͺریخت L۱(Ĝ)



۴ فصل

و توابع p‐شبه جبر p‐عملͽری ساختار
فوریه اشتیل یس جبرهای p‐صورت

UPFp(G) توابع p‐شبه جامع جبر روی p‐عملͽری فضای ساختار توصیف به فصل این
در است. شده داده اختصاص Bp(G) فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت یعنͬ آن دوگان و
فضا این روی ماتریسͬ نرم محاسبه و UPFp(G) فضای سازنده عناصر معرفͬ به ،١ . ۴ بخش
کامل به طور UPFp(G) فضای p‐عملͽری فضای ساختار ،٢ . ۴ بخش در سپس ͬ پردازیم. م
جبر از شده برگرفته p‐عملͽری فضای ساختار ،٣ . ۴ بخش در انجام سر ͬ   شود. م مطالعه
این اصلͬ چهارچوب که ͬ   شود م معرفͬ فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت روی UPFp(G)

ͬ کند. م معین را بعدی فصل و فصل

توابع p‐شبه جبرهای بنیادی خواص ١ . ۴
برای ( ٣ . ٨٧ تعریف (مطابق نمایش ͷی دهنده نشان (π,E) دوتایی بخش، این سراسر در
نمایش با متناظر توابع p‐شبه جبر شد، پرداخته آن به ٣ . ٨ بخش در که همانطور است. G گروه

صورت به B(E) فضای بسته زیرجبر عنوان به (π,E)

PFp,π(G) =
{
π(f) : f ∈ L۱(G)

}∥·∥B(E) .

١٧٣
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f ∈ L۱(G) هر و (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای اگر دیͽر، رویͺردی با ͬ شود. م تعریف
فضای حال است. L۱(G) روی نرم نیم ͷی ∥ · ∥π آنگاه ،∥f∥π = ∥π(f)∥B(E) دهیم قرار
.Nπ =

{
f ∈ L۱(G) : ∥π(f)∥ = ۰

}
یعنͬ ͬ   دهیم، م نمایش Nπ با را نرم نیم این پوچ

گرفتن نظر در با است. L۱(G) برای بسته و طرفه دو ایده ال ͷی Nπ که ͬ شود م دیده به سادگͬ
در ͬ رسیم. م PFp,π(G) فضای همان به آن، سازی کامل و L۱(G)/Nπ قسمتͬ خارج فضای

ͬ   پردازیم. م جبرهایی چنین ͬ های ویژگ از برخͬ ارائه به ادامه

با را آن دوری زیرنمایش های همه مجموعه (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای اگر .١ . ۴ لم
داریم f ∈ L۱(G) برای آنگاه دهیم، نمایش Cycp,π(G)

∥π(f)∥ = ∥f∥π = sup
{
∥πc(f)∥ = ∥f∥πc : (πc, Ec) ∈ Cycp,π(G)

}
.

f ∈ و باشد E QSLp‐فضای روی G گروه برای نمایش ͷی (π,E) کنید فرض برهان.
دهید قرار .L۱(G)

C = sup
{
∥πc(f)∥ = ∥f∥πc : (πc, Ec) ∈ Cycp,π(G)

}
.

لذا ،(πc, Ec) ⊆ (π,E) داریم (πc, Ec) ∈ Cycp,π(G) نمایش هر برای چون آنگاه

πc(f) = π(f)|Ec , f ∈ L۱(G), (١ . ۴)
∥πc(f)∥ ≤ ∥π(f)∥,

کنید فرض شده، داده ε > ۰ برای دیͽر، طرف از ͬ   شود. م نتیجه C ≤ ∥π(f)∥ نامساوی و
باشد زیر صورت به ξ۰ ∈ E

∥ξ۰∥ ≤ ۱ و ∥π(f)∥ < ∥π(f)ξ۰∥+ ε. (٢ . ۴)

دهید قرار حال

Eξ۰ =
{
π(f)ξ۰ : f ∈ L۱(G)

}∥·∥E
,

πξ۰ : G→ B(Eξ۰) πξ۰(x) = π(x)|Eξ۰ , x ∈ G.

نامساوی (١ . ۴) تساوی و (٢ . ۴) نامساوی از و است متعلق Cycp,π(G) به (πξ۰ , Eξ۰) آنگاه

∥π(f)∥ < ∥πξ۰(f)ξ۰∥+ ε ≤ ∥πξ۰(f)∥∥ξ۰∥+ ε ≤ ∥πξ۰(f)∥+ ε ≤ C + ε,

ͬ کند. م تمام را اثبات این و ∥π(f)∥ ≤ C داریم ،ε > ۰ بودن دلخواه بنابر و ͬ   شود م نتیجه
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ͬ   شود. م حاصل قبل لم از مستقیماً بعد نتیجه

شامل (π,E) نمایش که باشند طوری (ρ, F ) و (π,E) نمایش دو کنید فرض .٢ . ۴ نتیجه
،f ∈ L۱(G) دلخواه تابع هر برای آنگاه باشد. (ρ, F ) نمایش دوری زیرنمایش های   ͬ تمام

.∥f∥ρ ≤ ∥f∥π

داده ε > ۰ برای کنید فرض لم، این بنابر ͬ   شود. م نتیجه آسانͬ به حͺم ١ . ۴ لم بنابر برهان.
که باشد چنان (ρ, F ) نمایش از (ρc, Fc) دوری زیرنمایش دلخواه، و شده

∥ρ(f)∥ < ∥ρc(f)∥+ ε. (٣ . ۴)

و طولپا نگاشت نتیجه در است، (ρc, Fc) دوری نمایش شامل (π,E) نمایش فرض بنابر
است E از بسته زیرفضای ͷی E آن در که است موجود T : Fc → E ⊆ E پذیر وارون
،T نگاشت طولپایی از .ρc(f) = T (−۱) ◦ π(f)|E ◦ T داریم f ∈ L۱(G) هر برای و
اخیر نامساوی از استفاده با حال ͬ   شود. م نتیجه ∥ρc(f)∥ ≤ ∥π(f)|E∥ ≤ ∥π(f)∥ نامساوی

شود. مͬ نتیجه حͺم ε بودن دلخواه دلیل به و (٣ . ۴) نامساوی و

ͬ رسانیم. م پایان به زیر نکته های بیان با را بخش این

صورت این در باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٣ . ۴ تذکر

محاسبه برای نیز را زیر رویͺرد ͬ توان م ٢ . ۴ نتیجه به توجه با f ∈ L۱(G) تابع برای .١
کرد: اتخاذ ∥π(f)∥ نرم

∥π(f)∥ = ∥f∥π = sup
{
∥ρ(f)∥ = ∥f∥ρ : (ρ, F ) ⊆ (π,E)

}
.

باشند، نمایشp‐جامع دو (ρ, F ) و (π,E) ͬ که حالت در ،(١) قسمت و ٢ . ۴ نتیجه بنابر .٢
UPFp(G) فضای روی نرم بنابراین .∥π(f)∥ = ∥ρ(f)∥ داریم f ∈ L۱(G) هر برای

است. p‐جامع نمایش انتخاب از مستقل

توابع p‐شبه جبر روی ماتریسͬ نرم ٢ . ۴

ها نرم از ای خانواده (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای که است این بخش این اصلͬ هدف
ویژه ای خواص در که کنیم تعریف PFp,π(G) توابع p‐شبه جبر روی را (∥ · ∥n)n∈N مانند
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ͬ   کنیم م شروع آنها رفتار و اعضا ساختار دقیق بیان با را کار چهارچوب ابتدا در ͬ کنند. م صدق
را تعاریفͬ بعدی گام های در است. p‐عملͽری فضای ساختار تعریفͬ خوش برای تضمینͬ که
ͬ   کنیم، م تلاش بخش این طͬ در همچنین ͬ کند. م ͷکم مسیر کردن هموار به که ͬ دهیم م ارائه

کنیم. برقرار فشرده موضعاً گروه ͷی نمایش  های بین را مندی نظام ساختار
کار هنگام بعدی محاسبات در و است ساده آن اثبات که ͬ   کنیم م بیان را ای گزاره نخست

بود. خواهد مفید نمایش  ها مستقیم lp‐جمع با

عملͽرهای از ای خانواده (Ti)i∈Λ کنید فرض Λ گذار اندیس مجموعه ͷی برای .۴ . ۴ گزاره
نگاشت p ∈ (۱,∞) برای آنگاه باشد. i ∈ Λ برای Ti : Ei → Ei مانند کراندار و خطͬ

lp‐⊕i∈Λ Ti : lp‐⊕i∈Λ Ei → lp‐⊕i∈Λ Ei,

داریم و است تعریف خوش

∥T∥p = sup
{ ∞∑

k=۱

∥Tk(xk)∥p : (Tk)
∞
k=۱ ⊆ (Ti)i∈Λ, ⊕kxk ∈ ⊕kEk,

∑
k

∥xk∥p ≤ ۱
}
.

ͬ   دهیم. م معرفͬ را نمادهایی مطالب، بیشتر شدن روشن )برای
π(n), E(n)

)
نماد از منظور n ∈ N برای آنگاه .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض

عملͽر و E(n) = l
(n)
p ⊗̃pE نرمدار فضای

π(n) : Mn(L
۱(G))→ B(E(n)), π(n)([fij ]) := [π(fij)] : E

(n) → E(n),

صورت به π(n) اثر ،[fij ] ∈Mn(L
۱(G)) و (xj)

n
j=۱ ∈ E

(n) برای اینجا در که است،

π(n)([fij ])(xj)
n
j=۱ := [π(fij)](xj)

n
j=۱ =

( n∑
j=۱

π(fij)(xj)

)n
i=۱
∈ E(n).

داریم E۲ و E۱ باناخ فضای دو برای این، بر علاوه )است.
E۱ ⊕p E۲

)(n)
= E

(n)
۱ ⊕p E

(n)
۲ ,

رابطه T = T۱ ⊕p T۲ : E۱ ⊕p E۲ → E۱ ⊕p E۲ برای نتیجه در و

T (n) =
(
T۱ ⊕p T۲

)(n)
= T

(n)
۱ ⊕p T

(n)
۲ .

است. برقرار
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باشد. فشرده موضعا گروه ͷی G کنید فرض .۵ . ۴ تعریف

ماتریسͬ نمایش ͷی را (π(n), E(n)) دو تایی (π,E) ∈ Repp(G) نمایش ͷی برای .١
ͬ   نامیم. م E QSLp‐فضای (n)‐٢تاب روی L۱(G) برای ١

ͬ   نامیم، م ٣ دوری ماتریسͬ نمایش ͷی را (Θ,K) دوتایی قبل، نمادهای به توجه با .٢
ͷی Θ = π(n)|K تحدید عملͽر که باشد طوری K ⊂ E(n) بسته فضای زیر هرگاه
داشته x ∈ K عضو ͷی برای و بوده B(K) توی به Mn(L

۱(G)) از ماتریسͬ نمایش
.Θ(Mn(L۱(G)))x = K باشیم

نشان را دوری ماتریسͬ نمایش ͷی و دوری نمایش  های (n)‐تاب بین رابطه بعدی لم
ͬ   دهد. م

.۱ < p <∞ و باشد فشرده موضعا گروه ͷی G کنید فرض .۶ . ۴ لم

و (π۱, E۱) نمایش  های مستقیم lp‐جمع از که باشد نمایشͬ (π,E) ∈ Repp(G) اگر .١
lp‐جمع همان (π,E) نمایش دوری زیرنمایش  های آنگاه است. آمده به دست (π۲, E۲)

برعکس. و هستند (π۲, E۲) و (π۱, E۱) دوری زیرنمایش  های مستقیم

باشد، (π,E) از دوری زیرنمایش ͷی (ρ, F ) اگر .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .٢
علاوه است. (π(n), E(n)) از دوری ماتریسͬ زیرنمایش ͷی (ρ(n), F (n)) آنگاه
باشد، (π(n), E(n)) در مشمول دوری ماتریسͬ نمایش ͷی (Θ,K) اگر این، بر
به طوری که هستند موجود (π,E) نمایش از (ρk, Fk)nk=۱ دوری زیرنمایش  های آنگاه

.((⊕kρk)(n), (⊕kFk)(n)) = (Θ,K)

بردار با دوری زیرنمایش (ρk, Fk) ⊆ (πk, Ek) کنید فرض k = ۱, ۲ برای .١ برهان.
(π,E) از دوری زیرنمایش ͷی (ρ۱ ⊕ ρ۲, F۱ ⊕ F۲) که است واضح باشد. xk دوری
به y ∈ F۱ ⊕ F۲ کنید فرض جزئیات، دیدن برای است. x۱ ⊕ x۲ دوری برداری با
،k = ۱, ۲ برای (ρk, Fk) نمایش بودن دوری دلیل به آنگاه باشد. y۱ ⊕ y۲ شͺل

1. matrix representation
2. amplification
3. cyclic matrix representation
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،k = ۱, ۲, برای به طوری که است موجود fk ∈ L۱(G) عضو دلخواه، ε > ۰ برای
داریم نتیجه در .∥πk(fk)xk − yk∥ ≤ ε

∥ρ۱(f۱)x۱ ⊕ ρ۲(f۲)x۲ − (y۱ ⊕ y۲)∥p =∥π۱(f۱)x۱ − y۱∥p + ∥π۱(f۱)x۲ − y۲∥p

≤ ۲εp.

دیͽر، طرف از

ρ۱(f۱)x۱ ⊕ ρ۲(f۲)x۲ ∈ ρ۱ ⊕ ρ۲(L۱(G))(x۱ ⊕ x۲).

است. چͽال F۱ ⊕ F۲ فضای در ρ۱ ⊕ ρ۲(L۱(G))(x۱ ⊕ x۲) فضای نتیجه در
x = x۱ ⊕ x۲ دوری بردار با دوری نمایش ͷی (ρ, F ) ⊂ (π,E) اگر برعکس، حال

آنگاه باشد، E = E۱ ⊕ E۲ در

F = ρ(L۱(G))x = π۱(L۱(G))x۱ ⊕ π۲(L۱(G))x۲ و ρ = π|F .

دهید قرار k = ۱, ۲ برای

Fk = πk(L
۱(G))xk, و ρk = πk|Fk ,

است. (πk, Ek) نمایش از دوری زیرنمایش ͷی (ρk, Fk) نمایش k = ۱, ۲ برای آنگاه
ρ۱⊕ρ۲ = و است (π,E) از دوری زیرنمایش ͷی (ρ۱⊕ρ۲, F۱⊕F۲) نمایش بنابراین

بͽیرید نظر در را زیر سرراست محاسبات حال .π|F۱⊕F۲

F = ρ(L۱(G))(x۱ ⊕ x۲) = π(L۱(G))(x۱ ⊕ x۲)

= π(L۱(G))x۱ ⊕ π(L۱(G))x۲

= π۱(L۱(G))x۱ ⊕ π۲(L۱(G))x۲

= ρ۱(L۱(G))x۱ ⊕ ρ۲(L۱(G))x۲

= F۱ ⊕ F۲.

ͬ شود. م حاصل ρ = ρ۱ ⊕ ρ۲ تساوی فضاها، تساوی این از

باشد. x ∈ F دوری بردار با دوری زیرنمایش ͷی (ρ, F ) ⊆ (π,E) کنید فرض .٢
آنگاه باشد. دلخواه عضو ͷی y = (y۱, . . . , yn) و y ∈ F (n) کنید فرض همچنین
به طوری که است موجود i = ۱, . . . , n برای fi ∈ L۱(G) عضو شده، داده ε > ۰ برای

∥ρ(fi)x− yi∥ ≤ ε, i = ۱, . . . , n.
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دهید قرار

x = (x, ۰, . . . , ۰), Fij =

{
fi, if j = ۱
۰ if j ̸= ۱

.

که ͬ شود م مشاهده به سادگͬ

∥π(n)([Fij ])x− y∥p =
n∑
i=۱
∥ρ(fi)x− yi∥p ≤ nεp,

. ͬ شود م حاصل ρ(n)(L۱(G))x = F (n) تساوی نتیجه در
و باشد بسته زیرفضای ͷی K ⊂ F (n) که باشد طوری (Θ,K) کنید فرض برعکس

به طوری که باشد موجود x ∈ K بردار همچنین .Θ = π(n)|K باشیم داشته

Θ(Mn(L۱(G)))x = K, x = (x۱, . . . , xn).

بͽیرید نظر در را زیر بسته زیرفضاهای

Fk = π(L۱(G))xk, k = ۱, . . . , n.

تساوی که ͬ   کنیم م ادعا حال .ρk = π|Fk دهید قرار k = ۱, . . . , n برای همچنین
در .Θ = (⊕nj=kρk)

(n) ͬ   دهد م نتیجه که است، برقرار K = (⊕nk=۱Fk)
(n)

فضای چون است. مهم بسیار ⊕kF
(n)
k و K فضاهای ساختار به توجه مرحله این

بردارها همه فضای لذا ،Θ = π(n)|K و است Kچͽال فضای در Θ(Mn(L
۱(G)))x
شͺل به

π(n)([fij ])x =



∑
j π(f۱j)xj

...∑
j π(fij)xj

...∑
j π(fnj)xj


(۴ . ۴)

دهیم قرار k = ۱, . . . , n برای اگر دیͽر طرف از است. چͽال K فضای در

xk = (۰, . . . , ۰, xk︸︷︷︸
k‐ام

, ۰, . . . , ۰),
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با متناظر فضای که ⊕kF
(n)
k فضای که امر این به توجه با .⊕kxk = x داریم آنگاه

این نتیجه در است، شده تولید ⊕xk دوری بردار توسط است، ⊕kρ
(n)
k دوری نمایش

شͺل به بردارها همه فضای بستار فضا

(⊕kρk)(n)([gij ])⊕k xk = ⊕k([ρk(gij)]xk),

صورت به آن ماتریسͬ نمایش که است

⊕k



ρk(g۱k)xk
...
ρk(gik)xk
...
ρk(gnk)xk

 =



⊕kρk(g۱k)xk
...
⊕kρj(gik)xk
...
⊕kρk(gnk)xk

 =



∑
k π(g۱k)xk

...∑
k π(gik)xk

...∑
k π(gnk)xk

,
(۵ . ۴)

است.

تحدید ρk نمایش k = ۱, . . . , n برای که کردیم استفاده حقیقت این از بالا استدلال در
و (۴ . ۴) فضای دو بردارهای ظاهری شͺل از نتیجه در و است Fk فضای به π نمایش

نتیجه در است. برقرار K = ⊕kF
(n)
k تساوی (۵ . ۴)

Θ = π(n)|K = π(n)|
⊕kF

(n)
k

= ⊕kρ
(n)
k .

ͬ   کند. م تمام را اثبات این

دوری زیرنمایش  های (n)‐تاب بین دوسویی تناظری که است این قبل لم نتیجه .٧ . ۴ تذکر
ماتریسͬ نمایش  های از ما جدید تعریف نتیجه در است. برقرار دوری ماتریسͬ نمایش  های و
زیرنمایش n تعداد مستقیم lp‐جمع (n)‐تاب از دیͽری بیان ،(٢)‐۵ . ۴ تعریف یعنͬ دوری،
ضمنͬ طور به ماتریسͬ نمایش  های های نرم با کار در ظریفͬ نقش ۶ . ۴ لم واقع در است. دوری

ͬ   کند. م ایفا

حائز ͬ کند، م معرفͬ بهتر را توابع p‐شبه جبر ماتریسͬ فضای که جهت این به بعد لم
است. اهمیت
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است برقرار زیر طولپای تساوی آنگاه .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .٨ . ۴ لم

π(n)(Mn(L۱(G)))
∥·∥

B(E(n)) = Mn(PFp,π(G)).

،(i, j) اندیس هرجفت برای که چون .T = [Tij ] ∈ Mn(PFp,π(G)) کنید فرض برهان.
π(fij) عملͽر ͷی شده داده ε > ۰ برای لذا دارد، تعلق PFp,π(G) فضای به Tij عملͽر

داریم آن برای که است موجود

∥Tij − π(fij)∥ <
( ε
n۲

) ۱
p , i, j ∈ {۱, . . . , n}.

است برقرار ،∥[xij ]∥p ≤
∑
i,j ∥xij∥p نامساوی [xij ] مانند ماتریس هر برای دیͽر، طرف از

ͬ   دهد م نتیجه که

∥[Tij ]− [π(fij)]∥p = ∥[Tij − π(fij)]∥p ≤
∑
i,j

∥Tij − π(fij)∥p < ε.

است. چͽال Mn(PFp,π(G)) فضای در π(n)(Mn(L
۱(G))) فضای یعنͬ این و

حͺم ٨ . ۴ لم از ،(π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای .٩ . ۴ تذکر

π(n)(Mn(L۱(G)))
∥·∥

B(E(n)) = Mn(PFp,π(G)) = Mn
(
(π(L۱(G))

∥·∥B(E))
است. ماتریسͬ های صورت از ∥ · ∥B(E) نرم با بستار عبور معنͬ به که شود، مͬ نتیجه

مرجع در Lp‐عملͽری جبرهای مشابه QSLp‐عملͽری، جبرهای تعریف به ادامه در
است. QSLp‐عملͽری جبر ͷی توابع، p‐شبه جبر که ͬ   دهیم م نشان سپس ͬ   پردازیم. م [٣٢]

باشد. باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١٠ . ۴ تعریف

فرم به انقباضͬ، همریختͬ نگاشت ͷی E QSLp‐فضای روی A برای نمایش ͷی .١
است. Π : A → B(E)

مجموعه هرگاه است، (ضروری) ناتبهͽون Π : A → B(E) نمایش ͬ   گوییم م .٢

span
{
Π(a)ξ : a ∈ A, ξ ∈ E

}
,

باشد. چͽال E فضای در
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گوییم ١ وفادار را E QSLp‐فضای روی Π : A → B(E) مانند ضروری نمایش ͷی .٣
باشد. ٢ ͷبه ی ͷی هرگاه

ͷی و E QSLp‐فضای هرگاه گوییم، QSLp‐عملͽری جبر ͷی را A باناخ جبر .۴
باشد. داشته وجود Π : A → B(E) مانند طولپا همریختͬ

را E مانند QSLp‐فضا ͷی روی طولپا و وفادار نمایش ͷی وجود ͬ   توان م همچنین
دانست. معادل فوق تعریف ۴ قسمت با

Bp(G) فضای برای p‐عملͽری فضای ساختار تعریف سمت به اول گام بعدی گزاره
ͬ   پردازیم. م است، QSLp‐عملͽری جبر ͷی PFp,π(G) جبر که امر این به ابتدا در است.

شامل ،PFp,π(G) جبر صورت این در ،(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .١١ . ۴ گزاره
QSLp‐عملͽری جبر ͷی ،G فشرده موضعاً گروه از (π,E) نمایش با متناظر توابع p‐شبه

است.

جبر برای طولپا نمایش ͷی وجود باید (۴)‐١٠ . ۴ تعریف بنابر ادعا این اثبات برای برهان.
که ͬ   دانیم م ١ . ۴ لم از .r ∈ N و g ∈ L۱(G) کنید فرض دهیم. نشان را PFp,π(G) باناخ
به طوری که است موجود ξg,r دوری بردار با (π,E) نمایش از (πg,r, Eg,r) دوری زیرنمایش

∥πg,r(g)ξg,r∥ > ∥π(g)∥ −
۱
r
, ∥ξg,r∥ ≤ ۱.

ͬ   گیریم م نظر در را بالا در شده ذکر دوری زیرنمایش  های مستقیم lp‐جمع حال

E = lp‐⊕g∈L۱(G) ⊕
∞
r=۱Eg,r Π = lp‐⊕g∈L۱(G) ⊕

∞
r=۱πg,r. (۶ . ۴)

همچنین است. x = ⊕∞
k=۱⊕

∞
r=۱xgk,r شͺل به که بوده شمارا نمایش دارای x ∈ E عضو هر

را ∥Π(f)∥ مقدار f ∈ L۱(G) دلخواه عضو برای حال .∥x∥p =
∑∞
k=۱

∑∞
r=۱ ∥xgk,r∥

p

صورت به Π(f) عملͽر (۶ . ۴) رابطه به توجه با ͬ   کنیم. م محاسبه

Π(f) = ⊕g∈L۱(G) ⊕
∞
r=۱ πg,r(f).

1. faithful
2. injective
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داریم را زیر مهم رابطه ،∥Π(f)∥ نرم محاسبه برای ۴ . ۴ گزاره از استفاده با است.

∥Π(f)∥p = sup∑
k,r ∥xgk,r∥

p≤۱

{∑
k,r

∥πgk,r(f)xgk,r∥
p : x = ⊕k,rxgk,r ∈ E

}
.

(٧ . ۴)

بسته زیرجبر ͷی توی به PFp,π(G) برای طولپا نمایش ͷی (Π, E) که دهیم نشان باید
PFp,π(G) فضای از π(L۱(G)) چͽال زیرفضای با را کار منظور، این برای است. B(E) از
(٧ . ۴) رابطه از استفاده با آنگاه باشند. دلخواه ε > ۰ و f ∈ L۱(G) کنید فرض ͬ   کنیم. م شروع

به طوری که است موجود x = ⊕k,rxgk,r ∈ E بردار

∥Π(f)∥p − ε <
∑
k,r

∥πgk,r(f)xgk,r∥
p, و

∑
k,r

∥xgk,r∥
p ≤ ۱.

داریم: را زیر روابط نتیجه در و است Egk,r بسته زیرفضای به π تحدید πgk,r هر همچنین

πgk,r(f)xgk,r = π(f)xgk,r, و ∥πgk,r(f)∥ ≤ ∥π(f)∥.

زیر محاسبات و اخیر حͺم از استفاده با

∥Π(f)∥p − ε <
∑
k,r

∥πgk,r(f)xgk,r∥
p

≤
∑
k,r

∥πgk,r(f)∥
p∥xgk,r∥

p

≤
∑
k,r

∥π(f)∥p∥xgk,r∥
p

≤ ∥π(f)∥p
∑
k,r

∥xgk,r∥
p

≤ ∥π(f)∥p,

.∥Π(f)∥ ≤ ∥π(f)∥پس است، دلخواه ε > ۰ چون و
همریختͬ اخیر نامساوی بنابر نتیجه در است، انقباضͬ همریختͬ ͷی π چون که توجه   کنید

است. چنین نیز Π
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انتخاب طوری را xm = ⊕k,rx
(m)
gk,r ∈ E بردار m ∈ N برای (۶ . ۴) به توجه با اگر برعکس،

باشیم داشته که کنیم

x
(m)
gk,r =

{
ξf,m, k = ۱, r = m اگر
۰, صورت این غیر در , (٨ . ۴)

و ∥xm∥ ≤ ۱ که ͬ   شود م دیده سادگͬ به آنگاه

∥Π(f)∥ ≥ ∥Π(f)xm∥ = ∥πf,m(f)ξf,m∥ > ∥π(f)∥ −
۱
m
,

.∥Π(f)∥ ≥ ∥π(f)∥ بنابراین و
صورت به توسیع قابل و طولپا نمایش ͷی Π : π(L۱(G)) → B(E) نگاشت نتیجه در
ͬ دهد. م نتیجه را حͺم این و است B(E) فضای بسته زیرجبر ͷی توی به PFp,π(G) از طولپا

آنگاه باشد. (۶ . ۴) همانند (Π, E) نمایش کنید فرض .١٢ . ۴ لم

(⊕g∈L۱(G) ⊕
∞
r=۱ πg,r)

(n) = Π(n) = ⊕g∈L۱(G) ⊕
∞
r=۱ π

(n)
g,r ,

(⊕g∈L۱(G) ⊕
∞
r=۱ Eg,r)

(n) = E(n) = ⊕g∈L۱(G) ⊕
∞
r=۱ E

(n)
g,r .

تعداد برای ابتدا ۶ . ۴ لم از (٢) قسمت از استفاده با اندیس ها، روی شده مطرح ادعای برهان.
در ͬ   کنیم. م بیان را کار کلͬ ایده اینجا در ͬ   شود. م حاصل دلخواه، تعداد برای سپس و شمارا

کنید فرض ͬ   پردازیم. م E(n) فضای بردارهای به ابتدا

x = (x۱, . . . , xn) ∈ E(n) =
(
⊕g∈L۱(G) ⊕

∞
r=۱Eg,r

)(n)

.

xj برای شمارا نمایش ،⊕k,rx
j
gk,r ∈ ⊕k,rE

j
gk,r کنید فرض j = ۱, . . . , n هر برای حال

مرتب با و نمایش این به نیاز صورت در صفر مولفه های کردن اضافه با صورت این در باشد.
کرد فرض ͬ توان م یعنͬ .⊕k,rE

j
gk,r = ⊕k,rEgk,r کنیم فرض ͬ   توانیم م آنها، مجدد سازی

زیرفضاها از شمارا مستقیم جمع ͷی از مشترک به طور j = ۱, . . . , nبرای xj مولفه های همه که
از متمایز نمایش n گرفتن نظر در به جای ͬ   توان م را آن نظیر نمایش راستا، همین در ͬ   آیند. م
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صورت به ،j = ۱, . . . , n برای ⊕k,rπ
j
gk,r صورت به نمایش  ها شمارای مستقیم lp‐جمع

تساوی ͷکم با و xj مولفه های ظاهر در تغییری چنین نتیجه در گرفت. نظر در ⊕k,rπgk,r(
x۱, . . . , xn

)
=

(
⊕k,r x۱gk,r, . . . ,⊕k,rx

n
gk,r

)
= ⊕k,r

(
x۱gk,r, . . . , x

n
gk,r

)
,

(٩ . ۴)

.E(n) = ⊕g,rE
(n)
g,r بنابراین ͬ   شود. م حاصل (⊕k,rEgk,r)

(n) = ⊕k,rE
(n)
gk,r تساوی

داریم x بردار از شمارا نمایش ͷی برای همچنین

Π(n)([fij ])x = (⊕k,rπgk,r)
(n)([fij ])x = ⊕k,rπ

(n)
gk,r([fij ])x, (١٠ . ۴)

بنابراین .(⊕k,rπgk,r)
(n) = ⊕k,rπ

(n)
gk,r داریم شمارا تعداد هر برای که دهد مͬ نتیجه و

ͬ   آید. م به دست Π(n) = ⊕g,rπ
(n)
g,r تساوی

،(Π(n), E(n))نمایش برای که ͬ   کند م تضمین ۶ . ۴ لم از (٢) قسمت که ͬ   کنیم م توجه .١٣ . ۴ تذکر
نیست. بیشتر E فضای کاردینال عدد از E(n) فضای کاردینال عدد

است. ١١ . ۴ گزاره ماتریسͬ حالت واقع در که ͬ   کنیم م ارائه را گزاره ای بعد مرحله در

جبر برای (۶ . ۴) طولپای نمایش (Π, E) و (π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .١۴ . ۴ گزاره
Mn(PFp,π(G)) از طولپا نمایش ͷی ،(Π(n), E(n)) ماتریسͬ نمایش آنگاه PFp,π(G)باشد.

است. Mn(B(E)) = B(E(n)) از بسته زیرفضای ͷی روی

در را Mn(L
۱(G)) زیرفضای بر شده تعریف زیر، شده (n)‐تا نگاشت n ∈ N برای برهان.

Mn(PFp,π(G))فضای Mn(Lدر
۱(G))زیرفضای ٨ . ۴ لم بنابر که ͬ   کنیم م توجه ͬ گیریم. م نظر

است. چͽال

Π(n) : π(n)(Mn(L
۱(G)))→Mn(B(E)) = B(E(n)), Π(n)([π(fij)]) = [Π(fij)].

نرم [fij ] ماتریس ͷی برای که ͬ   کنیم م توجه ابتدا .∥[π(fij)]∥ = ∥[Π(fij)]∥ دهیم نشان باید
استفاده با و ۴ . ۴ گزاره و ١٢ . ۴ لم اثبات در موجود توضیحات طریق از ͬ توان م را ∥[Π(fij)]∥

کرد محاسبه زیر رابطه از

∥[Π(fij)]∥p = sup

{∑
k,r

n∑
i=۱

∥∥∥∥ n∑
j=۱

πgk,r(fij)x
j
gk,r

∥∥∥∥p :

n∑
j=۱

∑
k,r

∥xjgk,r∥
p ≤ ۱

}
.

(١١ . ۴)
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است موجود ∥x∥ ≤ ۱ نرم با (٩ . ۴) همانند x ∈ E(n) بردار ،ε > ۰ دلخواه عدد برای نتیجه در
داریم به طوری که

∥x∥p =
n∑
j=۱
∥xj∥p <

n∑
j=۱

∑
k,r

∥xjgk,r∥
p + ε.

داریم را زیر نامساوی (١١ . ۴) رابطه ͷکم به همچنین

∥[Π(fij)]∥p − ε <
∑
k,r

n∑
i=۱

∥∥∥∥ n∑
j=۱

πgk,r(fij)x
j
gk,r

∥∥∥∥p.
π(fij) عملͽر تحدید πgk,r(fij) عملͽر fij و ،k ،r هر برای که دلیل این به دیͽر طرف از
j = ۱, . . . , n برای اگر حال .πgk,r(fij)x

j
gk,r = π(fij)x

j
gk,r لذا است، Egk,r فضای به

آنگاه ،y = (y۱, . . . , yn) و ،yj = ⊕k,rx
j
k,r دهیم قرار

∥y∥p =
n∑
j=۱
∥yj∥p =

∞∑
k=۱

∞∑
r=۱

n∑
j=۱
∥xjgk,r∥

p ≤ ۱,

که ͬ   شود م نتیجه ١١ . ۴ گزاره استدلال مشابه و

∥[Π(fij)]∥p − ε <
∞∑
k=۱

∞∑
r=۱

( n∑
i=۱

∥∥∥∥ n∑
j=۱

π
j
gk,r(fij)x

j
gk,r

∥∥∥∥p)

=

n∑
i=۱
∥

n∑
j=۱

π(fij)yj∥p

= ∥[π(fij)]y∥p

≤ ∥[π(fij)]∥p∥y∥p

≤ ∥[π(fij)]∥p,

.∥[Π(fij)]∥ ≤ ∥[π(fij)]∥ نتیجه در و
عدد برای ͬ   کنیم. م استفاده [π(fij)] مانند عضو ͷی نرم تعریف از عکس، حالت برای

مانند برداری ،m ∈ N دلخواه

ym = (ymj )nj=۱ = (ym۱ , . . . , y
m
n ) ∈ E(n),
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به طوری که دارد وجود

∥ym∥p = ∥(ymj )nj=۱∥
p = ∥(ym۱ , . . . , y

m
n )∥p =

n∑
j=۱
∥ymj ∥

p ≤ ۱,

داریم و

∥[π(fij)]∥p −
۱
m
<

n∑
i=۱
∥

n∑
j=۱

π(fij)y
m
j ∥

p.

شده ذکر m ∈ N دلخواه عدد برای داد، رخ (٨ . ۴) رابطه در n = ۱ برای آنچه با مشابه حال
ͬ سازیم م زیر صورت به را xm ∈ E(n) بردار بالا، در

xm =
(
xm۱ , . . . , x

m
n

)
=

(
⊕k,r x

m,۱
gk,r, . . . ,⊕k,rx

m,n
gk,r

)
= ⊕k,r

(
x
m,۱
gk,r, . . . x

m,n
gk,r

)
.

دهید قرار ،j = ۱, . . . , n هر برای

x
m,j
gk,r =

{
ymj , k = ۱, r = m اگر
۰, صورت این غیر در

,

آنگاه

∥xm∥p =
n∑
j=۱

∞∑
k=۱

∞∑
r=۱
∥xm,jgk,r∥

p =

n∑
j=۱
∥ymj ∥

p ≤ ۱.

داریم اخیر رابطه و (١١ . ۴) رابطه به توجه با این، بر علاوه

∥[Π(fij)]∥p ≥
∑
k,r

n∑
i=۱

∥∥∥∥ n∑
j=۱

π
m,j
gk,r(fij)x

m,j
gk,r

∥∥∥∥p

=

n∑
i=۱
∥

n∑
j=۱

π(fij)y
m
j ∥

p

> ∥[π(fij)]∥p −
۱
m
,
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نتیجه ∥[Π(fij)]∥ ≥ ∥[π(fij)]∥صورت به عکس نامساوی لذا است، دلخواه m عدد چون و
نمایش ͷی Π(n) : Mn(π(L

۱(G)))→ B(E(n)) نگاشت که کردیم ثابت بنابراین ͬ   شود. م
گزاره در n = ۱ حالت مشابه و ٨ . ۴ لم طریق از Mn(PFp,π(G)) کل به توسیع قابل و طولپا

نگاشت نتیجه در است. ١١ . ۴

Π : PFp,π(G)→ B(E), π(f) 7→ Π(f),

است. طولپا p‐کاملا́ نگاشت ͷی

فضای ͷی PFp,π(G) توابع p‐شبه جبر (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای .١۵ . ۴ قضیه
است. p‐عملͽری

فضای از بسته زیرجبر ͷی با PFp,π(G) جبر که ͬ دانیم م ١۴ . ۴ و ١١ . ۴ گزاره های از برهان.
p‐عملͽر فضای ͷی تعریف همان این به وضوح است. یͺریخت طولپا p‐کاملا́ طور به B(E)

است. ( ٢ . ٨٩ (تعریف مجرد١

Bp(G) جبر p‐عملͽری فضای ساختار ٣ . ۴
موجود نمایش  های با متناظر توابع p‐شبه جبرهای بین رابطه که ͬ   کنیم م تلاش بخش این در
آمده بدست n بعد از ماتریسͬ نرم های که ͬ   کنیم م ثابت سپس دهیم. نشان را Repp(G) در
ماتریسͬ حالت در توابع p‐شبه جامع جبر یعنͬ این و هستند یͺسان p‐جامع نمایش  های برای
p‐عملͽری فضای ساختار که ͬ   دهیم م نشان آخر در است. p‐جامع نمایش انتخاب از مستقل
زیر ساده گزاره بخش این اصلͬ هدف سمت به اول قدم است. خوش تعریف Bp(G) جبر روی

است.

طولپا نگاشت طریق از Repp(G) از (ρ, F ) و (π,E) گروهͬ نمایش دو اگر .١۶ . ۴ گزاره
از (π(n), E(n)) ∼ (ρ(n), F (n)) ارزی هم آنگاه باشند، هم ارز T : E → F پذیر وارون و
است، T نگاشت (n)‐تاب که T (n) : E(n) → F (n) پذیر وارون و طولپا نگاشت طریق
یͺریخت طولپا p‐کاملا́ طور به PFp,ρ(G) و PFp,π(G) جبرهای نتیجه در ͬ   شود. م حاصل

هستند.

1. abstract p-operator space
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نگاشت با طولپا و پذیر وارون نگاشت ͷی T (n) : E(n) → F (n) نگاشت اینکه درستͬ برهان.
به T نگاشت طریق از خواص این و است واضح امری است، (T (n))−۱ = (T−۱)(n) وارون
Φ(π(f)) = ضابطه با را Φ : PFp,π(G) → PFp,ρ(G) نگاشت است. انتقال قابل راحتͬ
نگاشت ͷی T نگاشت چون ͬ   کنیم. م تعریف f ∈ L۱(G) هر برای T ◦π(f)◦T−۱ = ρ(f)

نگاشت این (n)‐تاب حال است. طولپا یͺریختͬ ͷی Φ نگاشت است، پذیر وارون و طولپا
این که توجه   کنید ͬ گیریم. م نظر در را Φ(n) : Mn(PFp,π(G))→ Mn(PFp,ρ(G)) یعنͬ
یͺریختͬ ͷی است، طولپا و پذیر وارون نگاشت ͷی T (n) نگاشت که دلیل این به نیز نگاشت
طریق از طولپا p‐کاملا́ صورت به PFp,ρ(G) و PFp,π(G) جبر دو یعنͬ این و است طولپا

هستند. یͺریخت Φ نگاشت

به همچنان باشد، دیͽر نمایش در مشمول دوری نمایشͬ اگر که ͬ کند م تضمین بعد لم
ͬ   کند. م رفتار دوری زیرنمایش ͷی عنوان

آنگاه باشد، برقرار (πξ, Eξ) ∼ (ρ, F ) ارزی هم و دوری نمایش (πξ, Eξ) اگر .١٧ . ۴ لم
است. دوری نیز (ρ, F ) نمایش

موجود T : Eξ → F پذیر وارون و طولپا نگاشت ،(πξ, Eξ) ∼ (ρ, F ) ارزی هم بنابر برهان.
که کنید فرض .T ◦ πξ(f) = ρ(f) ◦ T داریم f ∈ L۱(G) عضو هر برای به طوری که است

دهید قرار باشد. L۱(G) کراندار تقریبی یͺه ͷی (ei)i∈Λ تور

ϕ = Tξ = T (lim
i∈Λ

πξ(ei)ξ),

ͷی T نگاشت چون باشد. دلخواه بردار ͷی ϕ′ ∈ F که کنید فرض حال .ϕ ∈ F نتیجه در
.Tξ′ = ϕ′ به طوری که است موجود ξ′ ∈ Eξ یͺتای بردار آنگاه است، پذیر وارون طولپایی
موجود (πξ(fi)ξ)i∈Λ مانند تور ͷی لذا است، دوری (πξ, Eξ) نمایش و ξ′ ∈ Eξ چون حال

دا.ریم .ξ′ = ∥ · ∥Eξ − limi∈Λ πξ(fi)ξ به طوری که است

ϕ′ = Tξ′ = T (lim
i∈Λ

πξ(fi)ξ)

= lim
i∈Λ

T (πξ(fi)ξ)

= lim
i∈Λ

ρ(fi)Tξ

= lim
i∈Λ

ρ(fi)ϕ.
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و ͬ شود م زده تقریب ϕ = Tξ بردار توسط ϕ′ ∈ F بردار که است معنͬ این به بالا روابط
نمایش بودن دوری معنͬ به بالا تساوی .F = Fϕ و ρ = ρϕ داریم ϕ′ بردار بودن دلخواه از

است. ϕ توسط (ρ, F ) = (ρϕ, Fϕ)

همه شامل (π,E) نمایش آنگاه باشد، (ρ, F ) نمایش شامل (π,E) نمایش اگر .١٨ . ۴ نتیجه
است. خود دوری زیرنمایش  های عنوان به (ρ, F ) نمایش دوری زیرنمایش  های

طبیعͬ نگاشت آنگاه باشد، (π,E) زیرنمایش ͷی (ρ, F ) نمایش اگر .١٩ . ۴ گزاره

Ψ : PFp,π(G)→ PFp,ρ(G),

است. انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت ͷی f ∈ L۱(G) برای Ψ(π(f)) = ρ(f) ضابطه با

دو (Θ,F) و (Π, E) نمایش دو کنید فرض است. واضح نگاشت این بودن انقباضͬ برهان.
وضوح به آنگاه باشند. (۶ . ۴) با مشابه (ρ, F ) و (π,E) با متناظر نمایش

F ⊆ E و Θ = Π|F .

(ρ, F ) نمایش دوری زیرنمایش  های   ͬ تمام شامل (π,E) نمایش ١٨ . ۴ نتیجه بنابر همچنین
ͬ شود. م حاصل حͺم نتیجه در که است

از مستقل و مجرد p‐عملͽری فضای ͷی UPFp(G) توابع p‐شبه جامع جبر .٢٠ . ۴ قضیه
است. p‐جامع نمایش انتخاب

و است p‐عملͽری فضای ͷی UPFp(G) فضای که ͬ شود م نتیجه ١۵ . ۴ قضیه از برهان.
است. p‐جامع نمایش انتخاب از مستقل فضا این که ͬ کند م ایجاب ١٩ . ۴ گزاره

‐p ساختار ͷی به UPFp(G) جبر p‐عملͽری ساختار از استفاده با فصل این آخر در
ͬ کنیم. م معرفͬ را نماد چند منظور، این برای ͬ رسیم. م Bp(G) جبر برای عملͽری

٣ . ١٣١ قضیه از آنگاه باشد. p‐جامع نمایش ͷی (π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض
است زیر صورت به Bp(G) و UPFp(G) بین دوگانͬ

⟨π(f), u⟩ =
∫
G
f(x)u(x)dx = ⟨π(f)ξu, ηu⟩, f ∈ L۱(G), u ∈ Bp(G).
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Mn(UPFp(G)) در F = [π(fst)] و Mm(Bp(G)) در U = [uij ] ماتریس های برای حال
است زیر شرح به دوگانͬ رابطه

⟨⟨[π(fst)], [uij ]⟩⟩ = ⟨⟨F,U⟩⟩ :=
(
⟨π(fst), uij⟩

)
(s,i),(t,j) ∈Mm ⊗Mn,

رابطه از Mm(Bp(G)) در U = [uij ] عضو نرم و

∥U∥ = sup
∥[π(fst)]∥=۱

{
|⟨⟨[π(fst)], [uij ]⟩⟩| : n ∈ N, [π(fst)] ∈Mn(UPFp(G))

}
= sup

{
|⟨⟨F,U⟩⟩| : n ∈ N, F ∈Mn(UPFp(G)), ∥F∥ = ۱

}
,

است زیر عملͽر un از منظور u ∈ Bp(G) برای این، بر علاوه است. محاسبه قابل

un : Mn(UPFp(G))→ B(lnp ), un([π(fst]) =
(
⟨π(fst), u⟩

)
,

با را آن که کند مͬ عمل UPFp(G) روی کراندار p‐کاملا́ عملͽر ͷی عنوان به u تابع
نرم همچنین، .∥u∥p-cb = ∥u∥Bp(G) داریم ٢ . ٩٣ لم از همچنین، ͬ   دهیم. م نشان u نماد

است محاسبه قابل زیر رابطه از F = [π(fst)] ∈Mn(UPF p(G)) مانند عضو ͷی

∥F∥ = sup

{( n∑
s=۱
∥

n∑
t=۱
⟨π(fst)ξt∥p

) ۱
p

:

n∑
t=۱
∥ξt∥p ≤ ۱

}

= sup

{
|
n∑
s=۱

n∑
t=۱
⟨π(fst)ξt, ηs⟩| :

n∑
t=۱
∥ξt∥p ≤ ۱,

n∑
s=۱
∥ηs∥p

′
≤ ۱

}
,

علاوه دارند. تعلق E∗(n) و E(n) فضای به ترتیب به (ηs)ns=۱ و (ξt)
n
t=۱ بردارهای آن در که

نگاشت π(f)n نماد از منظور π(f) ∈ UPFp(G) عضو برای براین،

π(f)n : E(n) → E(n), π(f)n((ξj=۱)
n
j=۱) =

(
π(f)ξ۱, . . . , π(f)ξn

)
,

ͬ   دهیم. م نشان π(f) نماد با را π∞(f) : lp(N, E) → lp(N, E) عملͽر همچنین است.
را ∥π(f)∥ = ∥π∞(f)∥ ≤ ∥π(f)∥ نامساوی رابطه این و ∥π(f)n∥n ≤ ∥π(f)∥ داریم

ͬ   دهد. م نتیجه
ͬ   کنیم. م ارائه را بعدی مهم قضیه بالا قضیه از ای نتیجه عنوان به
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است. عملͽری ‐p فضای ͷی Bp(G) باناخ جبر p ∈ (۱,∞) عدد برای .٢١ . ۴ قضیه

قضایای از استفاده با نتیجه در و است عملͽری UPFp(G) جبر ٢٠ . ۴ قضیه بنابر برهان.
ͬ شود. م ثابت حͺم ٣ . ١٣١ و ٩۴ . ٢

است. گذشته در شده گفته مفاهیم همه از ای نتیجه بعدی گزاره

Bp(G) = UPFp(G)
∗ یͺسانͬ p ∈ (۱,∞) و G فشرده موضعاً گروه برای .٢٢ . ۴ گزاره

است. طولپا p‐کاملا́ یͺریختͬ ͷی

جبرهای p‐صورت به مربوط مسائل با رویارویی راه سرآغاز ͬ   توان م را فصل این نتایج
توسط که تحقیقاتͬ از   ͬ تعمیم مفاهیم، این اصلͬ کاربرد عنوان به دانست. فوریه اشتیل یس

ͬ   شوند. م ارائه Bp(G) فضای برای بعدی فصل های در است، شده انجام ایلͬ مونیͺا



۵ فصل

روی کراندار p‐کاملا́ وزنͬ ͬ های همریخت
فوریه اشتیل یس جبرهای p‐صورت

فوریه جبرهای بنیادی ͬ های ویژگ از برخͬ G فشرده موضعاً گروه برای کتاب از فصل این در
در ͬ دهیم. م تعمیم ،Bp(G) اشتیل یس، فوریه جبرهای p‐صورت برای را B(G) اشتیل یس
قضیه در واقع در ͬ کنیم. م مرتبط Bp(G) خودتوان های به را B(G) خودتوان های نخست گام
را است آمده [۵٧] در حالت ترین کلͬ در که اشتیل یس فوریه جبر خودتوان های قضیه ٢ . ۵
شده معرفͬ ،Aπ π‐فوریه فضاهای p‐صورت معرفͬ با ۵ . ۵ تعریف در سپس ͬ دهیم. م تعمیم
از استفاده با بعدی گام در ͬ داریم. برم را فصل این اصلͬ قدم اولین ،[٧] در ٢ آرساک توسط
فضای p‐صورت و ،PFp,π(G) توابع، p‐شبه جبر دوگان بین ارتباط ابرفیلترها، ͬ های ویژگ
ترین مهم از ͬͺی سرانجام، ͬ دهیم. م قرار بررسͬ مورد کامل طور به را ،Ap,π π‐فوریه،
در ͬ رسانیم. م اثبات به را اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت کاربردی و بنیادی ͬ های ویژگ
مرتبط Bp(G) جبر اعضای به را Bp(G۰) جبر در موجود توابع توسیع ١٧ . ۵ گزاره در حقیقت
به سرانجام است. پذیر میانگین و باز G فشرده موضعاً گروه از G۰ زیرگروه آن در که ͬ کنیم، م

2. Arsac

١٩٣
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راستای در مهمͬ گام که ͬ کنیم م اثبات و بیان را ١٩ . ۵ مهم قضیه گزاره، این از کاربردی عنوان
اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت روی انقباضͬ ͬ های همریخت به مربوط مسائل با مواجه

است.

خودتوان قضیه ١ . ۵
تحقیقات بنابر ͬ پردازیم. م اشتیل یس فوریه جبرهای خودتوان های قضیه تعمیم به بخش این در
u۲ = u یعنͬ هستند، خودتوانͬ خاصیت دارای که u ∈ B(G) مانند توابعͬ که ͬ دانیم م پیشین
ͬ خواهیم م بخش این در هستند. G گروه زیرگروه های باز همدسته های مشخصه توابع همان
٢ . ١ بخش در مربوط مفاهیم از منظور این به کنیم. معرفͬ را Bp(G) جبر خودتوان توابع
یͺنواخت طور به باناخ فضاهای مورد در شده یاد حقایق از استفاده با واقع، در ͬ گیریم. م ͷکم

داریم. را زیر ادعای هموار، و محدب

است. هموار و محدب یͺنواخت طور به فضای ͷی QSLp‐فضا هر .١ . ۵ نتیجه

٢ قسمت بنابر همچنین هستند. محدب یͺنواخت طور به Lp‐فضاها دانیم مͬ برهان.
آن در که است E۱/E۲ فرم به E QSLp‐فضای که ͬ شود م نتیجه ، ١۵ . ٢ ملاحظه از
قسمتͬ خارج فضای E فضای چون است. محدب یͺنواخت طور به ،E۲ ⊆ E۱ ⊆ Lp(X)

ͬ شود. م حاصل حͺم است، Lp(X) Lp‐فضای از E۱ بسته زیرفضای
١۵ . ٢ ملاحظه از ٣ قسمت از لذا است، محدب یͺنواخت طور به E فضای چون حال
E∗ فضای اما است. هموار فضای ͷی ،E فضای دوگان فضای ،E∗ فضای که ͬ شود م نتیجه
نیز محدب یͺنواخت طور به اثبات اول قسمت بنابر نتیجه در و است ′QSLp‐فضا ͷی خود
است. هموار فضای ͷی E∗ گان دو فضای ،E∗∗ فضای که ͬ شود م نتیجه مشابه طور به است.
هموار E فضای یعنͬ این و E = E∗∗ داریم، QSLp‐فضاها بودن بازتابی دلیل به حال

است.

ͬ کنیم. م معرفͬ را Bp(G) جبر خودتوان های قبل، نتیجه از استفاده با حال

C ⊆ G مانند زیرمجموعه ͷی برای باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٢ . ۵ قضیه
هستند. معادل زیر گزاره های

است. باز و چپ همدسته ͷی C مجموعه .١

.∥χC∥B(G) = ۱ داریم و است متعلق B(G) فضای به χC مشخصه تابع .٢
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در که است (π,E) نمایش ͷی از ضریب تابع ͷی شده نرمال χC ̸= ۰ مشخصه تابع .٣
است. هموار فضای ͷی E∗ آن دوگان یا و E فضای آن

.∥χC∥Bp(G) = ۱ داریم و است متعلق Bp(G) فضای به χC مشخصه تابع .۴

را نظر مورد ادعای اینجا در است. شده داده نشان [۵٧] در اول گزاره سه بودن ارز هم برهان.
از آنگاه باشد. برقرار (٢) گزاره کنید فرض ͬ دهیم. م نشان .(٢) ⇒ (۴) ⇒ (٣) ترتیب به

که ͬ شود م نتیجه است انقباضͬ B(G) ⊆ Bp(G) شمول که حقیقت این

χC ∈ Bp(G) و ∥χC∥Bp(G) ≤ ۱.

حاصل ∥χC∥Bp(G) = ۱ تساوی ،∥ · ∥Cb(G) ≤ ∥ · ∥Bp(G) نامساوی از استفاده با اکنون
است. (٢) از (۴) قسمت شدن نتیجه معنͬ به که ͬ شود م

تعریف بنابر .∥χC∥Bp(G) = ۱ و χC ∈ Bp(G) یعنͬ باشد برقرار (۴) گزاره کنید فرض حال
ͷی روی به G گروه از (طولپا) نمایش ͷی ضریب تابع شده نرمال χC مشخصه تابع ،Bp(G)

است. (٣) گزاره برقراری معنͬ به ١ . ۵ نتیجه بنابر که است QSLp‐فضا

هستند. یͺسان Bp(G) و B(G) جبر دو خودتوان اعضای قبل، قضیه به توجه با .٣ . ۵ تذکر

همه حلقه به که مجموعه ͷی مشخصه تابع مورد در کلیدی ای نتیجه بعدی، ادعای در
یعنͬ G از باز زیرگروه های از باز همدسته های

Ω۰(G) =

{
Y \ ∪ni=۱ Yi :

H برای باز همدسته Y,
نامتناهͬ اندیس با Y باز زیرهمدسته های Y۱, . . . , Yn

}
,

(١ . ۵)

ͬ کنیم. م ارائه دارد، تعلق

صورت این در .Y ∈ Ω۰(G) و باشد فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .۴ . ۵ نتیجه
و χY ∈ Bp(G)

۱ ≤ ∥χY ∥Bp(G) ≤ ۲mY و mY = inf{m ∈ N : Y = Y۰\ ∪mi=۱ Yi}, (٢ . ۵)

است. (١ . ۵) رابطه در شده بیان صورت به Yi مجموعه i = ۰, ۱, . . . ,m برای آن در که
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و m ∈ N برای و Y۰ باز همدسته (١ . ۵) رابطه به توجه با لذا ،Y ∈ Ω۰(G) چون برهان.
با .Y = Y۰\ ∪mi=۱ Yi به طوری که هستند موجود Yi ⊂ Y۰ باز زیرهمدسته های i = ۱, . . . ,m

داریم ٢ . ۵ قضیه از (۴) قسمت به توجه

χYi ∈ Bp(G) و ∥χYi∥Bp(G) = ۱ i = ۰, ۱, . . . ,m.

با است برابر χY دیͽر طرف از

χY۰ −
( m∑
i=۱

χYi −
∑
i,j=۱

χYi∩Yj +
∑
i,j,k=۱

χYi∩Yj∩Yk + · · ·+ (−۱)m+۱χY۱∩Y۲∩...∩Ym
)
,

(٣ . ۵)

به Y برای ممͺن تجزیه های تمامͬ روی اینفیمم محاسبه با .∥χY ∥Bp(G) ≤ ۲mY نتیجه در
ͬ رسیم. م (٢ . ۵) رابطه به (١ . ۵) صورت

π‐فوریه فضاهای p‐صورت ٢ . ۵
تعریف تعمیم به امر ابتدای در ͬ دهیم. م تعمیم را [٧] در موجود نتایج از بعضͬ بخش این در
٢ فصل از ٣ . ٩ . ١ زیربخش (به ͬ پردازیم م Bπ اشتیل یس π‐فوریه و Aπ π‐فوریه فضاهای
توابع p‐شبه جبرهای و آمده به دست فضاهای بین ارتباط توصیف به سپس کنید). مراجعه

پرداخت. خواهیم

π‐فوریه، فضای p‐صورت ،(π,E) ∈ Repp(G) مانند نمایش ͷی برای .۵ . ۵ تعریف
ͬ کنیم. م تعریف (π,E) نمایش ضریب توابع همه خانواده خطͬ ترکیب بستار با برابر را Ap,π

است زیر شͺل به توابع همه فضای فضا، این تر دقیق طور به

u(x) =
∑
n

⟨π(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G, (ξn)n∈N ⊆ E, (ηn)n∈N ⊆ E∗,

ͬ کنیم م مجهز زیر نرم به را فضا این

∥u∥Ap,π = inf
{ ∞∑
n=۱
∥tn∥∥sn∥ : u(x) =

∑
n

⟨π(x)tn, sn⟩, x ∈ G
}
.

(π,E) نمایش ضریب تابع عنوان به u تابع برای ممͺن های نمایش تمامͬ روی اینفیمم اینجا در
ͬ شود. م محاسبه
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ͬ شوند. م حاصل بالا تعریف از زیر نتایج .۶ . ۵ تذکر

ضابطه با را Ψp,π : E∗⊗̂E → Cb(G) نگاشت (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای .١

این برد ͬ گیریم. م نظر در Ψp,π

(∑
n ηn ⊗ ξn

)
=

∑
n⟨π(x)ξn, ηn⟩, x ∈ G

یͺسان ریختͬ برد، این با نگاشت این پوشایی بنابر نتیجه در است. Ap,π فضای نگاشت
زیر نرمͬ تساوی با یͺسان ریختͬ این داریم. را Ap,π ∼= E∗⊗̂E/ kerΨp,π طولپای
قسمتͬ خارج نرم Ap,π فضای روی نرم حالت این در که کنید توجه ͬ شود. م تضمین

است ∑∥∥∥زیر
n

ξn ⊗ ηn + kerΨp,π

∥∥∥ = inf
{∑

n

∥tn∥∥sn∥ :∑
n

⟨π(·)tn, sn⟩ =
∑
n

⟨π(·)ξn, ηn⟩
}

=
∥∥∥∑

n

⟨π(·)ξn, ηn⟩
∥∥∥
Ap,π

.

است. باناخ فضای ͷی Ap,π فضای ،Ap,π ∼= E∗⊗̂E/ kerΨp,π یͺریختͬ دلیل به .٢

این برای ͬ کنیم. م ارائه Ap,π فضای روی نرم محاسبه برای معادل رابطه ای بعدی گزاره در
نماد با را (π,E) ∈ Repp(G) مانند نمایش ͷی دوری های زیرنمایش همه مجموعه منظور

ͬ دهیم. م نشان Cycp,π(G)

زیر رابطه آنگاه .u ∈ Ap,π و باشد نمایش ͷی (π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .٧ . ۵ گزاره
است برقرار

∥u∥Ap,π = inf
{∑

n

∥tn∥∥sn∥ : u(x) =
∑
n

⟨ρn(x)tn, sn⟩, x ∈ G
}
, (۴ . ۵)

آن در که ͬ شود م محاسبه u برای ممͺن های نمایش همه روی اینفیمم )و
(ρn, Fn)

)
n∈N
⊆ Cycp,π(G), (tn)n∈N ⊆ Fn و (sn)n∈N ⊆ F ∗

n .

و x ∈ G کنید فرض ͬ دهیم. م نشان C با را (۴ . ۵) در موجود راست سمت اینفیمم برهان.
باشیم داشته

u(x) =
∑
n

⟨π(x)ξn, ηn⟩ و
∑
n

∥ξn∥∥ηn∥ <∞.
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ͬ دهیم م قرار ،n ∈ N هر برای حال

Fn = π(L۱(G))ξn
∥·∥E

, ρn : G→ B(Fn), ρn(x) = π(x)|Fn , x ∈ G,
tn = ξn, sn = ηn|Fn .

هستند. Cycp,π(G) در مشمول ((ρn, Fn))n∈N نمایش های خانواده آنگاه
،G گروه به متعلق x هر برای و C ≤

∑∞
n=۱ ∥tn∥∥sn∥ ≤

∑
n ∥ξn∥∥ηn∥ همچنین

دو (η)n∈N ⊂ E∗ و (ξ)n∈N ⊂ E چون .u(x) =
∑
n⟨ρn(x)tn, sn⟩ نوشت ͬ توان م

ϵ > کنید فرض عکس، نامساوی برای .C ≤ ∥u∥Ap,π داریم هستند، u دلخواه نمایش
و (tn)n∈N ⊆ Fn ،((ρn, Fn))n∈N ⊆ Cycp,π(G) های دنباله آنگاه باشد. دلخواه ۰

و (ρn, Fn) ⊂ (π,E) ،n ∈ N هر برای به طوری که هستند موجود (sn)n∈N ⊆ F ∗
n∑

n

∥tn∥∥sn∥ < C + ϵ, u(x) =
∑
n

⟨ρn(x)tn, sn⟩, x ∈ G.

تابعک به را sn ∈ F ∗
n تابعک ͬ توان م n ∈ N هر برای هان‐باناخ قضیه بردن کار به با حال

که ͬ شود م نتیجه بنابراین .∥ηn∥ = ∥sn∥ به طوری که داد توسیع ηn ∈ E∗

∥u∥Ap,π ≤
∑
n

∥tn∥∥ηn∥ =
∑
n

∥tn∥∥sn∥ < C + ϵ,

.∥u∥Ap,π ≤ C بنابراین و

این برای و ͬ دهیم م تعمیم را گذشته مطالعات در موجود مفاهیم از برخͬ بعدی مرحله در
هستیم. نماد چند معرفͬ نیازمند هدف

نمایش ͷی برای باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G و بوده ابرفیلتر ͷی U کنید فرض
تعریف زیر صورت به (πU , (E)U ) و (π∞, lp(E)) نمایش دو ،(π,E) ∈ Repp(G)

ͬ شوند م

π∞ : G→ B(lp(E)), π∞(x)((ξn)n) = (π(x)ξn)n, x ∈ G, (ξn)n ∈ lp(E),

(۵ . ۵)
πU : G→ B((E)U ), πU (x)((ξi)U ) = (π(x)ξi)U , x ∈ G, (ξi)U ∈ (E)U .

(۶ . ۵)

ͬ کنیم. م بیان را زیر کاربردی لم نمایش، دو این با ارتباط در حال
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را (πU , (E)U ) و (π∞, lp(E)) های نمایش ،(π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای .٨ . ۵ لم
برقرارند. زیر های گزاره بͽیرید. نظر در (۶ . ۵) و (۵ . ۵) در

‐QSLp روی پذیر وارون و طولپا عملͽرهای زیرفضای πU و π∞ نمایش های برد .١
دارند. تعلق Repp(G) مجموعه به ها نمایش این درنتیجه است، متناظرشان فضاهای

داریم را زیر روابط ،f ∈ L۱(G) مانند عضو ͷی برای .٢

π∞(f) = (π(f))∞ و πU (f) = (π(f))U .

هستند. L۱(G) برای اساسͬ های نمایش (πU , (E)U ) و (π∞, lp(E)) های نمایش .٣

ͬ شود م حاصل زیر روابط تحقق با ابتدایی گزاره برهان.

π∞(x)−۱ = π∞(x−۱) و πU (x)
−۱ = πU (x

−۱), x ∈ G.

به حال ͬ شود. م نتیجه مستقیماً (۶ . ۵) و (۵ . ۵) در ها نمایش تعریف از دوم گزاره همچنین
قرار بررسͬ مورد جداگانه را نمایش دو از کدام هر اینجا در ͬ پردازیم. م سوم گزاره اثبات

ͬ دهیم. م

:(π∞, lp(E)) نمایش
در است، اساسͬ نمایش ͷی (π,E) نمایش که آنجا از .(ξn)n ∈ lp(E) کنید فرض
موجود tn ∈ E و fn ∈ L۱(G) عضوهای n ∈ N طبیعͬ عدد هر و ϵ > ۰ هر برای نتیجه

که توجه کنید .M =
(∑

n
۱
np

) ۱
p
< ∞ و ∥π(fn)tn − ξn∥ < ϵ

nM به طوری که هستند
زیر محاسبات به توجه با است. همͽرا بالا در شده گفته سری p > ۱ چون

∥(π(fn)tn)n − (ξn)n∥p =
∞∑
n=۱
∥π(fn)tn − ξn∥p <

εp

Mp

∞∑
n=۱

۱
np

= ϵp,

دلخواه بردار فوق رابطه در که توجه کنید .∥(π(fn)tn)n−(ξn)n∥ < ϵ ͬ شود م نتیجه به سادگͬ
خورده تقریب دارد، قرار π∞(L۱(G))(lp(E)) فضای در که (π(fn)tn)n عضو توسط (ξn)n

است. (۵ . ۵) نمایش بودن اساسͬ معنͬ به این و است
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:(πU , (E)U ) نمایش
نماینده ͷی (ξi)i∈I ∈ L∞(I, E) که کنید فرض و (ξi)U ∈ (E)U کنید فرض
دلخواه عدد برای (π,E) نمایش بودن اساسͬ بنابر مجدداً باشد. ارزی هم کلاس این از
به طوری که هستند موجود ti ∈ E و fi ∈ L۱(G) عضوهای i ∈ I اندیس هر و ϵ > ۰
چون حال .∥(π(fi)ti)i − (ξi)i∥(E)U ≤

ϵ
۲ < ϵ داریم نتیجه در ،∥π(fi)ti − ξi∥ < ϵ

۲
گرفت نتیجه توان مͬ لذا ، ∥(ri)U∥(E)U ≤ ∥(ri)i∥∞ داریم (ri)i ∈ l∞(I, E) هر برای
به (π(fi)ti)U عضو که دلیل این به مشابه به طور که ،∥(π(fi)ti)U − (ξi)U∥(E)U < ϵ

ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه دارد، تعلق πU (L۱(G)((E)U ) فضای

ͬ آید. م به دست آسانͬ به زیر نتیجه بالا، لم از

اساسͬ نمایش ͷی (π∞U , (lp(E))U نمایش (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای .٩ . ۵ نتیجه
است. متعلق Repp(G) فضای به و بوده

اینجا در گرفت. نظر در [۵۶] در موجود ۶ · ۵ لم از مجددی بیان ͬ توان م را بعدی گزاره
بود. خواهند مفید آینده در که شود ارائه بیشتری جزئیات که است شده تلاش

برقرارند. زیر های گزاره آنگاه .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .١٠ . ۵ گزاره

روی PFp,π(G) جبر طبیعͬ نمایش به طوری که است موجود U مانند آزاد ابرفیلتر ͷی .١
ضعیف توپولوژی به نسبت و بوده طولپا و اساسͬ نمایش ͷی F = (lp(E))U فضای

است. پیوسته ضعیف‐ستاره و

است. برقرار PFp,π(G)∗ = Ap,π∞U
w∗

= Ap,π∞U
طولپای یͺسان ریختͬ .٢

سادگͬ جهت به (lp(E))U نماد جای به F نماد از موارد از برخͬ در اثبات این سراسر در برهان.
۵ گزاره اثبات از جزئیاتͬ است کافͬ اول، قسمت اثبات برای ͬ کنیم. م استفاده روابط بیان در
ابرفیلتری ٢ فصل از ۴۵ . ٢ قضیه بنابر کنیم. اضافه [۵۶] در ۶ · ۵ لم از اثبات به را [١٧] از
J̄ : B(E)∗ → نگاشت به طوری که است موجود I مانند گذاری اندیس مجموعه روی U مانند
،(E∗⊗̂E)∗ = B(E) چون اینجا در که کنید توجه است. طولپا نگاشت ͷی ،(E∗⊗̂E)U
[١٧] از ١ قضیه بنابر همچنین ͬ شود. م نتیجه (E∗⊗̂E)∗∗ = B(E)∗ طولپای یͺسان ریختͬ

ضابطه با P : F ∗⊗̂F → B(E)∗ نگاشت ابرفیلتر این برای

⟨T, P (s⊗ t)⟩ = lim
U

∑
n

⟨T (ti,n), si,n⟩, T ∈ B(E), s⊗ t ∈ F ∗⊗̂F,
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در .s = ((si,n)n)U ∈ F ∗ و t = ((ti,n)n)U ∈ F اینجا در است. قسمتͬ خارج
است. طولپا همریختͬ ͷی ،P ∗ : B(E)∗∗ → B(F ) یعنͬ P نگاشت دوگان نگاشت نتیجه
نگاشت واقع در که F = (lp(E))U روی PFp,π(G) ⊆ B(E) طبیعͬ نمایش نتیجه در
ضعیف‐ستاره و ضعیف توپولوژی به نسبت که است نگاشتͬ است، P ∗|PFp,π(G) = P ∗

r

است شده گفته خواص دارای زیر نگاشت تر، دقیق طور به است. پیوسته

P ∗
r : PFp,π(G)→ B(F ), P ∗

r (π(f)) = π∞U (f), f ∈ L۱(G).

زیر نمودار بنابر ،(٣)‐٨ . ۵ لم از کاربردی عنوان به

PFp,π(G)
P ∗
r // B(lp(E))U )

L۱(G)

π

OO

π∞U

77ppppppppppp

انقباضͬ π نگاشت که دلیل این به است. PFp,π(G) برای اساسͬ نمایش ͷی P ∗
r نگاشت

به آنگاه است، اساسͬ نمایش ͷی (٩ . ۵ نتیجه (بنابر π∞U نگاشت چون و است چͽال برد با
نگاشت این نتیجه در است. برقرار P ∗

r برای شده گفته ادعاهای ،P ∗
r ◦ π = π∞U رابطه دلیل

و ضعیف توپولوژی به نسبت به طوری که است PFp,π(G) برای طولپا و اساسͬ نمایش ͷی
قسمت برای .PFp,π(G) = PFp,π∞U

(G) داریم نتیجه در و است پیوسته ضعیف‐ستاره
نگاشت تحدید که (P ∗

r )
∗
r : F

∗⊗̂F → PFp,π(G)
∗ نگاشت دوم،

(P ∗
r )

∗ : B(F )∗ → PFp,π(G)
∗

و قسمتͬ خارج نگاشت ͷی نگاشت، این ͬ گیریم. م نظر در را است F ∗⊗̂F بسته زیرفضای به
طولپای یͺسان ریختͬ نگاشت بنابراین است. PFp,π(G)∗ فضای روی به پوشا

PFp,π(G)
∗ = (lp

′
(E∗))U ⊗̂(lp(E))U/ ker(P

∗
r )

∗
r

به منحصر عضو ϕ ∈ PFp,π(G)
∗ مانند عضو ͷی برای حالت این در ͬ شود. م حاصل

های دنباله ϵ > ۰ دلخواه عدد برای به طوری که است موجود τ ∈ F ∗⊗̂F/ ker(P ∗
r )

∗
r فرد

داریم و τ =
∑
k ξk ⊗ ηk به طوری که ͬ شوند م یافت (ηk)k ⊆ F ∗ و (ξk)k ⊆ F

∥ϕ∥ ≤
∑
k

∥ξk∥∥ηk∥ < ∥ϕ∥+ ϵ.
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داریم f ∈ L۱(G) عضو هر برای این، بر علاوه

⟨π(f), ϕ⟩ =
∑
k

⟨P ∗
r ◦ π(f)ξk, ηk⟩ =

∑
k

⟨π∞U (f)ξk, ηk⟩ = ⟨π∞U (f), u⟩, (٧ . ۵)

است زیر صورت به u تابع آن در که

u(x) =
∑
k

⟨π∞U (x)ξk, ηk⟩ ∈ Ap,π∞U , x ∈ G.

حال است. u و f عضو دو بین L۱−L∞ دوگانͬ رابطه بیانگر ⟨π∞U (f), u⟩ نماد بالا روابط در
نمایش با متناظر Ψp,π∞U

نگاشت دیدیم، ۶ . ۵ ملاحظه از (١) قسمت در که آنچه با متناسب
داریم ͬ گیریم. م نظر در را (π∞U , F )

Ap,π∞U
= (Lp

′
(E∗))U ⊗̂(Lp(E))U/ kerΨπ,π∞U

. (٨ . ۵)

که است امر این بیانگر (٧ . ۵) رابطه چون و PFp,π(G) = PFp,π∞U
(G) یͺسان ریختͬ بنابر

مطلوب یͺسان ریختͬ (٨ . ۵) رابطه هستند، یͺسان Ψp,π∞U و (P ∗
r )

∗
r های نگاشت پوچ فضای

ͬ دهد. م نتیجه را

Ap,π = Ap,π∞ طولپای یͺسان ریختͬ آنگاه .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .١١ . ۵ گزاره
است. موجود

های دنباله آنگاه باشد. دلخواه ϵ > ۰ عدد و u ∈ Ap,π∞ عضو کنید فرض برهان.
به طوری که هستند موجود ((ηn,m)n)m ⊆ lp(E)∗ = lp

′
(E∗) و ((ξn,m)n)m ⊆ lp(E)

u(x) =
∑
m

⟨π∞(x)(ξn,m)n, (ηn,m)n⟩ =
∑
m,n

⟨π(x)ξn,m, ηn,m⟩ (٩ . ۵)

رابطه به هولدر نامساوی از استفاده با و

∥u∥π∞ + ϵ >
∑
m

∥(ξn,m)n∥∥(ηn,m)n∥ ≥
∑
n,m

∥ξn,m∥∥ηn,m∥ (١٠ . ۵)

نرمͬ نامساوی (١٠ . ۵) رابطه بنابر و u ∈ Ap,π که ͬ شود م نتیجه (٩ . ۵) رابطه از ͬ رسیم. م
∞Ap,πاست. ⊆ Ap,π انقباضͬ شمول برقرار معنͬ به این و است برقرار ∥u∥p,π ≤ ∥u∥p,π∞
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و u ∈ Ap,π کنید فرض امر این برای است. انقباضͬ نیز برعکس شمول که دهیم نشان باید
که ͬ گیریم م نظر در طوری را (sn)n ⊆ E∗ و (tn)n ⊆ E بردارهای ϵ > ۰ دلخواه عدد برای
قرار اگر حال .∥u∥+ ϵ >

∑
n ∥tn∥∥sn∥ و u(x) =

∑
n⟨π(x)tn, sn⟩ ،x ∈ G هر برای

دهیم

ξn = ∥tn∥−۱+ ۱
p ∥sn∥

۱
p tn, ηn = ∥sn∥

−۱+ ۱
p′ ∥tn∥

۱
p′ sn

داریم این بر علاوه .(ηn)n ∈ lp
′
(E∗) و (ξn)n ∈ lp(E) که ͬ شود م نتیجه آنگاه

(∑
n

∥ξn∥p
) ۱
p
=

(∑
n

∥tn∥∥sn∥
) ۱
p
<

(
∥u∥π + ϵ

) ۱
p

(∑
n

∥ηn∥p
′) ۱
p′ =

(∑
n

∥tn∥∥sn∥
) ۱
p′ <

(
∥u∥π + ϵ

) ۱
p′

و

u(x) = ⟨π∞(x)(ξn)n, (ηn)n⟩ =
∑
n

⟨π(x)ξn, ηn⟩ =
∑
n

⟨π(x)tn, sn⟩, x ∈ G.

.∥u∥π∞ ≤ ∥(ξn)n∥∥(ηn)n∥ < ∥u∥π + ϵ ،u ∈ Ap,π∞ هر برای که ͬ کند م ایجاب این و

یͺسان ریختͬ ،G فشرده موضعاً گروه از (π,E) ∈ Repp(G) نمایش برای .١٢ . ۵ نتیجه
است. برقرار PFp,π(G)∗ = Ap,πU طولپای

است. واضح اثبات برهان.

کنیم. مͬ ارائه را نتایج برخͬ ادامه در .١٣ . ۵ تذکر

به نسبت و اساسͬ طولپا، نمایش ͷی PFp,π(G) فضای برای (π∞U , F ) نمایش .١
داریم لذا است، پیوسته ضعیف‐ستاره و ضعیف توپولوژی

PFp,π(G) = PFp,π∞U
(G).
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(π∞U , (lp(E))U نمایش( چون باشد، نمایشp‐جامع ͷی (π,E)نمایش که حالتͬ در .٢
است، [۵۶] در آنچه با اینجا در موجود های نمادگذاری است، p‐جامع نمایش ͷی نیز

دارد. مطابقت

ͬ کنیم م Bp,πاستفاده نماد Ap,πUاز نماد جای به و کرده پیروی [٧] از نمادگذاری در ما .٣
این ١٠ . ۵ گزاره بنابر که ͬ نامیم م اشتیل یس π‐فوریه فضای p‐صورت را فضا این و
یعنͬ ،Repp(G) در (π,E) نمایش با متناظر توابع p‐شبه جبر دوگان فضای فضا،

است زیر صورت به دوگانͬ رابطه فضا دو این بین است. PFp,π(G) فضای

⟨π(f), u⟩ =
∫
G
u(x)f(x)dx, f ∈ L۱(G), u ∈ Bp,π,

داریم همچنین

∥u∥ = sup
∥f∥π≤۱

|⟨π(f), u⟩| = sup
∥f∥π≤۱

|
∫
G
u(x)f(x)dx|, u ∈ Bp,π,

∥f∥π = sup
∥u∥≤۱

|⟨π(f), u⟩| = sup
∥u∥≤۱

|
∫
G
u(x)f(x)dx|, f ∈ L۱(G).

چپ منظم نمایش از که حالتͬ در .PFp,π(G)∗ = Ap,πU = Bp,π نتیجه در
بریم.١  ͬ م کار به  را PFp(G)∗ نماد غالباً ͬ کنیم، م استفاده (π,E) = (λp,G, L

p(G))

Bp,π ⊆ Bp(G) شمول (π,E) ∈ Repp(G) نمایش هر برای که است واضح .۴
یͺسان ریختͬ به شمول این آنگاه باشد، p‐جامع (π,E) نمایش اگر و است انقباضͬ

ͬ شود. م تبدیل طولپا

نشاندن ابرفیلتر، این برای که است صورتͬ به U ابرفیلتر انتخاب نحوه که توجه کنید .۵
است. خوش تعریف Ap,π∞U

فضای نتیجه در و است طولپا B(E)∗ ⊆ (E∗⊗̂E)U

B(E)∗ ⊆ نشاندن آن برای مشابه به طور که باشد دیͽری ابرفیلتر V اگر این، بر علاوه
بیانگر بالا تساوی .Ap,πU = PFp,π(G)

∗ = Ap,πV آنگاه است، طولپا (E∗⊗̂E)V

است. شده استفاده گذشته مراجع تمامی در PFp(G) := PFp,λp,G
نماد از .1
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با آزاد ابرفیلتر انتخاب از مستقل خاص، فضای این از ما تعریف که است حقیقت این
است. خوش تعریف و بوده بالا در شده ذکر ویژگͬ

هستند برقرار زیر انقباضͬ های شمول G فشرده موضعاً گروه برای .۶

PFp(G)
∗ = Bp,λp ⊆ Bp(G) ⊆M(Ap(G)).

یͺسان ریختͬ به ها شمول این همه باشد پذیر میانگین G گروه که حالتͬ در همچنین
ͬ شوند. م تبدیل طولپا

گسترش قضیه ٣ . ۵
های ویژگͬ از ͬͺی که ͬ کنیم م اثبات و بیان را کتاب این نتایج مهمترین از ͬͺی بخش این در
به مربوط اولیه سوالات از ͬͺی ͬ شود. م محسوب اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت بنیادین
بر که اشتیل یس فوریه جبرهای از تابع ͷی گسترش زمانͬ چه که است این جبرها از دسته این
است. متعلق اشتیل یس فوریه جبر به مجدداً گروه، کل به است شده تعریف زیرگروه ͷی روی
مجموعه از G۰ زیرمجموعه برای داریم. احتیاج زیر نمادگذاری به سوال این به پاسخͽویی برای
زیر طریق به G مجموعه کل به u تابع گسترش ،u◦ تابع از منظور u : G۰ → C تابع و G

است

u◦ =

{
u G۰ روی
۰ صورت این غیر در .

ͬ کنیم. م بیان را G گروه و G۰ زیرگروه های نمایش بین رابطه بعد، لم در

نمایش تحدید که (πG۰ , E) دوتایی آنگاه .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .١۴ . ۵ لم
هر برای این، بر علاوه دارد. تعلق Repp(G۰) مجموعه به است G۰ باز زیرگروه به (π,E)

برقرارند زیر روابط g ∈ L۱(G) تابع هر و f ∈ L۱(G۰) تابع

πG۰(f) = π(f◦), و πG۰(g|G۰) = π(gχG۰). (١١ . ۵)

f ∈ L۱(G۰) کنید فرض دوم، قسمت برای .(πG۰ , E) ∈ Repp(G۰) داریم وضوح به برهان.
اعضای برای ͬ دهند. م نشان را شده بیان ادعای صحت زیر ساده محاسبات آنگاه .g ∈ L۱(G) و

داریم η ∈ E∗ و ξ ∈ E

⟨πG۰(f)ξ, η⟩ =
∫
G۰
f(x)⟨πG۰(x)ξ, η⟩dx



آنها همریختی هاي و فوریه نوع از جبرهاي 206

=

∫
G۰
f(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx

=

∫
G
f◦(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx

= ⟨π(f◦)ξ, η⟩,

و

⟨πG۰(g|G۰)ξ, η⟩ =
∫
G۰
g|G۰(x)⟨πG۰(x)ξ, η⟩dx

=

∫
G۰
g|G۰(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx

=

∫
G
g(x)χG۰(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx

= ⟨π(gχG۰)ξ, η⟩.

داریم نتیجه در

⟨πG۰(f)ξ, η⟩ = ⟨π(f
◦)ξ, η⟩, (١٢ . ۵)

⟨πG۰(g|G۰)ξ, η⟩ = ⟨π(gχG۰)ξ, η⟩. (١٣ . ۵)

موجود روابط آنگاه برقرارند، (١٣ . ۵) و (١٢ . ۵) روابط η ∈ E∗ و ξ ∈ E هر برای چون حال
هستند. صادق (١١ . ۵) در

G گروه های نمایش با متناظر توابع p‐شبه جبرهای که مهم نگاشت چند ارائه به ادامه در
ͬ پردازیم. م ͬ کنند، م مرتبط هم به را G۰ زیرگروه و

(π,E) ∈ و بوده آن باز زیرگروه ͷی G۰ و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .١۵ . ۵ گزاره
هستند. برقرار زیر های گزاره آنگاه .Repp(G)

نگاشت .١

SπG۰ : PFp,πG۰ (G۰)→ PFp,π(G), SπG۰ (πG۰(f)) = π(fχG۰), f ∈ L
۱(G۰),

داریم را زیر طولپای یͺسان ریختͬ و است طولپا همریختͬ ͷی

PFp,πG۰ (G۰) = {π(f) : f ∈ L۱(G), supp(f) ⊆ G۰}
∥·∥B(E) ⊆ PFp,π(G).
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تحدید خطͬ عملͽر .٢

Rπ : Bp,π → Bp,πG۰ , Rπ(u) = u|G۰ u ∈ Bp,π,

است. قسمتͬ خارج نگاشت ͷی و بوده SπG۰ نگاشت دوگان نگاشت

گسترش نگاشت .٣

Eπ : Bp,πG۰ → Bp,π, Eπ(u) = u◦, u ∈ Bp,πG۰ ,

است. طولپا همریختͬ ͷی

است. انقباضͬ نگاشت ͷی R : Bp(G)→ Bp(G۰) تحدید نگاشت .۴

انقباضͬ های شمول باشد، p‐جامع نمایش ͷی (π,E) مفروض نمایش که حالتͬ در .۵
اگر همچنین است. برقرار PFp(G۰)∗ ⊆ Bp,πG۰ ⊆ Bp(G۰) ⊆ M(Ap(G۰))

باناخ فضاهای طولپای های یͺسان ریختͬ آنگاه باشد، پذیر میانگین G۰ باز زیرگروه
است. برقرار PFp(G۰)∗ = Bp,πG۰ = Bp(G۰) =M(Ap(G۰))

زیرفضای شامل آن برد و بوده طولپا همریختͬ ͷی SπG۰ نگاشت ١۴ . ۵ لم بنابر .١ برهان.
PFp,πG۰ (G۰) جبر نتیجه در است. {π(f) : f ∈ L۱(G), supp(f) ⊆ G۰} چͽال

بسته زیرجبر و

{π(f) : f ∈ L۱(G), supp(f) ⊆ G۰}
∥·∥B(E) ,

هستند. یͺسان ریخت PFp,π(G) فضای از

و u ∈ Bp(G) کنید فرض ͬ شوند. م حاصل زیر محاسبات از S∗πG۰
= Rπ تساوی .٢

داریم آنگاه .f ∈ L۱(G۰)

⟨S∗πG۰
(u), πG۰(f)⟩ = ⟨u, SπG۰ (πG۰(f))⟩

= ⟨u, π(f◦)⟩
= ⟨u|G۰ , πG۰(f)⟩
= ⟨Rπ(u), πG۰(f)⟩.

است. قسمتͬ خارج نگاشت ͷی SπG۰ ͬ شود م نتیجه ،S∗πG۰
= Rπ چون حال
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نگاشت پوشایی دلیل به که توجه کنید است، طولپا Eπ نگاشت دهیم نشان آنکه از قبل .٣
طولپای یͺسان ریختͬ Rπ

Bp,πG۰ = PFp,πG۰ (G۰)
∗ = PFp,π(G)

∗/PF⊥
p,πG۰

= Bp,π/PF
⊥
p,πG۰

این، بر علاوه است. انقباضͬ نگاشت ͷی Eπ نگاشت وضوح به ͬ شود. م حاصل

∥u∥ = ∥Rπ(Eπ(u))∥ ≤ ∥Eπ(u)∥ ≤ ∥u∥.

ͬ دهد. م نتیجه را نظر مورد نگاشت طولپایی این

فضای به Bp(G) فضای از تحدید نگاشت که ͬ دانیم م گزاره همین از (٢) قسمت از .۴
نگاشت که ͬ شود م نتیجه ١٣ . ۵ گزاره (۴) قسمت از و است انقباضͬ و پوشا Bp,πG۰
حاصل نظر مورد نتیجه و است انقباضͬ Bp(G۰) فضای به Bp,πG۰ فضای از همانͬ

ͬ شود. م

.u ∈ PFp(G۰)∗ و باشد p‐جامع نمایش ͷی (π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .۵
شمول (۶)‐١٣ . ۵ ملاحظه بنابر طرفͬ از ،u◦ ∈ PFp(G)∗ (٣) قسمت بنابر آنگاه
مطلوب نتیجه R(u◦) = u که دلیل این به و است انقباضͬ PFp(G)∗ ⊆ Bp(G)

است، پذیر میانگین G۰ باز زیرگروه که حالتͬ برای .u ∈ Bp,πG۰ و ͬ آید م به دست
و است برقرار ،PFp(G۰)∗ = Bp(G۰) طولپای یͺسان ریختͬ شده یاد ملاحظه بنابر

ͬ شود. م PFp(G۰)∗ = Bp,πG۰ = Bp(G۰) یͺسان ریختͬ به منجر این

قبل گزاره در Eπ نگاشت بودن انقباضͬ و خوش تعریفͬ ͬ توان م نیز دیͽر طریق به .١۶ . ۵ تذکر
بͽیرید نظر در را زیر نگاشت گرفت. نتیجه را

Eπ : PFp,π(G)→ PFp,πG۰ (G۰), Eπ(π(f)) = πG۰(f |G۰), f ∈ L۱(G).

و خوش تعریف Eπ نگاشت نتیجه در . (Eπ)∗ = Eπ و است انقباضͬ Eπ نگاشت آنگاه
است. انقباضͬ

به مربوط تحقیقات در کاربردی نتابج از ͬͺی و بوده قبل گزاره از ای نتیجه بعدی، گزاره
است. اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت

آنگاه باشد. آن از باز زیرگروه ͷی G۰ و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .١٧ . ۵ گزاره
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u ∈M(Ap(G۰)) برای که EMM :M(Ap(G۰))→M(Ap(G)) توسیع نگاشت .١
است. طولپا نگاشت ͷی ͬ شود، م تعریف EMM (u) = u◦ صورت به

گسترش نگاشت و دارد تعلق M(Ap(G)) به u◦ عضو u ∈ Bp(G۰) هر برای .٢
است. انقباضͬ u 7→ u◦ ضابطه با EBM : Bp(G۰)→M(Ap(G))

u◦ ∈ داریم u ∈ Bp(G۰) هر برای آنگاه باشد، هم پذیر میانگین G۰ باز زیرگروه اگر .٣
است. طولپا EBB : Bp(G۰)→ Bp(G) آن با متناظر گسترش نگاشت و Bp(G)

و u◦ ∈ Cb(G) که ͬ دانیم م .u ∈ M(Ap(G۰)) ⊆ Cb(G۰) کنید فرض .١ برهان.
عضو هر برای است، خوش تعریف Ap(G) فضای به Ap(G۰) از توسیع نگاشت چون
M(Ap(G)) عضو u◦ نتیجه در .u◦ · v = (u · v|G۰)

◦ داریم v ∈ Ap(G) دلخواه
زیر های نگاشت بودن انقباضͬ به توجه با ها، نرم تساوی است.

E : Ap(G۰)→ Ap(G), E(u) = u◦, u ∈ Ap(G۰),

R : Ap(G)→ Ap(G۰), R(u) = u|G۰ , u ∈ Ap(G),

داریم شد. خواهد حاصل است پوشا R تحدید نگاشت که آنجا از

∥u◦v∥ = ∥(uv|G۰)
◦∥ = ∥E(uv|G۰)∥ ≤ ∥uv|G۰∥ ≤ ∥u∥∥v∥

همچنین .∥u◦∥ ≤ ∥u∥ ͬ دهد م نتیجه این و

∥uv∥ = ∥(uv)◦|G۰∥ = ∥R((uv)
◦)∥ ≤ ∥(uv)◦∥.

را ∥u◦∥M(Ap(G)) = ∥u∥M(Ap(G۰)) نرمͬ تساوی این و ،∥u∥ ≤ ∥u◦∥ نتیجه در
ͬ کند. م تضمین

گزاره همین از (١) قسمت و ١۵ . ۵ گزاره در موجود (۵) شمول از ͬ توان م را قسمت این .٢
گرفت. نتیجه

(و ١۵ . ۵ گزاره از (۵) قسمت بنابر نتیجه در است پذیر میانگین G۰ باز زیرگروه چون .٣
ͬ آید. م به دست مطلوب نتیجه (١٣ . ۵ ملاحظه از (۶) قسمت طریق از مستقیماً یا
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آفین تکه ای طور به های نگاشت توسط فوریه نوع از جبرهای روی که وزنͬ های همریختͬ
این محققان توجه مورد همواره ͬ شوند، م تعریف فشرده موضعاً ͬͺتوپولوژی گروه دو بین که
فوریه و فوریه جبرهای برای [۴٠] در ͬ هایی همریخت چنین مثال عنوان به است. بوده زمینه
به ما کتاب این در اند. شده مطالعه فیͽا‐تالامانکا‐هرتس جبر برای [٣٧] در و اشتیل یس
منظور این به ͬ پردازیم. م اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت روی ͬ هایی همریخت چنین بررسͬ
خوش تعریفͬ باید ابتدا در واقع در گیرد. قرار بررسͬ مورد نگاشتͬ چنین خوش تعریفͬ باید

کنیم بررسͬ را زیر همریختͬ

Φα : Bp(G)→ Bp(H), Φα(u) = (u ◦ α)◦, u ∈ Bp(G).

است. آفین تکه ای نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G نگاشت مساله این در
ͬ کند. م مهیا را ١٩ . ۵ قضیه در اثبات ابزار بعدی لم

.(π,E) ∈ Repp(G) و باشند فشرده موضعاً های گروه H و G کنید فرض .١٨ . ۵ لم

چپ انتقال نگاشت x ∈ G عضو هر برای .١

Lx : Bp(G)→ Bp(G), Lx(u)(y) = u(xy), u ∈ Bp(G), y ∈ G,

است. طولپا یͺریختͬ ͷی

مجموعه به (π ◦ β,E) دوتایی β : H → G مانند پیوسته همریختͬ ͷی برای .٢
و خوش تعریف Φβ : Bp(G)→ Bp(H) وزنͬ همریختͬ و است متعلق Repp(H)

است. انقباضͬ

حاصل نگاشت این بودن پذیر وارون ،(Lx)−۱ = Lx−۱ رابطه از x ∈ G برای .١ برهان.
نتیجه Lx−۱ و Lx نگاشت دو بودن انقباضͬ از Lx نگاشت طولپایی به سادگͬ ͬ شود. م

ͬ شود. م

صورت این در باشد، G گروه برای p‐جامع نمایش ͷی (π,E) نمایش کنید فرض .٢
آنها همریختͬ از همچنین و (π,E) نمایش و β : H → G نگاشت پیوستگͬ دلیل به
فضای توی به نمایش این که توجه کنید .(π ◦ β,E) ∈ Repp(H) ͬ شود م نتیجه
عملͽر h ∈ H برای تر، دقیق طور به است. طولپا و پذیر وارون عملͽرهای همه
در است. π ◦ β(h−۱) وارون با پذیر وارون و خطͬ عملͽر ͷی ،π ◦ β(h) : E → E



211 فوریه اشتیل یس جبرهاي P-صورت روي کراندار P-کاملاً وزنی همریختی هاي .5 فصل

آنگاه باشد، u(x) = ⟨π(x)ξ, η⟩صورت به ،x ∈ G هر برای u ∈ Bp(G) اگر نتیجه
است زیر صورت به و u ◦ β ∈ Bp(H)

u ◦ β(h) = ⟨π ◦ β(h)ξ, η⟩, h ∈ H.

Bp,π◦β اشتیل یس π‐فوریه فضای p‐صورت در مشمول همریختͬ، این برد واقع در
است.

آفین تکه ای نگاشت ͷی برای اینجا در است. کتاب این در مهم نتایج از ͬͺی بعدی قضیه
با Φα : Bp(G)→ Bp(H) همریختͬ ͬ دهیم م نشان ،α : Y ⊆ H → G مانند پیوسته و

تعریف

Φα(u) =

{
u ◦ α Y روی
۰ صورت این غیر در

ͬ دهیم. م ارائه آن نرم برای کرانͬ و است کراندار و خوش تعریف

مجموعه از α نگاشت و باشند فشرده موضعاً گروه های H و G کنید فرض .١٩ . ۵ قضیه
k = ۱, . . . , nبرای آن در که باشد پیوسته و آفین تکه ای نگاشت ͷیG به Y = ∪nk=۱Yk ⊆ H
متعلق Ωam-۰(H) میانگین پذیر و باز همدسته های همه حلقه به Yk هم از جدا مجموعه های
وزنͬ همریختͬ نتیجه در و (u ◦ α)◦ ∈ Bp(H) داریم ،u ∈ Bp(G) هر برای آنگاه هستند.

است. کراندار و خوش تعریف Φα : Bp(G)→ Bp(H)

ͬ کنیم. م تقسیم بخش دو به را اثبات اینجا در برهان.

و آفین نگاشت ͷی α : Y = y۰H۰ ⊆ H → G نگاشت که ͬ کنیم م فرض ابتدا در اول: گام
ͷی H۰ آن در که بوده α با متناظر همریختͬ β : H۰ → G نگاشت کنید فرض باشد. پیوسته
و α آفین نگاشت بین رابطه کنید). مراجعه ٣ فصل (به است H از میانگین پذیر و باز زیرگروه

است زیر قرار به β همریختͬ

β(h) = α(h۰)
−۱α(h۰h), h ∈ H۰. (١۴ . ۵)

Φβ : Bp(G)→ Bp(H۰) وزنͬ همریختͬ u 7→ u ◦ β نگاشت ،١٨ . ۵ لم (٢) قسمت بنابر
بͽیرید. نظر در را Lα(y۰) : Bp(G)→ Bp(G) چپ انتقال نگاشت y۰ عضو برای است.

آنگاه

(u ◦ α)◦ = EBB ◦ Φβ ◦ Lα(y۰), u ∈ Bp(G)
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نگاشت اینجا در شود. مͬ حاصل ١٧ . ۵ گزاره (٣) قسمت از استفاده با مطلوب نتیجه و
حقیقت این اخیر، رابطه از استفاده با است. EBB : Bp(H۰)→ Bp(H) صورت به گسترش
ͬ شود. م نتیجه است، متعلق Bp(H) فضای به u ◦ α : Y۰ ⊆ H → G تابع گسترش که
است، طولپا و انقباضͬ های نگاشت ترکیب Φα نگاشت که دلیل این به وضوح به همچنین

است. انقباضͬ نگاشت این که ͬ شود م نتیجه
پیوسته و آفین تکه ای نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G نگاشت کنید فرض حال :٢ گام
هم از جدا های مجموعه k = ۱, . . . , n و n ∈ N برای نگاشتها، نوع این تعریف بنابر باشد.
طوری که به هستند موجود αk : Aff(Yk) ⊆ H → G آفین های نگاشت و Yk ∈ Ωam-۰(H)

.(u ◦ αk)◦ ∈ Bp(H) ͬ دانیم م اثبات، این اول گام αk|Yk.بنابر = α|Yk و Y = ∪nk=۱Yk,
حقیقت این و ۴ . ۵ نتیجه بنابر و ،(u ◦ αk)◦ =

∑n
k=۱(u ◦ αk)◦ · χYk رابطه بنابر حال

همچنین ͬ شود. م حاصل مطلوب نتیجه χYk ∈ Bp(H) و است جبر ͷی Bp(H) فضای که
داریم

∥(u ◦ α)◦∥ ≤ ∥u∥
n∑
k=۱

۲mYk ,

است. ۴ . ۵ نتیجه همانند mYk
مقدار اینجا در

ͬ شود. م نتیجه ∥Φα∥ ≤
∑n
k=۱ ۲

mYk مهم نامساوی اخیر، نامساوی از حال

از (٣) قسمت از G فشرده موضعاً گروه از G۰ میانگین پذیر و باز زیرگروه برای .٢٠ . ۵ تذکر
موجود توابع دسته آن تحدید از متشͺل Bp(G۰) فضای که گرفت نتیجه ͬ توان م ١٧ . ۵ گزاره
هنگام نتیجه در ͬ شوند. م صفر مجموعه این از خارج که است G۰ زیرگروه به Bp(G) در
برای p‐جامع نمایش که کرد فرض ͬ توان م اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت با کردن کار
زیرگروه به G گروه از p‐جامع نمایش ͷی تحدید ،G گروه از G۰ پذیر میانگین و باز زیرگروه

است. G۰

p‐صورت روی وزنͬ، های همریختͬ کرانداری p‐کاملا́ مفهوم مطالعه به ادامه در
شده ارائه p‐عملͽری فضای ساختار از اقدام، این در ͬ پردازیم. م اشتیل یس فوریه جبرهای
گذشته فصل دو در شده انجام پی ریزی به توجه با فصل این در ͬ کنیم. م استفاده ۴ فصل در
های نگاشت توسط که ͬ پردازیم م هایی همریختͬ برای کرانداری p‐کاملا́ مفهوم مطالعه به
معمول که ها همریختͬ این شده اند. تولید α : Y ⊆ H → G مانند پیوسته و سره آفین تکه ای

ͬ شوند م بیان زیر صورت به شوند، داده نشان Φα نماد با است

Φα : Bp(G)→ Bp(H),
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Φαu =

{
u ◦ α, Y روی
۰ صورت این غیر در , u ∈ Bp(G). (١۵ . ۵)

همریختͬ آنگاه باشد، سره آفین نگاشت ͷی α نگاشت اگر که ͬ دهیم م نشان تر، دقیق طور به
است، سره آفین تکه ای α نگاشت که حالتͬ در و بوده انقباضͬ p‐کاملا́ همریختͬ ͷی Φα
به دست نتایج بنابر هدف، این برای است. کراندار p‐کاملا́ همریختͬ ͷی (١۵ . ۵) همریختͬ
در کنیم. محدود H گروه از میانگین پذیر های زیرگروه به را خود مجبوریم ٣ . ۵ بخش در آمده
p‐صورت روی به که خاص عملͽرهای از برخͬ کرانداری p‐کاملا́ فصل این از ۴ . ۵ بخش
بخش در همچنین .(٢٢ . ۵ (قضیه ͬ کنیم م بررسͬ را اند شده تعریف اشتیل یس فوریه جبرهای
کتاب این اهداف بزرگترین از ͬͺی به و ͬ گیریم م کار به را قبل بخش در آمده به دست نتایج ۵ . ۵
جبرهای برای ایلͬ توسط که [٣٧] در موجود نتایج بعد بخش در واقع در ͬ پوشانیم. م عمل جامه
تعمیم اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت برای را است آمده به دست فیͽا‐تالامانکا‐هرتس

ͬ دهیم. م

Bp(G) فضای روی کراندار p‐کاملا́ خاص عملͽرهای ۴ . ۵

‐p جبرهای و اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت اساسͬ های ویژگͬ گذشته بخش های در
با کار برای مهم و ضروری ابزارهای کردن مهیا به بخش این در شدند. داده نشان توابع شبه
زیرگروه برای اول گزاره در نخست، گام در ͬ پردازیم. Bp(G)م روی بر شده تعریف عملͽرهای
گروه Gو گروه p‐جامع های نمایش بین رابطه ،G فشرده موضعاً گروه ͷی Nاز بسته و نرمال
شناخته قسمتͬ خارج نگاشت هدف، این برای ͬ کنیم. م اثبات و بیان را G/N قسمتͬ خارج
نگاشت واقع در که بͽیرید نظر در ،x ∈ G هر برای را q : G→ G/N, q(x) = xN, شده
است. پیوسته و پوشا باز، نگاشت این حالت این در که ͬ دانیم م و است طبیعͬ قسمت خارج

بسته و نرمال زیرگروه ͷی N ⊆ G و فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٢١ . ۵ گزاره
صورت این در باشد.

Repp(G) مجموعه به (ρ◦q, F ) نمایش (ρ, F ) ∈ Repp(G/N) نمایش هر ازای به .١
است. برقرار PFp,ρ(G/N) = PFp,ρ◦q(G) طولپای یͺسان ریختͬ و بوده متعلق

(π̃K ,K) ∈ Repp(G/N) مانند نمایش ͷی (π,E) ∈ Repp(G) مانند نمایش هر .٢
.(π̃K ◦ q,K) ⊆ (π,E) به طوری که ͬ کند م تولید
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G/N گروه برای (ρ, F ) مانند p‐جامع نمایش هر (٢) قسمت نمادگذاری به توجه با .٣
نمایش ͷی توسط نمایش این که است، (π̃K ,K) نمایش در مشمول

است. شده تولید G گروه از (π,E) p‐جامع

نگاشت .۴

Φq : Bp(G/N)→ Bp,π̃◦q, Φq(u) = u ◦ q, u ∈ Bp(G/N),

است. طولپا نگاشت ͷی

پیوسته همریختͬ ͷی q نگاشت چون .(ρ, F ) ∈ Repp(G/N) کنید فرض .١ برهان.
نظر در را زیر تعریف با P نگاشت حال .(ρ ◦ q, F ) ∈ Repp(G) داریم لذا است،

بͽیرید

P : L۱(G)→ L۱(G/N), Pf(xN) =

∫
N
f(xn)dn, xN ∈ G/N.

است برقرار زیر رابطه ψ ∈ F ∗ و ζ ∈ F هر برای

⟨ρ ◦ q(x)ζ, ψ⟩ = ⟨ρ(xN)ζ, ψ⟩, x ∈ G. (١۶ . ۵)

داریم f ∈ L۱(G) تابع هر و u : G/N → C مانند پیوسته تابع هر برای همچنین

P ((u ◦ q) · f) = u · Pf,

که ͬ شود م نتیجه و

⟨ρ ◦ q(f)ζ, ψ⟩ = ⟨ρ(Pf)ζ, ψ⟩, f ∈ L۱(G). (١٧ . ۵)

هستند، دلخواه (١٧ . ۵) و (١۶ . ۵) روابط در ψ ∈ F ∗ و ζ ∈ F اعضای چون حال
داریم

ρ ◦ q(x) = ρ(xN), و ρ ◦ q(f) = ρ(Pf), x ∈ G, f ∈ L۱(G).
(١٨ . ۵)

فضاهای طولپای یͺسان ریختͬ معنͬ به (١٨ . ۵) رابطه P نگاشت پوشایی به توجه با
است. PFp,ρ◦q(G) = PFp,ρ(G/N) باناخ
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ͷی نیز خود که E فضای از K بسته زیرفضای .(π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض .٢
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را است QSLp‐فضا

K =
{
ξ ∈ E : π(n)ξ = ξ, ∀ n ∈ N

}
.

x ∈ G هر برای که ͬ کنیم م ادعا یعنͬ است؛ پایا π عملͽر Kتحت فضای ͬ دهیم م نشان
همچنین .π(x)ξ ∈ K داریم ξ ∈ K هر و

π(n)(π(x)ξ) = π(nx)ξ = π(xn′)ξ = π(x)(π(n′)ξ) = π(x)ξ.

برای ͬ دهد م نتیجه (که است Nنرمال بسته زیرگروه که حقیقت این از بالا محاسبات در
استفاده است، شده انتخاب K فضای از ξ بردار و ( nx = xn′ داریم n′ ∈ N ͷی
،n ∈ N ،f ∈ L۱(G) هر برای همچنین، .π(G)K ⊆ K داریم نتیجه در کردیم.

داریم η ∈ K∗ و ξ ∈ K

⟨π(n)π(f)ξ, η⟩ =
∫
G
f(x)⟨π(n)π(x)ξ, η⟩dx

=

∫
G
f(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx = ⟨π(f)ξ, η⟩.

ξ ∈ K بودن دلخواه دلیل به و n ∈ N و f ∈ L۱(G) گرفتن نظر در ثابت با نتیجه در
گرفتن نظر در دلخواه با حال ͬ رسیم. م π(n)π(f)ξ = π(f)ξ تساوی به η ∈ K∗ و

.π(L۱(G))K ⊆ K نتیجه در و π(f)ξ ∈ K داریم n
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به را (πK ,K) دوتایی حال

πK : G→ B(K), πK(x) = π(x)|K .

وضوح به شد. استفاده بالا عملͽر خوش تعریفͬ برای K پایایی از که توجه کنید
ͬ دهیم م قرار حال .(πK ,K) ⊆ (π,E) و (πK ,K) ∈ Repp(G)

π̃K : G/N → B(K), π̃K(xN) = πK(x), xN ∈ G/N.

Repp(G/N) مجموعه به و بوده خوش تعریف (π̃K ,K)دوتاییK فضای تعریف بنابر
πK(y−۱x) = IK نتیجه در و y−۱x ∈ N آنگاه xN = yN اگر واقع، در دارد. تعلق

.(π̃K ◦ q,K) = (πK ,K) ⊆ (π,E) همچنین .πK(x) = πK(y) نهایتاً و
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با باشد. G/N برای p‐جامع نمایش ͷی (ρ, F ) ∈ Repp(G/N) کنید فرض .٣
این نتیجه در و (ρ ◦ q, F ) ∈ Repp(G) که ͬ شود م نتیجه (١) قسمت از استفاده
از (π,E) مانند p‐جامع نمایش ͷی در طولپا) ارزی هم ͷی حد (در مشمول نمایش
و ρ ◦ q(x) = π(x)|F ،f ∈ L۱(G) و x ∈ G برای و ،F ⊆ E یعنͬ است. G

.ρ ◦ q(f) = π(f)|F
آنگاه ξ ∈ F اگر زیرا .F ⊆ K که ͬ شود م نتیجه K فضای تعریف بنابر این، بر علاوه

،n ∈ N هر برای

π(n)ξ = ρ ◦ q(n)ξ = ρ(N)ξ = I(ξ) = ξ

گیریم مͬ نتیجه ρ ◦ q = π|F = πK |F و F ⊆ K که این از حال .ξ ∈ K بنابراین
نمایش چون حال .(ρ, F ) ⊆ (π̃K ,K) آن از تر مهم و (ρ ◦ q, F ) ⊆ (πK ,K)

است. p‐جامع نمایش ͷی نیز خود است، (ρ, F ) p‐جامع نمایش شامل (π̃K ,K)

G/N برای p‐جامع نمایش ͷی (π̃,K) نمایش قبل، های قسمت توضیحات بنابر .۴
ͬ دهد. م نتیجه را Φq نگاشت طولپایی این و است

های همریختͬ به مربوط نتایج در و ͬ آید م شمار به فصل این مهم نتایج از ͬͺی بعد قضیه
ͬ کند. م ایفا را مهمͬ بسیار نقش وزنͬ

صورت این در .p ∈ (۱,∞) و باشد فشرده موضعاً گروه ͷی G کنید فرض .٢٢ . ۵ قضیه
برقرارند. زیر های گزاره

ͷی I : Bp,ρ → Bp(G) همانͬ نگاشت (ρ, F ) ∈ Repp(G) مانند نمایش هر برای .١
است. انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت

تحدید نگاشت ،G گروه از G۰ باز زیرگروه برای .٢

R : Bp(G)→ Bp(G۰), R(u) = u|G۰ , u ∈ Bp(G),

است. انقباضͬ p‐کاملا́ همریختͬ ͷی

چپ انتقال نگاشت a ∈ G عضو برای .٣

La : Bp(G)→ Bp(G) La(u) = au, au(x) = u(ax), x ∈ G

است. انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت ͷی
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همریختͬ .۴

Φq : Bp(G/N)→ Bp(G), Φq(u) = u ◦ q,

است. انقباضͬ p‐کاملا́ همریختͬ ͷی

توسیع نگاشت ،G گروه از G۰ پذیر میانگین و باز زیرگروه برای .۵

EBB : Bp(G۰)→ Bp(G), EBB(u) = u◦, u ∈ Bp(G۰),

است. انقباضͬ p‐کاملا́ همریختͬ ͷی

نگاشت ،G گروه از G۰ باز زیرگروه ͷی از Y همدسته هر برای .۶

MY : Bp(G)→ Bp(G), MY (u) = u · χY ,

Ω۰(G) در Y مجموعه برای تر، کلͬ حالت در است. انقباضͬ p‐کاملا́ همریختͬ ͷی
است. کراندار p‐کاملا́ همریختͬ ͷی MY نگاشت

همانͬ نگاشت (ρ, F ) ∈ Repp(G) نمایش هر برای که کنیم ثابت ͬ خواهیم م .١ برهان.
است انقباضͬ p‐کاملا́ زیر

I : Bp,ρ → Bp(G), I(u) = u. (١٩ . ۵)

(ρ, F ) نمایش شامل که باشد G گروه برای p‐جامع نمایش ͷی (π,E) کنید فرض
است برقرار زیر روابط (π,E) و (ρ, F ) نمایش دو بین است.

F ⊆ E, ρ(x) = π(x)|F , و ρ(f) = π(f)|F , x ∈ G, f ∈ L۱(G).

به نسبت I نگاشت همچنین .∥ρ(f)∥ ≤ ∥π(f)∥ داریم آنگاه ρ(f) = π(f)|F چون
دوگان نگاشت این واقع در است. پیوسته برد، و دامنه روی ضعیف‐ستاره توپولوژی

است زیر نگاشت

∗I : UPFp(G)→ PFp,ρ(G), ∗I(π(f)) = π(f)|F = ρ(f).

نگاشت نتیجه در و است انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت ͷی ∗I نگاشت ١٩ . ۴ گزاره بنابر
است. چنین نیز I
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های نگاشت دوم، فصل از ١۵ . ۵ گزاره از باشد. باز زیرگروه ͷی G۰ ⊆ G کنید فرض .٢
بͽیرید. نظر در را (G گروه از (π,E) p‐جامع نمایش (برای S = Sπ و R

R : Bp(G)→ Bp(G۰), R(u) = u|G۰ ,

S : PFp,πG۰ (G۰)→ UPFp(G), S(πG۰(f)) = π(f◦), f ∈ L۱(G۰).

ͬ دانیم م (١١ . ۵) رابطه و ١۴ . ۵ لم از همچنین .S∗ = R ͬ دانیم م

πG۰(f) = π(f◦), f ∈ L۱(G۰).

است طولپا p‐کاملا́ نگاشتͬ نتیجه در و است همانͬ نگاشت ͷی S نگاشت بنابراین
.∥R∥p-cb = ∥S∗∥p-cb ≤ ∥S∥p-cb = ۱ و

بͽیرید نظر در را زیر نگاشت a ∈ G عضو برای .٣

La : Bp(G)→ Bp(G), La(u) = au, au(x) = u(ax), x ∈ G.

است زیر نگاشت دوگان La نگاشت

∗La : UPFp(G)→ UPFp(G), ∗La(π(f)) = π(λp(a)f)).

است. چنین نیز La نگاشت نتیجه در و است انقباضͬ p‐کاملا́ ∗La نگاشت وضوح به
با مجدداً است. La−۱ نگاشت آن وارون و بوده پذیر وارون La نگاشت دیͽر طرف از
نگاشت که ͬ رسیم م نتیجه این به وارون، نگاشت برای بار این قبل استدلال از استفاده
طولپا p‐کاملا́ نگاشتͬ La که ͬ کند م ایجاب این و است انقباضͬ p‐کاملا́ نیز La−۱

است.

٢١ . ۵ گزاره نمادهای از استفاده با باشد. بسته و نرمال زیرگروه ͷیN ⊆ G کنید فرض .۴
(π̃K ,K) دوتایی و باشد p‐جامع نمایش ͷی (π,E) ∈ Repp(G) کنید فرض
f ∈ L۱(G) توابع برای باشد. G/N گروه برای آن توسط شده تولید p‐جامع نمایش

است برقرار زیر رابطه u ∈ Bp(G/N) و

⟨π(f),Φq(u)⟩ = ⟨π(f), u ◦ q⟩ = ⟨π̃(Pf), u⟩. (٢٠ . ۵)
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روی ضعیف‐ستاره توپولوژی به نسبت Φq نگاشت که ͬ شود م نتیجه (٢٠ . ۵) رابطه از
که است ∗Φq نگاشت دوگان عملͽر همریختͬ، این واقع در است. پیوسته برد و دامنه

ͬ شود م تعریف زیر صورت به f ∈ L۱(G) برای

∗Φq : PFp,π̃◦q(G)→ UPFp(G/N), ∗Φq(π̃ ◦ q(f)) = π̃(Pf).

همانͬ ∗Φq نگاشت بنابراین و π̃ ◦ q(f) = π̃(Pf) داریم (١٨ . ۵) رابطه از استفاده با
است طولپا p‐کاملا́ که ͬ شود م نتیجه زیر محاسبات از استفاده با و بوده

∥∗Φ
(n)
q ([π̃ ◦ q(fij)])∥n = ∥[π̃(Pfij)]∥n = ∥[π̃ ◦ q(fij)]∥n.

شود. مͬ حاصل ∥Φq∥p-cb ≤ ۱ مطلوب نامساوی نهایت در

با .u ∈ Bp(G۰) و باشد پذیر میانگین و باز زیرگروه ͷی G۰ ⊆ G کنید فرض .۵
گسترش نگاشت که ͬ دانیم م دوم) فصل از ١٧ . ۵ (گزاره گسترش قضیه از استفاده

است خوش تعریف EBB

EBB : Bp(G۰)→ Bp(G), EBB(u) = u◦.

از حاصل نمایش باشد. G گروه از p‐جامع نمایش ͷی (π,E) نمایش کنید فرض
٢٠ . ۵ ملاحظه از ͬ دهیم. م نشان (πG۰ , E) با را G۰ زیرگروه به (π,E) نمایش تحدید
نمایش ͷی (πG۰ , E) نمایش ،G۰ باز زیرگروه بودن پذیر میانگین دلیل به که ͬ دانیم م

زیر رابطه از استفاده با است. آن برای p‐جامع

⟨π(f), u◦⟩ = ⟨πG۰(f |G۰), u⟩, f ∈ L۱(G), u ∈ Bp(G۰), (٢١ . ۵)

برد و دامنه روی ضعیف‐ستاره توپولوژی به نسبت EBB نگاشت که ͬ شود م نتیجه
∗EBB نگاشت دوگان EBB نگاشت که ͬ یابیم م در اخیر حقیقت از است. پیوسته

ͬ شود م تعریف زیر صورت به که است

∗EBB : UPFp(G)→ UPFp(G۰), ∗EBB(π(f)) := πG۰(f |G۰).

قضیه بنابر همچنین .(∗EBB)∗ = EBB داریم (٢١ . ۵) رابطه از استفاده با حال
به χG۰ مشخصه تابع G۰ باز زیرگروه برای ͬ دانیم م (٢ . ۵ (قضیه Bp(G) خودتوان های
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دقیق طور به است. (π,E) نمایش شده نرمال ضریب تابع و دارد تعلق Bp(G) فضای
به طوری که هستند موجود ηχ ∈ E∗ و ξχ ∈ E بردارهای تر،

∥ξχ∥ = ∥ηχ∥ = ۱, و χG۰(x) = ⟨π(x)ξχ, ηχ⟩, x ∈ G. (٢٢ . ۵)

زیر محاسبات η ∈ E∗ و ξ ∈ E بردارهای و f ∈ L۱(G۰) تابع برای دیͽر، طرف از
هستند اهمیت حائز

⟨π(fχG۰)ξ, η⟩ =
∫
G
f(x)χG۰(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx

=

∫
G
f(x)⟨π(x)ξχ, ηχ⟩⟨π(x)ξ, η⟩dx

=

∫
G
f(x)⟨(π(x)⊗ π(x))(ξχ ⊗ ξ), ηχ ⊗ η⟩dx

= ⟨(π ⊗ π(f))(ξχ ⊗ ξ), ηχ ⊗ η⟩,

ͬ دهد م نتیجه η ∈ E∗ و ξ ∈ E ،f ∈ L۱(G) برای را زیر مهم تساوی های بالا رابطه

⟨π(fχG۰)ξ, η⟩ = ⟨(π ⊗ π(f))(ξχ ⊗ ξ), ηχ ⊗ η⟩. (٢٣ . ۵)

داریم همچنین

⟨π(fχG۰)ξ, η⟩ = ⟨πG۰(f |G۰)ξ, η⟩. (٢۴ . ۵)

داریم (٢۴ . ۵) و (٢٣ . ۵) روابط کردن ترکیب با بنابراین،

⟨πG۰(f |G۰)ξ, η⟩ = ⟨(π ⊗ π(f))(ξχ ⊗ ξ), ηχ ⊗ η⟩. (٢۵ . ۵)

،(π,E) ⊆ (π ⊗ π,E⊗̃pE) شمول و (π,E) نمایش بودن p‐جامع به توجه با
G برای p‐جامع نمایش ͷی خود نیز (π ⊗ π,E⊗̃pE) دوتایی که ͬ شود م نتیجه

بͽیرید نظر در را زیر نگاشت است.

∗E
(n)
BB : Mn(UPFp(G))→Mn(UPFp(G۰)), ∗E

(n)
BB(π(fij)) := (πG۰(fij |G۰)).

داریم (٢۵ . ۵) رابطه بنابر حال

∥∗E
(n)
BB([π(fij)])∥

p
n = ∥[πG۰(fij |G۰)]∥

p
n
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= sup∑n
j=۱ ∥ξj∥p≤۱,

∑n
i=۱ ∥ηi∥p

′≤۱

{
|
n∑

i,j=۱
⟨πG۰(fij |G۰)ξj , ηi⟩|

}
(٢۶ . ۵)

از است کوچͺتر فوق کمیت

sup∑n
j=۱ ∥ϕj∥

p
E⊗̃pE

≤۱,
∑n
i=۱ ∥ψi∥

p′
E∗⊗̃p′E

∗≤۱

{
|
n∑

i,j=۱
⟨(π ⊗ π(fij))ϕj , ψi⟩|

}

(٢٧ . ۵)

روی نرم که دیدیم سوم فصل در همچنین است. برابر ∥[π⊗π(fij)]∥pn با نیز ٢٧ . ۵ و
است نمایشp‐جامع انتخاب از مستقل آن، ماتریسͬ فضای روی و UPFp(G) فضای
ͬ دهد. م نتیجه را ∥[π ⊗ π(fij)]∥n = ∥[π(fij)]∥n تساوی این و ( ٢٠ . ۴ (قضیه
مطلوب نامساوی نهایت در و ∥∗EBB∥p-cb ≤ ۱ داریم (٢۶ . ۵) رابطه از نتیجه در

ͬ شود. م حاصل ∥EBB∥p-cb ≤ ۱

۴ . ۵ نتیجه از استفاده با باشد. G گروه برای p‐جامع نمایش ͷی (π,E) کنید فرض .۶
که MY : Bp(G) → Bp(G) نگاشت Y ∈ Ω۰(G) مجموعه برای دوم، فصل از
داریم و بوده خوش تعریف است، MY (u) = u · χY صورت به u ∈ Bp(G) برای
MY نگاشت که ͬ یابیم درم زیر رابطه از استفاده با دیͽر طرف از .∥MY ∥ ≤ ۲mY

است پیوسته برد و دامنه روی ضعیف‐ستاره توپولوژی به نسبت

⟨π(f), u · χY ⟩ = ⟨π(f · χY ), u⟩, f ∈ L۱(G), u ∈ Bp(G). (٢٨ . ۵)

کنیم تعریف زیر صورت به را نگاشت این پیش‐دوگان که هستیم مجاز حال

∗MY : UPFp(G)→ UPFp(G), ∗MY (π(f)) = π(f · χY ),

ثابت برای ͬ شود. م تضمین (∗MY )
∗ = MY تساوی (٢٨ . ۵) رابطه به توجه با که

سپس است، باز همدسته ͷی خود Y که ͬ کنیم م فرض ابتدا نظر، مورد ادعای کردن
ͬ دهیم. م نشان است Y ∈ Ω۰(G) که حالتͬ برای را ادعا
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ͬ دانیم Bp(G)م جبر خودتوان های قضیه از باشد. باز همدسته ͷی Y کنید فرض اول: گام
که است (π,E) p‐جامع نمایش شده نرمال ضریب تابع χY مشخصه تابع که

به طوری که است ηY ∈ E∗ و ξY ∈ E بردارهای وجود معنͬ به

∥ξY ∥ = ∥ηY ∥ = ۱, و χY (x) = ⟨π(x)ξY , ηY ⟩, x ∈ G.

[π(fij)] ∈Mn(UPFp(G))ماتریس برای که ͬ شود م نتیجه (٢٣ . ۵) رابطه از حال
برقرارند زیر روابط

∥[π(fij · χY )]∥n = sup

{
|

n∑
i,j=۱

⟨π(fij · χY )ξj , ηi⟩| :
n∑

j=۱

∥ξj∥p ≤ ۱,
n∑
i=۱

∥ηi∥p ≤ ۱
}

≤ sup

{
|

n∑
i,j=۱

⟨π ⊗ π(fij)ϕj , ψi⟩| :
n∑

j=۱

∥ϕj∥pE⊗̃pE
≤ ۱,

n∑
i=۱

∥ψi∥pE∗⊗̃p′E
∗ ≤ ۱

}

= ∥[π ⊗ π(fij)]∥n.

نمایش انتخاب از UPFp(G)مستقل ماتریسͬ فضای روی به نرم چون همچنین،
برقرار ∥[π ⊗ π(fij)]∥n = ∥[π(fij)]∥n تساوی نتیجه در است، p‐جامع
p‐کاملا́ نگاشتͬ ∗MY نگاشت که ͬ شود م نتیجه بالا محاسبات از حال است.

.∥MY ∥p-cb ≤ ۱ نتیجه در و است انقباضͬ

برقرار سادگͬ به زیر رابطه .Y = Y۰\ ∪
mY
i=۱ Yi ∈ Ω۰(G) کنید فرض حال دوم: گام

است

MY =MY۰−(
mY∑
i=۱

MYi
−
∑
i,j

MYi∩Yj

+
∑
i,j,k

MYi∩Yj∩Yk + . . .+ (−۱)m+۱MY۱∩...Ym).

.∥MY ∥p-cb ≤ ۲mY بنابراین

مشخص عملͽرهایی با کار هنگام ٢٢ . ۵ قضیه از (١) قسمت اهمیت .٢٣ . ۵ تذکر
در است. اشتیل یس فوریه جبرهای p‐صورت فضای از زیرفضایی آنها برد که ͬ شود م

است. شده استفاده قسمت این از تلویحاً ٢٢ . ۵ قضیه ادامه در واقع
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Bp(G)فضای روی کراندار وزنpͬ‐کاملا́ های همریختͬ ۵ . ۵
همریختͬ مطالعه به فصل این در گذشته، های فصل در آمده به دست نتایج از کاربردی عنوان به

پرداخت خواهیم ͬ شوند، م تعریف زیر صورت به که Φα شͺل به هایی

Φα : Bp(G)→ Bp(H), Φαu =

{
u ◦ α روی Y
۰ صورت این غیر در , u ∈ Bp(G).

است. پیوسته و آفین تکه ای سره، نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G نگاشت مساله، این در
مجموعه i = ۱, . . . , n برای اینجا در که است Y = ∪ni=۱Yi صورت به Y مجموعه همچنین
Ωam-۰(H) از منظور اینجا در هستند. متعلق ،Ωam-۰(H) فضای به Yi مجزای دو به دو های

است. پذیر میانگین و باز های زیرگروه های همدسته همه حلقه

ͷی α : H → G نگاشت و بوده فشرده موضعاً های گروه H و G کنید فرض .٢۴ . ۵ گزاره
همریختͬ آنگاه باشد. پیوسته و سره گروهͬ همریختͬ

Φα : Bp(G)→ Bp(H), Φα(u) = u ◦ α, u ∈ Bp(G),

است. انقباضͬ p‐کاملا́ و بوده خوش تعریف

(π ◦ وضوح به باشد. G گروه برای p‐جامع نمایش ͷی (π,E) نمایش کنید فرض برهان.
فضای از زیرفضایی آن برد و بوده انقباضͬ Φα همریختͬ همچنین .α,E) ∈ Repp(H)

ͬ رسانیم. م انجام به مرحله دو در را اثبات ادامه، در است. Bp,π◦α ⊆ Bp(H)

این در باشد. پیوسته یͺریختͬ ͷی α : H → G نگاشت که ͬ کنیم م فرض اول: مرحله
به دقیق تر، عبارت به است. H گروه برای p‐جامع نمایش ͷی (π ◦ α,E) دوتایی حالت
مجموعه دو بین پوشا و ͷی به ͷی تناظر ͷی که ͬ شود م نتیحه آسانͬ به (٣ . ١) رابطه ͷکم
رابطه بنابر مجدداً همچنین ͬ دهد. م نتیجه را حͺم این و است برقرار Cycp(H) و Cycp(G)

است برقرار زیر مهم رابطه u ∈ Bp(G) و f ∈ L۱(H) دلخواه توابع برای (٣ . ١)

⟨π ◦ α(f), u ◦ α⟩ =
∫
H
f(h)u ◦ α(h)dh

=

∫
H
(f ◦ α−۱) ◦ α(h)u ◦ α(h)dh

= cα

∫
G
f ◦ α−۱(x)u(x)dx
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= cα⟨π(f ◦ α−۱), u⟩, (٢٩ . ۵)

است. برد و دامنه روی ضعیف‐ستاره توپولوژی به نسبت Φα همریختͬ پیوستگͬ معنͬ به که
کرد تعریف زیر صورت به را آن پیش‐دوگان نگاشت ͬ توان م نتیجه در

∗Φα : UPFp(H)→ UPFp(G), ∗Φα(π ◦ α(f)) := cαπ(f ◦ α−۱).

تعریف درستͬ معنͬ به که ͬ شود م حاصل (∗Φα)∗ = Φα تساوی (٢٩ . ۵) رابطه از استفاده با
برقرار زیر رابطه η ∈ E∗ و ξ ∈ E دلخواه اعضای برای دیͽر طرف از است. ∗Φα نگاشت

است

⟨π ◦ α(f)ξ, η⟩ =
∫
H
f(h)⟨π ◦ α(h)ξ, η⟩dh

=

∫
H
f ◦ α−۱ ◦ α(h)⟨π ◦ α(h)ξ, η⟩dh

= cα

∫
G
f ◦ α−۱(x)⟨π(x)ξ, η⟩dx

= ⟨cαπ(f ◦ α−۱)ξ, η⟩,

داریم نتیجه در هستند، دلخواه η ∈ E∗ و ξ ∈ E اعضای چون و

π ◦ α(f) = cαπ(f ◦ α−۱).

زیر محاسبات بنابر که است همانͬ نگاشت ͷی ∗Φα نگاشت که ͬ شود م نتیجه بالا رابطه از
است طولپا p‐کاملا́

∥∗Φ
(n)
α (π ◦ α(fi,j))∥n = ∥(cαπ(fi,j ◦ α−۱))∥n = ∥(π ◦ α(fi,j))∥n.

ͬ شود. م حاصل ∥Φα∥p-cb ≤ ∥∗Φα∥p-cb = ۱ مطلوب نامساوی بنابراین
باشد. پیوسته و سره همریختͬ ͷی α : H → G نگاشت کنید فرض حال دوم: مرحله

کنید تعریف .N = kerα و G۰ = α(H) دهید قرار

α̃ : H/N → G۰, α̃(xN) = α(x), x ∈ G.

نرمال زیرگروه ͷی N پیوسته، یͺریختͬ ͷی α̃ نگاشت اول، فصل از ٣ . ١٧ گزاره از استفاده با
استفاده با حال .α = α̃ ◦ q همچنین است. G از باز زیرگروه ͷی G۰ و H از فشرده و



225 فوریه اشتیل یس جبرهاي P-صورت روي کراندار P-کاملاً وزنی همریختی هاي .5 فصل

رابطه طرفͬ از است. انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت ͷی Φα̃ همریختͬ که ͬ دانیم م اول گام از
به ٢٢ . ۵ قضیه از (۴) و (٢) های قسمت از استفاده با است. برقرار Φα = Φq ◦ Φα̃ ◦ R

است. انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت ͷی Φα همریختͬ که ͬ شود م نتیجه آسانͬ

در بود، تعریف قابل میانگین پذیری شرط تحت ١٧ . ۵ قضیه در توسیع نگاشت که آنجا از
هستیم. H های زیرگروه روی میانگین پذیری فرض دادن قرار از ناگزیر رو، پیش گزاره در نتیجه

ͷی از Y باز همدسته برای باشند. ͬͺتوپولوژی گروه دو H و G کنید فرض .٢۵ . ۵ گزاره
سره آفین نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G کنید فرض H گروه از میانگین پذیر و باز زیرگروه
p‐کاملا́ نگاشت ͷی ͬ شود، م تعریف زیر صورت به که Φα همریختͬ آنگاه باشد. پیوسته و

است. انقباضͬ

Φα : Bp(G)→ Bp(H), Φα(u) =

{
u ◦ α, Y روی
۰, صورت این غیر در , u ∈ Bp(G).

(٣٠ . ۵)

مجزای دو به دو مجموعه های i = ۱, . . . , n طبیعͬ شمارنده و n ∈ N برای اگر این، بر علاوه
پیوسته و سره آفین تکه ای نگاشت ͷی α و Y = ∪ni=۱Yi که باشند طوری ،Yi ∈ Ωam-۰(H)

است. کراندار p‐کاملا́ نگاشت ͷی Φα همریختͬ آنگاه باشد،

این که دیدیم همچنین شد. داده نشان (٣٠ . ۵) نگاشت خوش تعریفͬ ١٧ . ۵ قضیه در برهان.
کراندار است، آفین تکه ای α که حالتͬ در و انقباضͬ است، آفین α که حالتͬ در همریختͬ،
روی پیوسته و سره آفین، α : Y = y۰H۰ → G نگاشت که ͬ کنیم م فرض ابتدا در است.
ملاحظه بنابر باشد. H گروه از H۰ پذیر میانگین و باز زیرگروه از Y = y۰H۰ باز همدسته
دارد وجود α آفین نگاشت با متناظر β : H۰ ⊆ H → G مانند گروهͬ همریختͬ ͷی ٣ . ١٣

صورت به که

β(h) = α(y۰)
−۱α(y۰h), h ∈ H۰,

Φα = رابطه حال است. سره نیز همریختͬ این ١۶ . ٣ ملاحظه بنابر طرفͬ، از ͬ شود. م تعریف
(۵) و (٣) های قسمت و ٢۴ . ۵ گزاره بنابر بͽیرید. درنظر را Ly۰−۱ ◦EBB ◦ Φβ ◦ Lα(y۰)

است. انقباضͬ p‐کاملا́ نگاشت ͷی Φα همریختͬ که ͬ یابیم درم ٢٢ . ۵ قضیه از
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پیوسته و سره آفین تکه ای نگاشت ͷی α : Y ⊆ H → G نگاشت کنید فرض اکنون
و Yi ∈ Ωam-۰(H) مجزای های مجموعه i = ۱, . . . , n و n ∈ N برای در این صورت باشد.

به طوری که هستند موجود αi : Aff(Yi)→ G آفین های نگاشت

Y = ∪ni=۱Yi, و αi|Yi = α|Yi .

توضیحات، این با است. سره αi نگاشت i = ۱, . . . , n هر برای ٣ . ١٩ لم بنابر تر، مهم آن از
های نگاشت Φαi یعنͬ آنها با متناظر های همریختͬ αiها برای قبل قسمت از استفاده با
i = ۱, . . . , n برای ٢٢ . ۵ قضیه از (۶) قسمت بنابر همچنین هستند. انقباضͬ p‐کاملا́
بͽیریم، نظر در را Φα =

∑n
i=۱MYi

◦ Φαi رابطه اگر حال .∥MYi
∥p-cb ≤ ۲mYi داریم

رابطه از آن کران و بوده کراندار p‐کاملا́ نگاشت ͷی Φα نگاشت که است واضح آنگاه
ͬ شود. م داده ∥Φα∥p-cb ≤

∑n
i=۱ ۲

mYi



۶ فصل

نیم گروه های روی شده تحدید فوریه جبرهای
وارون

نیم گروه های روی فوریه جبرهای تعمیم به است، شده نوشته [۵٩ ،۵] اساس بر که فصل این در
ͷتکنی مثبت، توابع و نمایش ها بین ارتباط ͷکلاسی ͷهارمونی آنالیز در ͬ پردازیم. م ٢ وارون
است. شده مطالعه هم گروه واره ها٣ روی ارتباط این است. فوریه نوع از جبرهای تعریف اصلͬ
منظور این برای ͬ شود. م معرفͬ مناسب نیم گروه های روی بالا نوع از مشابهͬ ارتباط فصل این در
معرفͬ جبرهای p‐صورت به تعمیم شد. خواهد اضافه نیز قبلͬ مفاهیم به ۴ شده» «تحدید واژه
نیم گروهͬ فوریه جبر برای مناسب پذیری میانگین مطالعه است. فصل این پایانͬ هدف شده

است. گرفته صورت [۶] در رضاوند و امینͬ توسط

گسسته نیم گروه ͷی S که معنا این به است. معکوس یͺدار نیم گروه ͷی S فصل این در

2. inverse semigroup
3. groupoid
4. restricted

٢٢٧
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که است موجود چنان s∗ ∈ S یͺتای عضو ،s ∈ S هر برای به طوری که است

ss∗s = s, s∗ss∗ = s∗.

به صورت S خودتوان عناصر مجموعه است. S روی برگردان ͷی s −→ s∗ نگاشت واقع در
است. S از جابجایی زیرنیم گروه ͷی E ͬ شود. م تعریف E = {ss∗|s ∈ S}

ͬ شود م تعریف زیر به صورت که دارد وجود E روی ≤ طبیعͬ ترتیب

e, f ∈ E, e ≤ f ⇐⇒ ef = e

Hπ هیلبرت فضای ͷی شامل {π,Hπ} زوج از است عبارت S روی π ∗‐نمایش ͷی
و ،π(xy) = π(x)π(y) در x, y ∈ S هر برای که ،π : S −→ B(Hπ) نگاشت و
وارون نیم گروه توی به S روی نیم گرو هͬ یͷ∗‐همریختͬ که ͬ کند، م صدق π(x∗) = π(x)∗

به این و دهیم نشان π با را نمایش این گاهͬ است ممͺن است. Hπ روی جزئͬ طولپایی های
دارد. وجود آن کنار هم هیلبرت فضای ͷی که معناست این

||π|| := sup
x∈S
||π(x)|| ≤ ۱ شرط با S از π ∗‐نمایش های همه خانواده

∑
(S) کنید فرض

که است S روی f مختلط‐مقدار توابع همه باناخ فضای ℓp(S) ،۱ ≤ p < ∞ برای باشد.

شرط با f توابع همه شامل ℓ∞(S) ،p =∞ برای باشد. متناهͬ ||f ||p :=
(∑
|f(x)|p

) ۱
p

پیچشͬ ضرب با ℓı(S) که ͬ آوریم م خاطر به است. ||f ||∞ := sup
x∈S
|f(x)| <∞

(f ∗ g)(x) =
∑
st=x

f(s)g(t) f, g ∈ ℓı(s)

داخلͬ ضرب با ℓ۲(S) و است باناخ جبر ͷی

⟨f, g⟩ =
∑
x∈S

f(x)g(x) (f, g ∈ ℓı(S))

ͬ دهیم م قرار f ∈ ℓp(S) هر برای است. هیلبرت فضای ͷی

f̌(x) = f(x∗), f̃(x) = f(x∗).

.f = f̃ هرگاه است، متقارن f گوییم این صورت در
ͬ کنیم م تعریف S ∪ {۰} روی را زیر شده تحدید ضرب گروه واره ای، ضرب از الهام با حال

۰∗ = ۰, x ◦ y =

{
xy x∗x = yy∗ اگر
۰ این صورت غیر در

x, y ∈ S ∪ {۰},



229 وارون نیم گروه هاي روي شده تحدید فوریه جبرهاي .6 فصل

از منظور ͬ دهیم. م نمایش Sr با و ͬ نامیم م شده تحدید نیم گروه را (S ∪ {۰}, ۰) این صورت در
به طوری که است π : S −→ B(Hπ) نگاشت S روی {π,Hπ} شده تحدید نمایش

π(x∗) = π(x)∗ x ∈ S

π(x)π(y) =

{
xy x∗x = yy∗ اگر
۰ این صورت غیر در

شرط با S از π شده تحدید نمایش های همه خانواده
∑
r =

∑
r(S) اگر

||π|| = sup
x∈S
||π(x)|| ≤ ۱

ͬ شود. م دیده سادگͬ به
∑

(Sr) و
∑
r(S) بین ارتباط آنگاه ∑باشد،

۰(Sr) این صورت در .π(۰) = ۰ که ͬ کنیم م تعریف π ∈
∑

(Sr) همه مجموعه را
∑

۰(Sr)
چپ منظم نمایش خاص به طور .

∑
r(S) =

∑
۰(Sr) و دربردارد را Sr دوری نمایش  های

ͬ کنیم. م مطالعه را شده تحدید
ͬ شود م نامیده شده تحدید چپ منظم نمایش زیر تعریف با λ : S −→ B(ℓ۲(S))

λr(x)ξ(y) =

{
ξ(x∗y) xx∗ = yy∗ اگر
۰ این صورت غیر در

ξ ∈ ℓı(S), x, y ∈ S

ξ, η ∈ ℓ۲(S) و x ∈ S برای زیرا ،λr ∈
∑
r(S) داریم

||λr(x)ξ||۲ =
∑

xx∗=yy∗
|ξ(x∗y)|۲ ≤

∑
t∈S
|ξ(t)|۲ = ||ξ||۲۲

همچنین .||λr|| = sup
x∈S
||λr(x)|| ≤ ۱ بنابراین

⟨λr(x∗)ξ, η⟩ =
∑
y∈S

λr(x
∗)ξ(y)η(y) =

∑
x∗x=yy∗

ξ(xy)η(y)

=
∑

x∗x=zz∗
ξ(z)η(x∗z) = ⟨ξ, λr(x)η⟩.

داریم xy = z گرفتن با آن گاه x∗x = yy∗ اگر که هستند برقرار دلیل این به آخر رابطه دو
قراردادن با xx∗ = zz∗ اگر دیͽر سوی از . zz∗ = xyy∗x∗ = xx∗ و x∗z = x∗xy = y
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ξ ∈ ℓ۲(S) و S در x, y, z هر برای نهایت در .yy∗ = x∗zz∗x = x∗x داریم x∗z = y

داریم

λr(xy)ξ(z) =

{
ξ(y∗x∗z) xyy∗x∗ = zz∗ اگر
۰ این صورت غیر در

همچنین و

λr(x)λr(y)ξ(z) =

{
ξ(y∗x∗z) xx∗ = zz∗, yy∗ = x∗zz∗x اگر
۰ این صورت غیر در

را xyy∗x∗ = zz∗ و x∗x = yy∗ شرط های yy∗ = x∗zz∗x و xx∗ = zz∗ شرط دو حال
سایر در و برابراست xx∗ = zz∗ حالت در λr(xy) با λr(x)λr(y) بنابراین و ͬ دهد م نتیجه

.λr ∈
∑
r(S) بنابراین است. برابر صفر با حالت ها

ͬ کنیم م تعریف ،ℓ۱(S) یا ℓ۲(S) در ξ, η برای حال

(ξ • η)(x) =
∑

x∗x=yy∗
ξ(xy)η(y∗) (x ∈ S)

داریم و همͽراست فوق سری حالت، دو هر در که ͬ شود م دیده این صورت در

(λr(x
∗)ξ, η) = ξ • η̃(x) (x ∈ S).

شͺل به ℓ۲(S) روی S از ،ρr شده، تحدید راست منظم نمایش مشابه به طور

ρr(x)ξ(y) =

{
ξ(yx) xx∗ = y∗y اگر
۰ این صورت غیر در

ξ ∈ ℓı(S)(x, y ∈ S)

و است متعلق
∑
r(S) به ρr در این صورت ͬ شود. م تعریف

⟨ρr(x)ξ, η⟩ = η̃ • ξ(x) (x ∈ S, ξ, η ∈ ℓ۲(S)).

داریم همچنین

⟨ρ̃r(φ)ξ, η⟩ = φ • (ξ̃ • η̃)(۱) φ ∈ ℓ۱(S) ξ, η ∈ ℓ۲(S)
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واقع در است. S همانͬ ۱ آن در که

⟨ρ̃r(φ)ξ, η⟩ =
∑
y∈S

(ρ̃r(φ)ξ)(y)η̃(y) =
∑
y

∑
z

φ(z)(ρr(z)ξ)(y)(η̃(y))

=
∑
z

φ(z)⟨ρr(z)ξ, η⟩ =
∑

φ(z)(η̃ • ξ)(z)

=
∑

φ(z)(η̃ • ξ)(z∗) = φ • (η̃ • ξ)(۱) = φ • (η̃ • ξ̃)(۱).

نمایش با که ارتباطͬ دلیل به (∗) پیچشͬ ضرب به جای • ضرب با ℓ۱(S) کردن لحاظ بنابراین
ͬ آید. م ادامه در که ͬ گشاید، م نیم گروهͬ فوریه جبر معرفͬ برای جدید راهͬ ͬ کند، م برقرار منظم

شده تحدید نیم گروهͬ جبر ١ . ۶

است. کراندار تقریبی واحد دارای باناخ یͷ∗‐جبر (ℓ۱(S), •,∼) ͬ دهیم م نشان بخش این در

است. شرکت پذیر بالا، در شده تعریف • ضرب .١ . ۶ گزاره

این صورت در باشد. متعلق S به x و ℓ۱(S) در θ و η ،ξ کنیم فرض برهان.

(ξ • η) • θ(x) =
∑

x∗x=yy∗
(ξ • η)(xy)θ(y∗).

.zz∗ = xyy∗x∗ = xx∗ و x∗z = x∗xy = y این صورت در z = xy دهیم قرار اگر
yy∗ = و xy = xx∗z داریم y = x∗z قراردادن با آن گاه ،xx∗ = zz∗ اگر برعکس،

است برابر پایین عبارت با بالا جمع بنابراین .x∗zz∗x = x∗x∑
xx∗=zz∗

(ξ • η)(z)θ(z∗x) =
∑

xx∗=zz∗

∑
z∗z=νν∗

ξ(zν)η(ν∗)θ(z∗x)

دیͽر سوی از

ξ • (η • θ)(x) =
∑

x∗x=yy∗
ξ(xy)(η • θ)(y∗)

=
∑

x∗x=yy∗

∑
yy∗=uu∗

ξ(xy)η(y∗u)θ(u∗)
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این صورت در باشد. صادق z∗z = νν∗ و xx∗ = zz∗ شرط در z, ν کنید فرض x ∈ S برای
و uu∗ = x∗zz∗x = x∗x داریم ،y = x∗zν و u = x∗z قراردادن با

yy∗ = x∗zνν∗z∗x = x∗zz∗zz∗x = x∗zz∗x = x∗x = uu∗.

ͬ دهیم م قرار آن گاه باشد، صادق uu∗ = yy∗ و x∗x = uu∗ شرط در y و u اگر برعکس
و νν∗ = u∗yy∗u = u∗u و zz∗ = xuu∗x∗ = xx∗ داریم .ν = u∗y و z = xu

(ξ • η) • θ(x) که مͺرر جمع دو بنابراین .νν∗ = u∗u بنابراین و z∗z = u∗x∗xu = u∗u
هستند. برابر هم با ͬ کنند، م بیان را ξ • (η • θ)(x) و

است. باناخ یͷ∗‐جبر طبیعͬ نرم تحت (ℓ۱(S), •,∼) .٢ . ۶ قضیه

(f •g)̃ = و ||f •g||۱ ≤ ||f ||۱||g||۱ ،f, g ∈ ℓ۱(S) هر برای کنیم بررسͬ است کافͬ برهان.
داریم x ∈ S هر برای ͬ گیریم. م نظر در ثابت را f, g ∈ ℓ۱(S) .g̃ • f̃

(f • g)̃ (x) =
∑

xx∗=yy∗
f̄(x ∗ y)ḡ(y∗) =

∑
xx∗=yy∗

f̃(y ∗ x)g̃(y)

=
∑

x∗x=zz∗
f̃(z∗)g̃(xz) = g̃ • f̃(x).

ͬ دهیم م قرار s, x ∈ S برای حال

Js,x = {t ∈ S : st = x, t∗t = x∗x, s = stt∗},

داریم بنابراین .Js,x ∩ Js,y = ∅ داریم x ̸= y شرط با ،s, x, y ∈ S هر برای

||f • g||۱ =
∑
x

∣∣∣∑
s

∑
t∈Js,x

f(s)g(t)
∣∣∣ ≤∑

x

∑
s

∑
t∈Js,x

|f(s)| |g(t)|

=
∑
s

|f(s)|
∑
x

∑
t∈Js,x

|g(t)| ≤
∑
s

|f(s)|
∑
t

|g(t)|

= ||f ||۱ ||g||۱.
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نیم  گروهͬ جبر را آن و ͬ دهیم م نمایش ℓr۱ (S) با را بالا در شده معرفͬ باناخ ∗‐جبر مرحله این در
ترفیع زیر رابطه با ℓr۱ (S) روی π̃ ∗‐نمایش ͷی به π ∈

∑
r(S) هر ͬ نامیم. م شده تحدید

ͬ یابد م

π̃ =
∑
x∈S

f(x)π(x) (f ∈ ℓr۱ (S))

توجه و f, g ∈ ℓr۱ (S) کنید فرض است. ℓr۱ (S) روی یͷ∗‐نمایش π̃ ͬ دهیم م نشان ادامه در
همچنین π̃(f • g) =

∑
x∈S

(f • g)(x)π(x) =
∑
x∈S

∑
xx∗=yy∗

f(xy)g(y∗)π(x) که کنید

π̃(f)π̃(g) =
∑
x∈S

π̃(f)g(s)π(s) =
∑
s∈S

∑
t∈S

f(t)g(s)π(t)π(s)

=
∑
s∈S∗

∑
t∗t=ss∗

f(t)g(s)π(ts)

ͬ شود. م برابر قبلͬ جمع با s = y∗ و t = xy و y = s∗ و x = ts تبدیل با آخر مجموع که

،e ∈ E و y ∈ S برای .٣ . ۶ لم

δy • δe =

{
δy y∗y = e اگر
۰ این صورت غیر در

و

δe • δy =

{
δy yy∗ = e اگر
۰ این صورت غیر در

.

داریم برهان.

δy • δe(z) =
∑

z∗z=tt∗
δy(zt)δe(t

∗) = ۰

،z∗z = tt∗ = t آنگاه باشند، برقرار قبل روابط اگر .z∗z = tt∗ و zt = y و t = e این که مͽر
حال .z = y این که مͽر (δy • δe)(z) = ۰ بنابراین .y = zt = zz∗z = z بنابراین

(δy • δe)(y) =
∑

y∗y=tt∗
δy(yt)δe(t

∗) = ۰
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و y∗y = tt∗ = e ͬ دهند م نتیجه روابط این .y∗y = tt∗ و yt = y و t = e این که مͽر
آنگاه ،y∗y = e اگر برعکس

δy • δe(y) =
∑

y∗y=tt∗
δy(yt)δe(t

∗) = δy(ye) = ۱.

ͬ شود. م ثابت مشابه شͺل به دیͽر قسمت

ͬ دهیم م قرار S از F = {x۱, · · · , xn} متناهͬ زیرمجموعه هر برای

i(F ) =
{
e ∈ E : e = xx∗ یا x∗ ،x ∈ F ͷی برای

}
.eF =

∑
e∈i(F ) δe کنید تعریف است. E از متناهͬ زیرمجموعه ای وضوح به که

داریم: بالا مانند شده تعریف eG و eF و S از G و F متناهͬ زیرمجموعه های برای .۴ . ۶ لم

.δs = δs • eF = eF • δs ،s ∈ F هر برای الف)

آنگاه ،G ⊆ F اگر خاص به طور و eF • eG = eG • eF =
∑
e∈i(F )∩i(G) δe ب)

.eF • eG = eG • eF = eG

و f • fF =
∑
s∗i si∈i(F ) f(si)δsi داریم ،f =

∑∞
i=۱ f(si)δsi ∈ ℓ۱r(S) برای ج)

.eF • f =
∑
sis

∗
i ∈i(F ) f(si)δsi

.f • eF = eF • f = f آنگاه ،supp(f) ⊆ F و f ∈ ℓ۱r(S) اگر د)

.||eF ||۱ = |i(F )| هـ)

کنید. [۵]مراجعه مرجع به برهان.

مثبت، توابع شامل طرفه دو کراندار) لزوماً (نه تقریبی واحد ͷی ℓ۱r(S) باناخ جبر .۵ . ۶ گزاره
واحد آنگاه باشد، متناهͬ (S خودتوان عناصر (مجموعه E اگر دارد. متناهͬ محمل با و متقارن

است. موجود ،|E| بالای کران با کراندار تقریبی
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واضح ͬ گیریم. م نظر در بالا مانند را eF تابع ،F ⊆ S متناهͬ زیرمجموعه هر برای برهان.
داریم شده داده f ∈ ℓ۱r(S) برای است. متناهͬ محمل با متقارن مثبت، ،eF که است
است موجود · · · s،s۲ ،s۱ مانند ،s ∈ S شمارا تعداد حداکثر بنابراین ،

∑
s∈S |f(s)| < ∞

.
∑∞
i=N+۱ |f(si)| < ε که است موجود چنان N ≥ ۱ شده داده ε > ۰ برای .f(s) ̸= ۰ که

قبل لم ͷکم با این صورت در ،F۰ ⊆ F ͬ کنیم م فرض و F۰ = {s۱, · · · , sN} ͬ دهیم م قرار
داریم

||f − f • eF ||۱ =
∑

s∗i si ̸∈i(F )

|f(si)| ≤
∑

s∗i si ̸∈i(F۰)
|f(si)| ≤

∑
i≥N+۱

|f(si)| < ε.

ͬ شود. م ثابت حͺم و ||f − eF • f || < ε مشابه به طور و

بین انقباضͬ و پوشا همریختͬ ͷی τ : ℓ۱(Sr) −→ ℓ۱r(S) تحدید نگاشت .۶ . ۶ قضیه

طولپا به طور ℓ
۱(Sr)

Cδ۰
قسمت خارج باناخ جبر است. Cδ۰ هسته دارای که است باناخ جبرهای

است. یͺریخت ℓ۱r(S) با

ضرب کنیم فرض است. شده تحدید ضرب با نیم گروه ͷی Sr که بیاورید به خاطر برهان.
این صورت در دهیم. نمایش ∗̃ با را ℓ۱(Sr) روی پیچشͬ

δx∗̃δy = δx•y = δx • δy (x, y ∈ Sr),

که ͬ دهد م نشان رابطه این است. بدیهͬ هستند، صفر y یا x ͬ که حالت در دوم تساوی آن در که
.||τ(f)||۱ = ||f + Cδ۰|| ،f ∈ ℓ۱(Sr) برای ͬ دهیم م نشان است. همریختͬ ͷی τ

به دست c = −f(۰) در وضوح به که است ||f+cδ۰|| مقادیر اینفیمم راست، سمت کمیت
زیرا آید، مͬ

||f + cδ۰||۱ = ||
∑
s

f(s)δs + (c+ f(۰))δ۰||۱ =
∑
|f(s)|+ |c+ f(۰)|.

شده تحدید نیم گروهͬ ∗C‐جبرهای ٢ . ۶

نمایش ͷی به λ چپ منظم نمایش باشد، یͺدار) لزوماً (نه وارون نیم گروه ͷی S اگر ͬ دانیم م
ͷی ℓ۱(S) اعضای روی ||f ||λ = ||λ̃(f)|| تساوی واقع در ͬ یابد. م ترفیع ℓ۱(S) از λ̃ وفادار



آنها همریختی هاي و فوریه نوع از جبرهاي 236

S از شده تحدید ∗C‐جبر نرم، این در ℓ۱(S) کامل سازی ͬ کند. م تعریف آن روی ∗C‐نرم

هر برای ،
∑

=
∑

(S) کنید فرض حال ͬ شود. م داده نمایش C∗
λ(S) با و ͬ شود م نامیده

ͬ کنیم م تعریف f ∈ ℓ۱(S)

||f ||∑ = sup
{
||π̃(f)|| : π ∈

∑}
آن در که

π̃(f) =
∑
x∈S

f(x)π(x) (f ∈ ℓ۱(S)).

،θ : C∗
λ(S) −→ B(Hθ) تحویل ناپذیر نمایش هر برای حالت این در

بنابراین و است ℓ۱(S) از تحویل ناپذیر نمایش ͷی π̃ = θ • λ̃

بزرگ ترین نرم این است. ∗C‐نرم ͷی ||.||∑ خاص، به طور .(f ∈ ℓ۱(Sr))||f ||λ ≤ ||f ||∑
∗C‐جبر ͬ شود، م داده نمایش C∗(S) با که آن متناظر ∗C‐جبر و است ℓ۱(S) روی ∗C‐نرم

λ̃ : C∗(S) −→ C∗
λ(S) پوشای نگاشت به یͺتا شͺل به λ̃ همچنین ͬ شود. م خوانده S از پˀر

ͬ یابد. م گسترش

است. ͷی به ͷی λ̃r .٧ . ۶ لم

ξ = δu∗ و t = uu∗ ͬ دهیم م قرار u ∈ S و λ̃r(f) = ۰ شرط با f ∈ ℓ۱r(S) هر برای برهان.
این صورت در .ℓı(S) در

λ̃r(f)ξ(H) =
∑
s∈S

f(s)(λr(s)δu∗)(uu
∗)

=
∑

ss∗=uu∗
f(s)δu∗(s

∗uu∗)

=
∑

ss∗=uu∗,s∗uu∗=u∗
f(s) = f(u)

.f = ۰ بنابراین

است. نیم ساده ℓ۱r(S) باناخ جبر .٨ . ۶ نتیجه

ͬ کند. م تعریف ℓ۱r(S) روی ∗C‐نرم ͷی ||f ||λr := ||λ̃r(f)|| که ͬ دهد م نشان فوق لم
قرار حال ͬ شود. م نامیده S از شده تحدید تقلیل یافته ∗C‐جبر نرم، این با ℓ۱r(S) کامل سازی
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دهید

||f ||∑
r
= sup

{
||π̃(f)|| π ∈

∑
r

}
f ∈ ℓ۱r(S)

است. ∗C‐نرم ͷی نیز ||.||∑
r

بنابراین و ،||f ||λr ≤ ||f ||∑r
به وضوح این صورت در

نمایش C∗
r (S) با و ͬ نامیم م S از شده١ پرتحدید ∗C‐جبر را نرم این ،ℓ۱r(S) کامل سازی

ͬ دهیم. م
ترفیع λ̃r : C∗

r (S) −→ C∗
λr
(S) پوشا ∗‐همریختͬ یͺتا به طور λ̃r ،ͷکلاسی حالت مشابه

ͬ یابد. م
از آن ها متناظر ∗C‐جبرهای با را S از شده پرتحدید و تقلیل یافته ∗C‐جبر ارتباط ادامه در

ͬ کنیم. م مطالعه Sr

شرط در که باشد آن روی ∗C‐نرم ͷی ||.|| و باناخ جبر ͷی (A, ||.||۱) کنید فرض .٩ . ۶ لم
ایده آل ͷی J اگر باشد. نرم این با A کامل سازی C∗(A) همچنین ͬ کند. م صدق ||.|| ≤ ||.||۱
ͷی C∗(A)/J خارج قسمتͬ نرم آنگاه است، بسته (C∗(A), ||.||) در که باشد A طرفه دو
C∗(A)/J با نرم این در A/J از C∗(A/J) کامل سازی و ͬ کند م القاء A/J روی ∗C‐نرم

است. یͺریخت طولپا به صورت

خارج نرم تحت باناخ جبر ͷی A/J بنابراین است. بسته نیز (A, ||.||۱) در J به وضوح برهان.
چͽال آن خارج قسمتͬ ∗C‐نرم در C∗(A)/J در به وضوح که است ||.||۱ از شده القاء قسمتͬ

است.

را ||.||∑(Sr) و ||.||Λ ∗C‐نرم های و ͬ کنیم م اعمال J = Cδ۰ و A = ℓ۱(Sr) بر را فوق لم
داریم c ∈ C هر برای ͬ گیریم. م نظر در

||cδ۰||∑(δr) = sup
π∈

∑
(δr)
||π̃(cδ۰)|| = |c|,

و

||cδ۰||Λ = ||Λ̃(cδ۰)|| = ||cΛ(۰)|| = |c|.

C∗
r (S)

∼= C∗(Sr)/Cδ۰ و C∗
λr
(S) ∼= C∗

Λ(Sr)/Cδ۰ طولپای ͬ های یͺریخت .١٠ . ۶ قضیه
موجودند.

1. restricted full C∗-algebra
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شده تحدید معین مثبت توابع ٣ . ۶

صحیح عدد هر برای هرگاه ͬ شود، م نامیده معین مثبت تابع u : S −→ C کراندار مختلط تابع
باشیم داشته ،S از xn، · · · ، x۱ و C از cn، · · · ، c۱ ممͺن انتخاب های تمام و n مثبت
هر برای هرگاه ͬ شود م خوانده شده تحدید معین مثبت و ،

∑n
i=۱

∑n
j=۱ c̄icju(x

∗
i xj) ≥ ۰

باشیم داشته ،S از xn، · · · ، x۱ و C از cn، · · · ، c۱ ممͺن انتخاب های تمام و n طبیعͬ عدد
تحدید معین مثبت و معین مثبت توابع همه مجموعه .

∑n
i=۱

∑n
j=۱ c̄icj(λr(xi)u)(xj) ≥ ۰

گسسته) گروه ها(ی روی مبحث دو این ͬ دهیم. م نمایش Pr(S) و P (S) با به ترتیب را شده
ͬ دهیم م قرار هستند. منطبق

P۰(S) = {u ∈ P (S) : u(۰) = ۰}.

محدب مخروط های از آفین یͺریختͬ ͷی τ : P۰(Sr) −→ Pr(S) تحدید تابع .١١ . ۶ لم
است.

و Sr از xn، · · · ، x۱ و n ≥ ۱ هر برای .u ∈ P (Sr) کنید فرض برهان.
داریم C از cn، · · · ، c۱

n∑
i=۱

n∑
j=۱

c̄icju(x
∗
i • xj) =

∑
xix

∗
i=xjx

∗
j

c̄icju(x
∗
i xj) + u(۰)

∑
xix

∗
i ̸=xjx

∗
j

(c̄icj)

آنگاه ،u ∈ P۰(Sr) اگر مخصوصاً
n∑
i=۱

n∑
j=۱

c̄icju(x
∗
i • xj) =

n∑
i=۱

n∑
j=۱

c̄icj(λr(xi)u)(xj)

ͬ نگارد. م Pr(S) توی به را u ∈ P۰(Sr) ،τ بنابراین و
صفر قراردادن با آن توسیع v و u ∈ Pr(S) اگر همچنین است. آفین و ͷی به ͷی به وضوح τ
τ(u) = v و v ∈ P۰(Sr) داریم v برای بالا محاسبات بنابر آنگاه باشد، Sr روی u برای

هست. نیز پوشا ،τ بنابراین

پوشا است ممͺن باشد، صفر عنصر دارای قبل از S ͬ که حالت در فوق نگاشت که کرد دقت باید
نباشد.
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c > ۰ ثابت آن برای و u = ũ که u ∈ Pr(S) توابع همه مجموعه .١٢ . ۶ نمادگذاری و تعریف
داریم C از cn، · · · ، c۱ و S از xn، · · · ، x۱ و n ≥ ۱ هر برای که است موجود چنان

∣∣∣ n∑
i=۱

ciu(xi)
∣∣∣۲ ≤ c ∑

xix
∗
i=xjx

∗
j

c̄icju(x
∗
i xj)

ͬ دهیم. م نمایش Pr,e(S) با و ͬ نامیم م شده تحدید یافتنͬ توسیع معین مثبت توابع مجموعه را

روی به Pr,e(S) محدب مخروط از τ آفین یͺریختͬ .١٣ . ۶ گزاره

ℓ۱r(S)
∗
+
∼= (Cδ۰)

⊥
+ =

{
f ∈ ℓ∞(Sr)+

∣∣ f(۰) = ۰
}
=: ℓ∞۰ (Sr)+

دارد. وجود

برداری فضاهای یͺریختͬ تحدید از حاصل ℓ۱r(S)
∗
+
∼= ℓ∞۰ (Sr)+ آفین یͺریختͬ برهان.

و Pe(Sr) بین آفین یͺریختͬ ͬ دهیم. م نمایش τ۳ با را آن است. مثبت مخروط دو متناظر
به Pe(Sr) بین طبیعͬ آفین یͺریختͬ تحدید همچنین ͬ کنیم. م نمادگذاری τ۲ با را Pr,e(S)

داریم را زیر دیاگرام حال ͬ نامیم. م τ۱ را ،ℓ∞۰ (Sr)+ توی به P۰,e(Sr) به ℓ∞(Sr)+ روی

P۰,e(Sr) ℓ∞۰ (Sr)+

Pr,e(S) ℓ۱r(S)
∗
+

τ۱

τ۲ τ۳

τ

است. موردنظر نگاشت τ و است جابه جایی فوق دیاگرام

ͬ دهیم م قرار S از G و F زیرمجموعه های برای

F •G = {st : s ∈ F, t ∈ G, s∗s = tt∗}.

است. متناهͬ مجموعه ͷی است، متناهͬ G و F ͬ که زمان مجموعه این

آنگاه ،f, g ∈ ℓ۲(S) و باشد وارون نیم گروه ͷی S اگر .١۴ . ۶ لم

supp(f • g̃) = (suppf) • (suppg)∗.

است. چنین نیز f • g̃ آنگاه باشند، متناهͬ تکیه گاه دارای g و f ͬ که زمان به خصوص
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ͷی برای اگروتنهااگر supp(f • g̃)(x) =
∑

x∗x=yy∗
f(xy)g(y) ̸= ۰ ͬ دانیم م برهان.

که ͬ دهد م رخ زمانͬ دقیقاً این باشد. f تکیه گاه در xy ،x∗x = yy∗ و y ∈ supp(g)

supp(f • g̃) بنابراین .x = st∗ ،s∗s = tt∗ و t ∈ supp(g) و s ∈ supp(f) برای
است. برابر (suppf) • (suppg)∗با

f, g ∈ ℓ۲(S) برای قطبی). (اتحاد .١۵ . ۶ لم

f • g̃ = (f + g) • (f + g)̃− (f − g) • (f − g)̃ + i(f + ig) • (f + ig)̃

− i(f − ig) • (f − ig)̃,

.i =
√
−۱ آن در که

ρ̃r(φ) ≥ داریم متناهͬ) محمل با شده تحدید معین (مثبت φ ∈ P۰,f (S) هر برای .١۶ . ۶ لم
.۰

، x, y ∈ S هر برای برهان.

⟨ρ̃r(φ)δx, δy⟩ =
∑
t

ρ̃r(φ)δx(t)δy(t) = ρ̃r(φ)δx(y)

=
∑
t

φ(t)ρr(t)δx(y) =
∑

tt∗=y∗y

φ(t)δxy(t).

برعکس و tt∗ = y∗xx∗y = yy∗ داریم t = y∗x برای آنگاه xx∗ = yy∗ اگر حال
x = yy∗x بنابراین و t = tt∗t = y∗yt = y∗x که ͬ دهد م نتیجه x = yt و tt∗ = y∗y
.yy∗ = xx∗yy∗ = yy∗xx∗ = xx∗ یعنͬ .y = xt∗ = xx∗y بنابراین و xt∗ = y و
صفر غیراین صورت در و است برابر ،φ(y∗x) با آخر تساوی ،xx∗ = yy∗ ͬ که زمان بنابراین
ℓ۲f (S) به ξ =

∑n
i=۱ aiδxi اگر حال .⟨ρ̃r(φ)δx, δy⟩ = ⟨λr(g)φ⟩(x) نتیجه در است.

داریم باشد، متعلق متناهͬ) محمل با (توابع

⟨ρ̃r(φ)ξ, ξ⟩ =
n∑

i,j=۱
aiāj⟨ρ̃r(φ)δxi , δxj ⟩ =

n∑
i,j=۱

aiāj(λr(xj)φ)(xi) ≥ ۰.

.λ̃r(f)ρ̃r(g) = ρ̃r(g)λ̃r(f) ،f, g ∈ ℓ۱(S) هر برای بالا نمادهای با .١٧ . ۶ لم
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این صورت در ،ζ = λ̃r(f)ξ و η = ρ̃r(g)ξ ͬ دهیم م قرار f, g ∈ ℓ۱(S) هر برای برهان.
داریم x ∈ S هر برای و η, ζ ∈ ℓ۲(S)

λ̃r(f)ρ̃r(g)ξ(x) =
∑
y∈S

f(y)(λr(y)η)(x) =
∑

yy∗=xx∗
f(y)η(y∗x)

=
∑

yy∗=xx∗
f(y)

∑
u∈S

g(u)(ρr(u)ξ)(y
∗x)

=
∑

yy∗=xx∗
f(y)

∑
uu∗=x∗uu∗x

g(u)ξ(y∗xu)

=
∑

yy∗=xx∗
f(y)

∑
uu∗=x∗x

g(u)ξ(y∗xu),

و

ρ̃r(g)λ̃r(f)ξ(x) =
∑
u∈S

g(u)(ρr(u)ζ)(x) =
∑

uu∗=x∗x

g(u)ξ(xu)

=
∑

uu∗=x∗x

g(u)
∑

yy∗=xx∗
f(y)ξ(y∗xu).

ͬ شود. م ثابت حͺم بنابراین و

Pr,e(S) در u = ⟨π(·)ξ, ξ⟩ ضریب تابع ،ξ ∈ Hπ و π ∈
∑
r(S) هر برای .١٨ . ۶ لم

است.

روی π شده تحدید نمایش و S در xn ،· · · ،x۱ و C در cn ،· · · ،c۱ ،n ≥ ۱ هر برای برهان.
داریم S

n∑
i=۱

n∑
j=۱

c̄icj(λr(xi)(u)(xj) =
∑

xix
∗
i=xjx

∗
j

c̄icju(x
∗
i xj)

=

n∑
i,j=۱

c̄icj⟨π(xj)ξ, π(xi)ξ⟩

= ||
n∑
i=۱

ciπ(xi)ξ||۲۲ ≥ ۰
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ͬ آوریم م به دست ،u(۰) = ۰ و π ∈
∑

۰(Sr) داریم این که به توجه با و

|
n∑
k=۱

cku(xk)|۲ = |
∑

ck⟨π(xk)ξ, ξ⟩|۲

≤ ||ξ||۲
n∑

i,j=۱
c̄icj(u)(x

∗
i • xj)

.u ∈ P۰,e(Sr) = Pr,e(S) بنابراین و

از ͬ کند. م باز را وارون نیم گروه روی فوریه نوع از جبرهای تعریف به ورود راه زیر قضیه
ͬ کنیم. م صرف نظر برهان نوشتن

معادل زیر احͺام ،φ ∈ ℓ∞(S) و باشد یͺدار وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .١٩ . ۶ قضیه
هستند

φ؛ ∈ Pr,e(S) الف)

.φ = ξ • ξ̃ که است موجود چنان ξ ∈ ℓı(S) ب)

است. چنین نیز φ دراین صورت باشد، متناهͬ تکیه گاه با ξ اگر علاوه براین،

وارون گروه نیم روی شده تحدید فوریه جبر ۴ . ۶

ͬͺتوپولوژی گروه های روی فوریه اشتیل یس و فوریه جبرهای از ایمارد توصیف فصل این در
وجود موضوع این در مفصلͬ نسبتاً تاریخچه ͬ دهیم. م گسترش را نیم گروه ها به فشرده موضعاً
یͺدار جابه جایی گسسته ∗‐نیم گروه های برای جبرها این از صورت هایی ͬ دانان ریاض دارد.
در باشد. داشته زیادی پیچیدگͬ جبرها این ساختن ͬ رسد م نظر به کلͬ حالت در اما ساخته اند.
است، شده نوشته [۵] در مدقالچͬ و امینͬ یافته های براساس آن از بخشͬ که کتاب از فصل این

ͬ کنیم. م استفاده شد، آورده آن مقدمات قبل قسمت های در که جبرها شده تحدید صورت از
Pr,e(S) از شده تولید خطͬ فضای با را وارون نیم گروه ͷی روی تحدیدشده فوریه اشتیل یس جبر
و نقطه ای ضرب با مجموعه این ͬ شود م ثابت ͬ دهیم. م نمایش Br,e(S) با و ͬ کنیم م تعریف
نمایش های از ضریب توابع فضای با و است جبرباناخ ͷی ͬ شود، م معرفͬ زیر در که مناسبی نرم
(توابع Pr,e,f (S) توسط شده تولید خطͬ فضای بستار همچنین .[۵] است برابر شده تحدید
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Ar,e(S) با و ͬ نامیم م S از شده تحدید فوریه جبر را فشرده) تکیه گاه با شده تحدید معین مثبت
ͬ کنیم م تعریف u ∈ Br,e(S) برای را زیر نرم ͬ دهیم. م نمایش

||u||r = sup
{∑
x∈S

f(x)u(x) f ∈ ℓ۱r(S), ||f ||∑r(S)
≤ ۱

}
.

است.
∑
r(S) اعضای از ضریب توابع فضای Br,e(S) .٢٠ . ۶ قضیه

v ∈ این صورت در باشد. Sr به u طبیعͬ توسیع u و u ∈ Pr,e(S) کنید فرض برهان.
که است موجود چنان ξ ∈ Hπ دوری بردار با π ∈

∑
(Sr) دوری نمایش بنابراین P·,e(Sr)

اما .v = ⟨π(·)ξ, ξ⟩

۰ = v(۰) = ⟨π(۰)ξ, ξ⟩ = ⟨π(۰∗۰)ξ, ξ⟩ = ||π(۰)ξ||

π ∈
∑

۰(Sr) = بنابراین .π(۰) = ۰ داریم ξ بودن دوری بنابر .π(۰)ξ = ۰ بنابراین
.
∑
r(S)

دارد. وجود (C∗
r (S))

∗ ∼= Br,e(S) طولپا یͺریختͬ .٢١ . ۶ نتیجه

C∗
r (S)

∼= همچنین B۰,e(Sr)و ∼=
(
C∗(Sr)/Cδ۰

)∗ Br,e(S)و ∼= B۰,e(Sr) داریم برهان.
.C∗(Sr)/Cδ۰

به دست دارد، وجود ͬͺتوپولوژی گروه های مورد در آن چه با مشابه نتایج نیم گروهͬ، حالت در
ͬ دهیم. م ارجاع [۵] به را حوزه این به علاقه مند خواننده که است آمده

.||f • g̃||r ≤ ||f ||۲ ||g||۲ و f • g̃ ∈ Br,e(S) داریم f, g ∈ ℓ۲(S) برای .٢٢ . ۶ قضیه

و است شده تحدید معین مثبت تابع ͷی h • h̃ ،h ∈ ℓ۲(S) هر برای این که به توجه با برهان.
داریم همچنین است. واضح Br,e(S) در f • g̃ عضویت قطبی اتحاد ͷکم با

||u||r = sup
{∣∣∑

y∈S
u(y)φ(y)

∣∣ : φ ∈ ℓ۱r(S), ||φ||∑r
≤ ۱

}
= sup

{∣∣∑
y∈S
⟨λr(y∗)f, g⟩φ(y)

∣∣ : φ ∈ ℓ۱r(S), ||φ||∑r
≤ ۱

}
= sup

{∣∣⟨f, λ̃r(φ)g⟩∣∣ : φ ∈ ℓ۱r(S), ||φ||∑r
≤ ۱

}
≤ ||f ||۲ ||g||۲.
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بͽیرید. نظر در را زیر مجموعه های .٢٣ . ۶ قضیه

E۱ = ⟨f • g̃ : f, g ∈ ℓ۲f (S)⟩

E۲ = ⟨h • h̃ : h ∈ ℓ۲f (S)⟩

E۳ = ⟨Pr,e,f (S)⟩

E۴ = ⟨P (S) ∩ ℓ۲(S)⟩

E۵ = ⟨h • h̃ : h ∈ ℓ۲(S)⟩

E۶ = ⟨f • g̃ : f, g ∈ ℓ۲(S)⟩

مجموعه ها این بستارهای E۱و ⊆ E۲ ⊆ E۳ ⊆ E۴ ⊆ E۵ ⊆ E۶ ⊆ Br,e(S) این صورت در
است. برابر Ar,e(S) ،Br,e(S) در

ͬ کند. م جدا را نقاط Br,e(S) .٢۴ . ۶ لم

ͬ کند. م جدا را نقاط Ar,e(S) .٢۵ . ۶ گزاره

این صورت در باشد، Ar,e(S) به متعلق u = δx∗x • δ̃x∗ و x ∈ S کنید فرض برهان.
،u(y) = ۱ اگر است. شده ثابت حͺم آنگاه u(y) ̸= ۱ اگر y ̸= x هر برای و u(x) = ۱
و u(x) = u(y) = ۱ بنابراین .v(y) ̸= ۱ که است موجود چنان Br,e(S) به متعلق v

ͬ شود. م ثابت حͺم و uv ∈ Ar,e(S) اما uv(x) = v(x) ̸= v(y) = uv(y)

به طوری که است موجود u ∈ Pr,e,f (S) ،S از K متناهͬ زیرمجموعه هر برای .٢۶ . ۶ گزاره
.u
∣∣
K ≡ ۱

F ⊆ F • Fe صورت این در ،Fe = {x∗x| x ∈ F} ͬ دهیم م قرار F ⊆ S برای برهان.
ͬ دهیم م قرار ،K ⊆ S فشرده دلخواه مجموعه برای حال .(x = x(x∗x) (زیرا
و Ke = (K∗)e چون و F = F ∗ داریم Ke = K∗

e چون و F = K ∪ K∗ ∪ Ke
و است متناهͬ F •F مجموعه .K ⊆ F ⊆ F •F بنابراین .Fe ⊆ F داریم (Ke)e = Ke

این صورت در f = χF ͬ دهیم م قرار اگر

u = f • f̃ = χF • χ̃F = χF•F ∗ = χF•F ∈ Pr,e,f (S)

.u
∣∣
K ≡ ۱ و

.Br,f (S) = Ar,e(S) و Br,e,f (S) = ⟨Pr,e,f (S)⟩ .٢٧ . ۶ نتیجه
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Bp,r(S) نیم گروهͬ، فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت ۵ . ۶

این در است، آن p‐صورت به فوریه جبر تعمیم که کتاب این بر حاکم اصلͬ روح به توجه با
تعمیم که ͬ پردازیم م شده تحدید نیم گروهͬ فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت معرفͬ به بخش
جبر p‐صورت تعمیم همچنین و آن p‐صورت به شده تحدید نیم گروهͬ فوریه اشتیل یس جبر

است. [۵٩] قسمت این مرجع است. نیم گروه به گروه حالت از فوریه اشتیل یس
نیم گروهͬ فوریه جبر p‐صورت مورد در توجهͬ جالب نتایج [۴٧] مرجع در است ذکر شایان

است. شده داده اقابابا پور حسن و مدقالچͬ توسط

هم ارزی) (کلاس های همه مجموعه ،p ∈ (۱,∞) و S وارون نیم گروه برای نمادگذاری.
ͬ دهیم. م نمایش

∑
p,r(S) با را QSLp‐فضا ͷی روی S شده تحدید نمایش های

ͬ دهیم. م ارجاع (٣ . ٨) بخش به را خواننده بیشتر اطلاعات برای

(π ⊗ این صورت در باشند، متعلق
∑
p,r(S) به (ρ, F ) و (π,E) کنید فرض .٢٨ . ۶ قضیه

دارد. تعلق
∑
p,r(S) به ρ,E⊗̃pF )

داریم تعریف بنابر برهان.

(π ⊗ ρ)(x)(ξ ⊗ η) = π(x)ξ ⊗ ρ(x)η, x ∈ S, ξ ∈ E, η ∈ F

داریم x∗x = yy∗ که x, u ∈ S برای

π ⊗ ρ(xy)(ξ ⊗ η) = π(xy)ξ ⊗ ρ(xy)η = π(x)π(y)ξ ⊗ ρ(x)ρ(y)η
= π(x)(π(y)ξ)⊗ ρ(x)(ρ(y)η)
= (π ⊗ ρ)(x)(π(y)ξ ⊗ ρ(y)η)
= (π ⊗ ρ)(x)(π ⊗ ρ)(y).

داریم x∗x ̸= yy∗ ͬ که حالت در

(π ⊗ ρ)(x)(π ⊗ ρ)(y)(ξ ⊗ η) = π ⊗ ρ(xy)(π(y)ξ ⊗ ρ(y)η)
= π(x)(π(y)η)⊗ ρ(x)ρ(y)η

است. برابر صفر با که
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تابع ͷی .(π,E) ∈
∑
p,r(S) و باشد وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٢٩ . ۶ تعریف

فرم به f : S −→ C تابع (π,E) از ضریب

f(x) = ⟨π(x)ξ, ϕ⟩, x ∈ S

.ϕ ∈ E∗ ،ξ ∈ E آن در که است

باشند، دوگان اسͺالرهای p, q ∈ (۱,∞) و وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣٠ . ۶ تعریف
ͬ کنیم م تعریف . ۱p +

۱
q = ۱ ͬ که معن این به

Bp,r(S) =
{
f : S −→ C : است.

∑
q,r

(S) در (π,E) نمایش یک از ضریب تابع یک f
}

باشند. دوگان اسͺالرهای p, q ∈ (۱,∞) و وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣١ . ۶ گزاره
به صورت f : S −→ C کنید فرض همچنین

f(x) =

∞∑
n=۱
⟨πn(x)ξn, ϕn⟩ (x ∈ S)

در به  ترتیب دنباله هایی (ϕn)
∞
n=۱ و (ξn)

∞
n=۱ و ((πn, En))

∞
n=۱ آن در که باشد، شده تعریف

به f این صورت در .
∑∞
n=۱ ||ξn|| ||ϕn|| < ∞ به طوری که هستند E∗

n و En ،
∑
q,r(S)

دارد. تعلق Bp,r(S)

ͬ کنیم م فرض کلیت به خلل بدون است. گروهͬ حالت شبیه برهان برهان.

∞∑
n=۱
||ξn||q <∞,

∞∑
n=۱
||ϕn||p <∞.

و ξ = (ξ۱, ξ۲, · · · ) برای QSLq‐فضاست. ͷی E := ℓq − ⊕∞
n=۱En این صورت در

تعریف با π : S −→ B(E) نگاشت حال .ϕ ∈ E∗ و ξ ∈ E داریم ϕ = (ϕ۱, ϕ۲, · · · )

π(x)η = (π۱(x)η۱, π۲(x)η۲, · · · ), η = (η۱, η۲, · · · ) ∈ E

است. π به وابسته ضریب تابع f و E روی S از شده تحدید نمایش ͷی
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باشند. دوگان اسͺالرهای p, q ∈ (۱,∞) و وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣٢ . ۶ تعریف
و ℓq(S) در (fn)

∞
n=۱ دنباله های به طوری که است x ∈ ℓ(S) توابع همه شامل Aq(S) فضای

.x =
∑∞
n=۱ fn • ǧn که باشند داشته وجود

∑∞
n=۱ ||fn||p ||qn||q شرط∞> با ℓp(S) در (gn)∞n=۱

ͬ دهیم م قرار u ∈ Aq(S) برای

||u|| = inf
{ ∞∑
n=۱
||fn||p ||gn||q : u ∈

∞∑
n=۱

fn • ǧn
}
.

Ap(S) این صورت در ،p ∈ (۱,∞) و باشد وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣٣ . ۶ گزاره
است. متناهͬ محمل با توابع بستار Ap(S) واقع در است. باناخ فضای ͷی

ببینید. را [۴۶] منبع از ۳ · ۲ گزاره برهان.

ͬ شود. م ثابت گروهͬ حالت مانند زیر گزاره

Bp,r(S) این صورت در ،p ∈ (۱,∞) و باشد وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣۴ . ۶ گزاره
داریم ،p ≤ q ≤ ۲ یا ۲ ≤ q ≤ p اگر همچنین است. Ap(S) شامل و Cb(S) زیرفضای ͷی

.Bq,r(S) ⊆ Bp,r(S)

f ∈ و دوگان اسͺالرهای p, q ∈ (۱,∞) وارون، نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣۵ . ۶ تعریف
ͬ کنیم م تعریف باشد. تابع ͷی Bp,r(S)

||f ||Bp,r(S) = inf
{ ∞∑
n=۱
||ξn|| ||ϕn||

}
((πn, En) ∈ Cycq,r(S))است شده تحدید دوری نمایش ͷی (πn, En) ،n هر برای آن در که

و ϕn ∈ E∗
n و ξn ∈ En ،

f(x) =

∞∑
n=۱
⟨πn(x)ξn, ϕn⟩, (x ∈ S)

ͬ شود. م ثابت گروهͬ حالت به شبیه زیر قضیه

از ضریب توابع به ترتیب g و f و p ∈ (۱,∞) وارون، نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣۶ . ۶ قضیه
تابع ،g و f نقطه ای ضرب این صورت در باشند.

∑
p,r(S) در (ρ, F ) و (π,E) نمایش های

است. (π ⊗ ρ,E⊗̃pF ) ضریب
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فیͽا‐تالامانکا‐ جبر p‐صورت با ارتباطش و Bp,r(S) فضای از خواصͬ به ادامه در
ͬ کنیم. م اشاره هرتس

این صورت در .p ∈ (۱,∞) و باشد وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣٧ . ۶ قضیه

است. جابه جایی باناخ جبر ͷی Bp,r(S) الف)

است. انقباضͬ Ap(S) ⊆ Bp,r(S) شمول ب)

است. انقباضͬ Bp′,r(S) ⊆ Bp,r(S) شمول ،۲ ≤ p′ ≤ p یا p ≤ p′ ≤ ۲ برای ج)

است. یͺریخت باناخ جبرهای به عنوان Bp,r(S) با Br(S) طولپا به طور ،p = ۲ برای د)

تانسوری q‐ضرب خارج قسمتͬ Bp,r(S)فضای فضای ، ۱p+
۱
q = ۱ کنید فرض الف. برهان.

همچنین Eاست. QSLq‐فضای روی (π,E) شده تحدید جامع نمایش ∗E⊗̃qEاز تصویری
حالت مشابه نیز نرم بودن زیرضربی است. جبر ͷی Bp,r(S) که ͬ دهد م نشان (٣۶ . ۶) قضیه

ͬ شود. م ثابت اینفیمم مشخصه خاصیت طریق از فقط و گروهͬ
تابع f ∈ Ap(S) تابع هر ،q و p دوگان اسͺالرهای برای نیم گروهͬ، هرتس جبر تعریف از ب.

است. ℓq(S) ℓq‐فضای روی شده تحدید چپ منظم نمایش ضریب
روی اینفیمم ،f ∈ Bp,r(S) تابع نرم تعریف بنابر همچنین .Ap(S) ⊆ Bp,r(S) بنابراین
گرفته QSLq‐فضا ͷی روی شده تحدید نمایش ͷی ضریب تابع به عنوان f نمایش های تمامͬ
شده تحدید چپ منظم نمایش ضریب تابع به عنوان f نمایش های روی Ap(S) در نرم و ͬ شود م

ͬ شود. م ثابت حͺم بنابراین و ͬ شود م گرفته
هستند، دوگان p و p′ با به ترتیب که q و q′ اسͺالرهای و p ≤ p′ ≤ ۲ یا ۲ ≤ p′ ≤ p برای ج.
QSLq‐فضاست روی شده تحدید نمایش ͷی QSLq‐فضا ͷی روی شده تحدید نمایش هر

ͬ شود. م ثابت حͺم و
است. شده تحدید p‐نمایش ͷی از ضریب تابع ͷی Br,e(S) عضو هر تعریف، بنابر د.

دارد وجود S روی ℘ هم ارزی رابطه ͷی این صورت در باشد. نیم گروه ͷی S کنید فرض
ͬ شود. م تعریف زیر به صورت که

s℘t⇐⇒ ∃x ∈ S, s.t. Ss ∪ {s} = Sx ∪ {x}& tS ∪ {t} = xS ∪ {x}

آنگاه باشد، وارون نیم گروه ͷی S اگر

s℘t⇐⇒ ∃x ∈ S, s.t. s∗s = xx∗, t∗t = x∗x

ͬ دهد: م به دست مفیدی اطلاعات بالا در شده معرفͬ روابط مورد در زیر گزاره
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باشد وارون نیم گروه ͷی S کنید فرض .٣٨ . ۶ گزاره

است. ℓp(S) از ℓ۱r(S)‐زیرمدول ͷی ℓp(D) آنگاه باشد. S از ℘‐کلاس ͷی D اگر الف)

Λاندیس گذاری مجموعه توسط که باشد S ℘‐کلاس های از خانواده ͷی {Dλ|λ ∈ Λ} اگر ب)
دارد. وجود زیر مدول های ‐ℓ۱r(S) از طولپا یͺریختͬ ͷی آنگاه شده اند.

ℓp(S) ∼= ℓ′ −
⊕
λ∈Λ

ℓ۱(Dλ) (١ . ۶)

که باشد S از ℘‐کلاس ها از خانواده ͷی {Dλ|λ ∈ Λ} و نیم گروه ͷی S اگر .٣٩ . ۶ نتیجه
خانواده ͷی S روی توابع از E QSLp‐فضای ͷی برای آنگاه است، شده اندیس دار Λ توسط
Dλ روی توابع شامل λ ∈ Λ هر برای Eλ که دارد، وجود {Eλ}λ∈Λ QSLp‐فضاهای از

و است

E = ℓp −
⊕
λ∈Λ

Eλ

پایاست، خارج قسمت گیری و زیرفضاگیری اعمال تحت (١ . ۶) رابطه این که به توجه با برهان.
است. برقرار حͺم

این از خاصͬ حالت مطالعه ارزی، هم کلاس های از حاصل ابزارهای و بالا توضیحات با
١ کلیفورد نیم گروه روی را فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت ادامه در نیست. لطف از خالͬ جبر
،s ∈ S هر برای هرگاه ͬ شود، م نامیده کلیفورد نیم گروه ͷی S وارون نیم گروه ͬ کنیم. م بررسͬ

ͬ کنیم م تعریف e ∈ E(S) برای .s∗s = ss∗

Ge =
{
s ∈ S| s∗s = ss∗ = e

}
.

ͷی شامل D ℘‐کلاس هر حالت این در است. e همانͬ با گروه ͷی Ge این صورت در
.D = Ge داریم و است (e (به نام منحصربه فرد خودتوان

1. Clifford Semigroup
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و {Ge}e∈E(S) ℘‐کلاس های خانواده با کلیفورد نیم گروه ͷی S کنید فرض .۴٠ . ۶ قضیه
این صورت در باشد. p ∈ (۱,∞)

Bp,r(S) ∼= ℓ۱ − ⊕
e∈E(S)

Bp(Ge).

ثابت را e ∈ E(S) باشند.
( ۱
p
+

۱
q

= ۱
)

مزدوج اسͺالرهای q و p کنید فرض برهان.

نگاشت ،s ∈ S هر برای .Ge =
{
x ∈ S| x∗x = e

}
ͬ دهیم م قرار و ͬ گیریم م نظر در

ضابطه با π : S −→ B(lq(Ge))

π(s)(δt) =

{
δt s∗s = e اگر
۰ این صورت غیر در

تعلق Bp,r(S) به χGe بنابراین .χGe(s) = ⟨π(s)δt, δt⟩ و است شده تحدید نمایش ͷی
،u ∈ Bp,r(S) هر برای حال است. شده تحدید معین مثبت تابع ͷی χGe واقع در و دارد

مجموعه واقع در است. متعلق Bp,r(S) به u · χGe{
u ∈ Bp,r(S)| u(s) = ۰, s ∈ S \Ge برای

}
تابع هر واقع در است. یͺریخت Bp(Ge) با طولپا به طور و است Bp,r(S) بسته زیرفضای ͷی
تابع ͷی است، صفر Gce روی که QSLq‐فضا ͷی روی شده تحدید نمایش ͷی از ضریب

است. Ge از QSLq‐فضا ͷی روی نمایش ͷی از ضریب
کنیم تجزیه (ue)e∈E(S) به را u ͬ توانیم م بالا، توضیحات بنابر .u ∈ Bp,r(S) کنید فرض
ue از نمایش هر و e ∈ E(S) هر برای حال .ue ∈ Bp(Ge) ،e ∈ E(S) هر برای آن در که
ͷی در ηe و QSLq‐فضا ͷی در ξe و πe ∈ ΣGe آن در که ،ue = ⟨πe(·)ξe, ηe⟩ فرم به

همچنین و ||ue|| ≤ ||ξe|| ||ηe|| داریم QSLq‐فضاست،

u = (ue)e∈E(δ) = ⟨⊕πe(·)⊕ ξe,⊕ηe⟩

و QSLq‐فضاست ͷی روی S از شده تحدید نمایش ͷی ⊕πe ∑و
e∈E(S)

∥ue∥ ⩽
∑

e∈E(S)

∥ξe∥ ∥ηe∥

⩽
( ∑
e∈E(S)

∥ξe∥q
) ۱
q
( ∑
e∈E(S)

∥ηe∥p
) ۱
p
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= ∥(ξe)∥ ∥(ηe)∥.

∑بنابراین
e∈E(S)

∥ue∥ ⩽ ∥(ue)∥ = ∥
∑

e∈E(S)

ue∥.

‐℘ به عنوان {Ge}e∈E(S) خانواده ͷی با کلیفورد نیم گروه ͷی S کنید فرض .۴١ . ۶ قضیه
Bp,r(S)∩ بستار این صورتAp(S)با در .p ∈ (۱,∞) و باشد میانگین پذیر گروه های از کلاس

است. برابر Ap(S) نرم در F (S)

نشاندن نگاشت است، میانگین پذیر Ge گروه e ∈ E(S) هر برای آنجاکه از برهان.
،f ∈ Bp,r(S) ∩ F (S) برای قبل قضیه بنابر است. طولپایی ie : Ap(Ge)→ Bp(Ge)

f =
∑

e∈E(S)

fe

آنجاکه از حال .fe ∈ Ap(Ge) بنابراین .fe ∈ Bp(Ge) ∩ F (Ge) آن در که

Ap(S) ∼= ℓ۱ − ⊕
e∈E(S)

Ap(Ge)

در شده معرفͬ fe توابع آنگاه ،f ∈ Ap(S) ∩ F (S) اگر دیͽر سوی از .f ∈ Ap(S) داریم
پس است. متعلق نرم همان با Bp(Ge) ∩ F (Ge) به لذا و F (Ge) ∩ Ap(Ge) به قبل قضیه

ͬ شود. م ثابت حͺم است، چͽال Ap(S) در F (S) چون .f ∈ Bp,r(S) ∩ F (S)
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‐p ساختار ͷی معرفͬ ، یوسفͬ، شمس مرضیه کناری، جاده احمدپور علͬ محمد [۶٣]

در نوین های پژوهش ،UPFp(G) جهانͬ، توابع شبه گروهͬ جبر روی بر عملͽری
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A
Abelian آبلͬ
abstract operator space فضای

مجرد عملͽری
abstract p-operator space فضای

مجرد p‐عملͽری

Affine آفین
algebra جبر

algebraic tensor product space
جبری تانسوری ضرب فضای

almost everywhere جا همه تقریبا
angle زاویه

B
Banach space باناخ فضای

base پایه

Bessel’s inequality بسل نامساوی
bilinear form دوخطͬ صورت

bilinear mapping دوخطͬ نگاشت
Borel measure بورل اندازه

Bochner integral باخنر انتگرال
bounded کراندار

C
Cauchy-Schwarz کوشͬ-شوارتز
characteristic function مشخصه تابع

cross-norm صلیبی نرم

cyclic representation دوری نمایش
coefficient matrix ضرایب ماتریس
compactification فشرده سازی

compatible سازگار
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completely bounded map نگاشت
کراندار کاملا́

completely contractive map نگاشت
انقباضͬ کاملا́

completely isometric map نگاشت
طولپا کاملا́

complete isomorphism یͺریختͬ
کامل

completely positive map نگاشت
مثبت کاملا́

completely quotient map نگاشت
قسمتͬ خارج کاملا́

commutator operator عملͽر
جابجاگر

complement مͺمل
complete کامل
complex مختلط
complex measure مختلط اندازه
concrete operator space فضای

واقعͬ عملͽری
concrete p-operator space فضای

واقعͬ p‐عملͽری
conjugate مزدوج

conjugate operator مزدوج عملͽر

connected component همبندی مولفۀ

contractive operator انقباضͬ نگاشت

convergence همͽرایی

convergent همͽرا

convolution product پیچشͬ ضرب
C∗-algebra C∗‐جبر
coordinate مختصات
coset همدسته

D
decomposition تجزیه
definite معین
determinant دترمینان

dense چͽال
diagonal قطری
diagonalizable قطری شدنͬ
dimension بعد
direct sum مستقیم جمع

discrete گسسته
divergent واگرا

dual space دوگان فضای

E
eigenvalue ویژه مقدار
eigenvector ویژه بردار
entry درایه
equations معادلات
essentially bounded function تابع

کراندار اساساً
essential representation نمایش

ضروری
essential supremum اساسͬ سوپریمم
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Euclidean norm اقلیدسͬ نرم

evaluation functional ارزیابی تابعک
existence وجود

F
field میدان
faithful representation وفادار نمایش
Figà-Talamanca-Herz algebra جبر

فیͽا‐تالامانکا‐هرتس
filter فیلتر
finite متناهͬ
finitely representable متناهͬ به طور

نمایش قابل
Fourier فوریه
Fourier algebra فوریه جبر
Fourier expansion فوریه بسط
Fourier series فوریه سری
Fourier Stieltjes algebra فوریه جبر

اشتیل یس

free ultrafilter آزاد ابرفیلتر
full پˀر
functional calculus تابعͬ حسابان
functorial افکنشͬ

G
Gelfand-Naimark-Segal (GNS)

theorem گلفند‐نیمارک‐سͽال قضیه
generalized تعمیم یافته

Gram-Schmidt گرام-اشمیت

group گروه

H
Haar measure اندازه هار
Hahn-Banach theorem قضیه

هان‐باناخ

Hermitian هرمیتͬ
hermitian element هرمیتͬ عضو
Hilbert هیلبرت

homogeneous همͽن
Hölder inequality هولدر نامساوی
Hilbert space هیلبرت فضای

I
ideal آل ایده
idempotent خودتوان
identity همانͬ
induction استقرا
injective norm تزریقͬ نرم

imaginary موهومͬ
induced norm القایی نرم

inequality نامساوی
infinity norm بینهایت نرم

injective tensor product space
تزریقͬ تانسوری ضرب فضای

inner product داخلͬ ضرب
inner product space ضرب فضای

داخلͬ
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inner regular درونͬ منظم

intersection اشتراک
invariant subspace پایا زیرفضای
inverse معکوس

inverse semigroup وارون نیم گروه

invertible معکوس پذیر

invertible operator پذیر وارون نگاشت

involution برگردان

involutive algebra برگرداننده جبر
isometric embedding طولپا نشاندن

irreducible representation
تحویل ناپذیر نمایش های

isometric طولپا

J
Jacobi ژاکوبی

Jordan decomposition theorem
جردن تجزیه قضیه

K
Kronecker کرونکر

L
Lebesgue measure ͹لب اندازه

Lie groups لͬ گروه
linear خطͬ
linear functional خطͬ تابعک

linear mapping خطͬ نگاشت

linearly dependent خطͬ وابسته
linearly independent خطͬ مستقل

locally finite متناهͬ موضعاً

locally compact group گروه های
فشرده موضعاً

M
map نگاشت
matricially normed space فضای

نرم ماتریسͬ

matrix ماتریس
matrix norm ماتریسͬ نرم

maximal ideal ماکسیمال آل ایده
maximum ماکسیمم

maximum norm ماکسیمم نرم

measure اندازه
measurable function پذیر اندازه تابع

measurable set پذیر اندازه مجموعه
metric mapping property خاصیت

متری نگاشت
minimum کمینه
modulus of convexity تحدب پیمانه
multiplicative ضربی
multiplicative functional تابعک

ضربی

N
natural norm طبیعͬ نرم
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nilpotent توان پوچ

non-degenerate representation
ناتبهͽون نمایش

nonempty ناتهͬ
nonnegative نامنفͬ
nonsingular نامنفرد
nonzero ناصفر
norm نرم

normal نرمال

normal group نرمال گروه
normed algebra نرمدار جبر
normed space دار نرم فضای

null set پوچ مجموعه

nullspace پوچ فضای

1-norm نرم-١

O
one-to-one ͷبه ی ͷی
ordinary معمولͬ
orthogonal متعامد

orthogonal group متعامد گروه های
orthogonality تعامد
orthonormal یͺامتعامد
orthonormal basis یͺه متعامد پایه

P
p-completely bounded operator

کراندار p‐کاملا́ عملͽر

p-integrable function p‐انتگرال تابع
پذیر

p-operator space projective tensor
norm فضای تصویری تانسوری نرم

p‐عملͽری
parallelogram law متوازی قانون

الاضلاع

Parseval’s identity پارسوال تساوی
partial جزئͬ

permutation جایͽشت
polynomial چندجمله ای
positive مثبت
positive definite معین مثبت
positive element مثبت عضو

positive map مثبت نگاشت

positive operator مثبت عملͽر
principal ultrafilter اصلͬ ابرفیلتر
projection تصویر
projective norm تصویری نرم

projective tensor product space
تصویری تانسوری ضرب فضای

Q
QSLp-space QSLp فضای

quotient mapping قسمتͬ خارج نگاشت

R
Radon measure رادون اندازه
range برد
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rank رتبه
real حقیقͬ
reasonable cross-norm صلیبی نرم

معقول
reflexive space بازتابی فضای
representation نمایش
restrivted product شده تحدید ضرب
Riesz representation theorem قضیه

ریس نمایش
ring حلقه

S
semi direct product مستقیم نیم ضرب

separable Hilbert space فضای
جدایی پذیر هیلبرت

series سری
scaler اسͺالر

Schatten dual norm شاتن دوگانͬ نرم

Schur شور
Schwarz’s inequality نامساوی

شوارتس
signed measure دار علامت اندازه
similar متشابه
simple function ساده تابع

skew-symmetric متقارن کج

spatial tensor product تانسوری ضرب
فضایی

spectrum طیف

special linear group خطͬ گروه های
خاص

state حالت
step function پله ای تابع

strongly measurable function تابع
اندازه پذیر قوی به طور

strong operator topology (SOT)
قوی عملͽری توپولوژی

subspace زیرفضا
subcross-norm زیر‐صلیبی نرم

super-reflexive بازتابی فوق
symmetric متقارن
symmetric set متقارن مجموعه
spatial norm فضایی نرم

semi-norm نیم نرم

smooth هموار

T
tensor dual norm تانسوری دوگانͬ نرم

tensor norm تانسوری نرم

tensor product تانسوری ضرب
trace رد
Trace class operator کلاس از عملͽر

رد
transitive space ترایا فضاهای
transpose ترانهاده
triangle مثلث

topological group ͬͺتوپولوژی گروه
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topological vector space (T.V.S)
ͬͺتوپولوژی برداری فضای

topology توپولوژی
Taylor تیلور

U
ultrafilter ابرفیلتر
ultraproduct space ابرضرب فضای
ultrapower space ابرتوان فضای
ultralimit ابرحد
uniform cross-norm صلیبی نرم

یͺنواخت
uniformly convex محدب یͺنواخت
unique یͺتا
uniqueness یͺتایی
unimodular پیمانه ای تک
unit یͺه
unitary یͺانͬ
unitary element یͺانͬ عضو
unital Banach algebra یͺدار باناخ جبر

V
vector بردار
vector-valued function تابع

بردار‐مقدار
vector space برداری فضای
von Neumann algebra نویمان فون جبر

W
weak operator topology (WOT)

ضعیف عملͽری توپولوژی
weak-star topology توپولوژی

ضعیف‐ستاره
weak topology ضعیف توپولوژی
W ∗-algebra W ∗ جبر
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آا
Abelian آبلͬ

Affine آفین

ultrafilter ابرفیلتر

principal ultrafilter اصلͬ ابرفیلتر

free ultrafilter آزاد ابرفیلتر

ultralimit ابرحد

trace اثر

measure اندازه

Borel measure بورل اندازه

Radon measure رادون اندازه

Lebesgue measure ͹لب اندازه

signed measure دار علامت اندازه

complex measure مختلط اندازه

Haar measure اندازه هار

Bochner integral باخنر انتگرال

induction استقرا

scaler اسͺالر

intersection اشتراک

functorial افکنشͬ

ideal آل ایده

maximal ideal ماکسیمال آل ایده

ب
range برد
vector بردار

eigenvector ویژه بردار

٢۶٨
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involution برگردان

Fourier expansion فوریه بسط

dimension بعد

finitely نمایش قابل متناهͬ به طور
representable

پ
base پایه

orthonormal basis یͺه متعامد پایه

full پˀر

nilpotent توان پوچ

modulus of convexity تحدب پیمانه

ت
essentially bounded کراندار اساساً تابع
function
measurable function پذیر اندازه تابع

vector-valued بردار‐مقدار تابع
function
simple function ساده تابع

p-integrable پذیر p-انتگرال تابع
function
step function پله ای تابع

strongly اندازه پذیر قوی به طور تابع
measurable function
evaluation functional ارزیابی تابعک

linear functional خطͬ تابعک

multiplicative ضربی تابعک
functional
characteristic function مشخصه تابع

transpose ترانهاده

decomposition تجزیه

Parseval’s identity پارسوال تساوی

projection تصویر

orthogonality تعامد

generalized تعمیم یافته

almost everywhere جا همه تقریبا

unimodular پیمانه ای تک

topology توپولوژی

weak topology ضعیف توپولوژی

weak-star ضعیف‐ستاره توپولوژی
topology

strong operator قوی عملͽری توپولوژی
topology (SOT)

weak ضعیف عملͽری توپولوژی
operator topology (WOT)

Taylor تیلور

ج
permutation جایͽشت

algebra جبر

involutive algebra برگرداننده جبر
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unital Banach algebra یͺدار باناخ جبر

von Neumann algebra نویمان فون جبر

Fourier algebra فوریه جبر

Fourier Stieltjes اشتیل یس فوریه جبر
algebra

فیͽا‐تالامانکا‐هرتس جبر
Figà-Talamanca-Herz algebra

normed algebra نرمدار جبر

C*-algebra C* جبر

W*-algebra W* جبر

partial جزئͬ

direct sum مستقیم جمع

چ
dense چͽال

polynomial چندجمله ای

ح

state حالت

functional calculus تابعͬ حسابان

ring حلقه

real حقیقͬ

خ
metric mapping متری نگاشت خاصیت
property

linear خطͬ

idempotent خودتوان

د

determinant دترمینان

entry درایه

ر
rank رتبه
trace رد

ز
angle زاویه

subspace زیرفضا

invariant subspace پایا زیرفضای

ژ
Jacobi ژاکوبی

س
compatible سازگار

series سری

Fourier series فوریه سری

essential supremum اساسͬ سوپریمم

ش
Schur شور

ص
bilinear form دوخطͬ صورت

ض
convolution product پیچشͬ ضرب
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tensor product تانسوری ضرب

spatial tensor فضایی تانسوری ضرب
product

restrivted product شده تحدید ضرب

inner product داخلͬ ضرب

semi direct product مستقیم نیم ضرب

multiplicative ضربی

ط
spectrum طیف

isometric طولپا

ع
positive element مثبت عضو

hermitian element هرمیتͬ عضو

unitary element یͺانͬ عضو

Trace class رد کلاس از عملͽر
operator

commutator operator جابجاگر عملͽر

conjugate operator مزدوج عملͽر

positive operator مثبت عملͽر

p-completely کراندار p‐کاملا́ عملͽر
bounded operator

ف
compactification فشرده سازی

ultraproduct space ابرضرب فضای

ultrapower space ابرتوان فضای

reflexive space بازتابی فضای

Banach space باناخ فضای

vector space برداری فضای

topological ͬͺتوپولوژی برداری فضای
vector space (T.V.S)

transitive space ترایا فضاهای

nullspace پوچ فضای

dual space دوگان فضای

algebraic جبری تانسوری ضرب فضای
tensor product space

injective تزریقͬ تانسوری ضرب فضای
tensor product space

تصویری تانسوری ضرب فضای
projective tensor product space

inner product داخلͬ ضرب فضای
space

concrete واقعͬ عملͽری فضای
operator space

QSLp-space QSLp فضای

normed space دار نرم فضای

matricially normed نرم ماتریسͬ فضای
space

abstract operator مجرد عملͽری فضای
space
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concrete واقعͬ p‐عملͽری فضای
p-operator space

abstract مجرد p‐عملͽری فضای
p-operator space

Hilbert space هیلبرت فضای

separable جدایی پذیر هیلبرت فضای
Hilbert space

Fourier فوریه

super-reflexive بازتابی فوق

filter فیلتر

ق
parallelogram الاضلاع متوازی قانون
law
Jordan جردن تجزیه قضیه
decomposition theorem

گلفند‐نیمارک‐سͽال قضیه
Gelfand-Naimark-Segal (GNS)
theorem
Hahn-Banach هان‐باناخ قضیه
theorem
Riesz ریس نمایش قضیه
representation theorem

diagonal قطری

diagonalizable قطری شدنͬ

ک
complete کامل

bounded کراندار

Kronecker کرونکر

minimum کمینه

Cauchy-Schwarz کوشͬ-شوارتز

گ
گروه group topological
توپولوژیکی
group گروه

special linear خاص خطͬ گروه های
group

Lie groups لͬ گروه

orthogonal group متعامد گروه های

locally فشرده موضعاً گروه های
compact group

normal group نرمال گروه

discrete گسسته

Gram-Schmidt گرام-اشمیت

م
matrix ماتریس
coefficient matrix ضرایب ماتریس

maximum ماکسیمم

similar متشابه

orthogonal متعامد

symmetric متقارن

skew-symmetric متقارن کج



273 انگلیسی به فارسی واژه نامه

finite متناهͬ

parallelogram متوازی الاضلاع

positive مثبت

positive definite معین مثبت

triangle مثلث

null set پوچ مجموعه

symetric set متقارن مجموعه

measurable set پذیر اندازه مجموعه

coordinate مختصات

complex مختلط

conjugate مزدوج

linearly independent خطͬ مستقل

equations معادلات

inverse معکوس

invertible معکوس پذیر

ordinary معمولͬ

definite معین

eigenvalue ویژه مقدار

complement مͺمل

imaginary موهومͬ

connected component همبندی مولفۀ

outer regular بیرونͬ منظم

inner regular درونͬ منظم

locally finite متناهͬ موضعاً

field میدان

ن
nonempty ناتهͬ
nonzero ناصفر

inequality نامساوی

Bessel’s inequality بسل نامساوی

Schwarz’s شوارتس نامساوی
inequality

Hölder inequality هولدر نامساوی

nonsingular نامنفرد

nonnegative نامنفͬ

norm نرم

Euclidean norm اقلیدسͬ نرم

normal نرمال

induced norm القایی نرم

infinity norm بینهایت نرم

tensor norm تانسوری نرم

projective norm تصویری نرم

injective norm تزریقͬ نرم

tensor dual norm تانسوری دوگانͬ نرم



آنها همریختی هاي و فوریه نوع از جبرهاي 274

Schatten dual norm شاتن دوگانͬ نرم

subcross-norm زیر‐صلیبی نرم

cross-norm صلیبی نرم

reasonable معقول صلیبی نرم
cross-norm
uniform یͺنواخت صلیبی نرم
cross-norm
natural norm طبیعͬ نرم

spatial norm فضایی نرم

matrix norm ماتریسͬ نرم

maximum norm ماکسیمم نرم

1-norm نرم-١

p‐عملͽری فضای تصویری تانسوری نرم
p-operator space projective tensor
norm
isometric embedding طولپا نشاندن

map نگاشت

linear mapping خطͬ نگاشت

contractive operator انقباضͬ نگاشت

bilinear mapping دوخطͬ نگاشت

quotient mapping قسمتͬ خارج نگاشت

completely انقباضͬ کاملا́ نگاشت
contractive map

completely قسمتͬ خارج کاملا́ نگاشت
quotient map
completely طولپا کاملا́ نگاشت
isometric map
completely کراندار کاملا́ نگاشت
bounded map
completely مثبت کاملا́ نگاشت
positive map
positive map مثبت نگاشت
invertible operator پذیر وارون نگاشت
representation نمایش
cyclic representation دوری نمایش
irreducible تحویل ناپذیر نمایش های
representation
non-degenerate ناتبهͽون نمایش
representation
essential ضروری نمایش
representation
faithful representation وفادار نمایش
inverse semigroup وارون نیم گروه
semi-norm نیم نرم

و
linearly dependent خطͬ وابسته
divergent واگرا
existence وجود

Hermitianه هرمیتͬ
identity cosetهمانͬ convergentهمدسته همͽرا
convergence همͽرایی
homogeneous همͽن
smooth هموار
Hilbert هیلبرت

ی
unitary یͺانͬ
orthonormal یͺامتعامد
one-to-one ͷبه ی ͷی
unique یͺتا
uniqueness یͺتایی
complete کامل یͺریختͬ
isomorphism
unit یͺه
uniformly convex محدب یͺنواخت
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٢٣٨ شده، تحدید نیم گروهͬ ∗C‐جبر

٢۴٠ شده، پرتحدید ∗C‐جبر

۴٣ ∗C‐جبر،

نامیده، کاهش یافته گروهͬ ∗C‐جبر
١٣١

١٧۶ فوریه اشتیل یس، جبر p‐صورت
فوریه اشتیل یس جبر p‐صورت
٢۴٨ شده، تحدید نیم گروهͬ

٩۶ بروریختͬ،
٩٩ همبند، تقریباً

١٣٣ توابع، p‐شبه جامع جبر
١٧ هان‐باناخ، قضیه

٩٩ همانͬ، همبندی مولفۀ

۴٠ ابرتوان،
٣٩ ابرفیلتر،

١٢٧ پارسوال، اتحاد
٢۵ اندازه،

١٠۴ پایا، راست از اندازه
١٠۴ پایا، چپ از اندازه

٢۶ بورل، اندازه
٣٠ موضعͬ، پذیر اندازه

١٠۵ ، چپ اندازه هار

١٢٨ اولیه، ایده آل
۴۴ ، ماکسیمال ایده ال

۴٢ برگردان،

٣١ کراندار، اساساً تابع

٢۶ پذیر، اندازه تابع

٢٩ ساده، تابع

٢۴١ معین، مثبت تابع

٢۴٣ شده، تحدید معین مثبت تابع

٢٩ مشخصه، تابع

١٧ ارزیابی، تابعک
١۴ تام،

٢۴ پارسوال، تساوی
١٣ توپولوژی،
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٢١ ضعیف، توپولوژی
٢٢ ضعیف، عملͽری توپولوژی

٢٢ قوی، عملͽری توپولوژی
ف˼ل، توپولوژی یا دوگان فضای توپولوژی

١٢٩
١٢٨ ، هال‐کرنل توپولوژی

١٢٢ گلفند، توپولوژی
١٠٧ ، پیمانه ای تک

٩۶ تکریختͬ،
۴٢ برگرداننده، جبر

١٧۶ ، توابع p‐شبه جامع جبر
١۶۴ ضربͽر، جبر
١۴۵ ، فوریه جبر

١٣۵ ، فوریه اشتیل یس جبر
۴٣ نویمان، فون جبر

١۶۴ فیͽا‐تالامانکا‐هرتس، جبر
۴٢ دار، نرم جبر

١۵٩ انقباضͬ، کاملا́ جبر
١١٨ ، تابعͬ حسابان

٩۵ حلقه،
٢١۴ باز، همدسته های حلقه

٩۵ آفین، رابطه
٢٧ رادون،

١١٧ π‐پایا، زیرفضای
١٧٨ دوری، زیرنمایش 

۶۵ ماکسیمال، عملͽری فضای ساختار
٢۴ ، فوریه سری

٣١ اساسͬ، سوپریمم
٢٣١ شده، تحدید ضرب

١٠٢ گروه ها، مستقیم نیم ضرب
١٠٨ پیچشͬ، ضرب

١۵ طولپا،
۴٣ هرمیتͬ، عضو

۶٩ انقباضͬ، p‐کاملا́ عملͽر
٧٠ طولپا، p‐کاملا́ عملͽر

۶٩ کراندار، p‐کاملا́ عملͽر
١١٧ جابجاگر، عملͽر

١٩١ مجرد، p‐عملͽر فضای
١٧۶ p‐عملͽری، فضای

۶٩ مجرد، p‐عملͽری فضای
مختلط، منظم بورل اندازه های فضای

١٠٩
١٨ بازتابی، فضای

١۴ باناخ، فضای
١٢ برداری، فضای

١٣ ،ͬͺتوپولوژی برداری فضای
١٩٧ محدب، یͺنواخت طور به فضای

١١٣ ترایا، فضای
١۶ دوگان، فضای

٧۶ تزریقͬ، تانسوری ضرب فضای
٧۴ تصویری، تانسوری ضرب فضای

٧۴ جبری، تانسوری ضرب فضای
٢٣ داخلͬ، ضرب فضای

١۵١ رد، کلاس از عملͽرهای فضای
۴٨ مجرد، عملͽری فضای

۴٨ نرم ماتریسͬ، فضای
١١۶ ،٢٣ هیلبرت، فضای

٢۴ جدایی پذیر، هیلبرت فضای
١٨ بازتابی، فوق

١٢۶ فوریه، وارونگͬ اول قضیه
١٢۵ باخنر، قضیه

٢٨ جردن، تجزیه قضیه
١۵٢ ، مͺرر گر جابجا قضیه

١٢۶ فوریه، وارونگͬ دوم قضیه

١٢٠ ، پونتریاگین دوگانͬ قضیه
۵۶ نمایش، قضیه
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١٢٠ ، فوریه وارونگͬ قضیه
١۴٠ ،ͬͺکاپلانس چͽالͬ قضیه

١٢۵ ، کراین‐میلیمن قضیه
٢٢٢ گسترش، قضیه

١٢۶ فوریه، یͺتایی قضیه
١١٧ شور، لم

٢۶ پذیر، اندازه مجموعه
٩٢ متقارن، مجموعه

١٠۶ محمل،
١١٩ ، مشخصه

٢۶ بیرونͬ، منظم
٢۶ درونͬ، منظم

١٢٨ ضعیف، مهار
٢٧ متناهͬ، موضعاً

١٠٣ کوانتومͬ، ͷانیͺم
١١٢ پذیر، میانگین

۴۵ ، ناتبهͽون
٢۴ بسل، نامساوی

٣٢ هولدر، نامساوی
١٣ نرم،

٧٣ زیر‐صلیبی، نرم
٧٣ صلیبی، نرم

٧٧ معقول، صلیبی نرم
۴٨ ماتریسͬ، نرم

۵٠ ، کراندار کاملا́ نرم
١٣٣ ،١١٧ تحویلناپذیر، نمایش

٢۵ ریس، نمایش
١٣٢ ضروری، نمایش
١٨٠ ماتریسͬ، نمایش

١٨٠ دوری، ماتریسͬ نمایش
١٣۴ راست، منظم نمایش

١٣۴ چپ، منظم نمایش
١٣٢ تبهͽون، نا نمایش

١١۶ پیوسته، یͺانͬ نمایش
١١٧ ، راست و چپ منظم نمایش های

٩۶ آفین، نگاشت

۵١ کامل، بͺریختͬ نگاشت
٢١٣ آفین، تکه ای نگاشت

١۴ خطͬ، نگاشت
٢٠ دوخطͬ، نگاشت

۴۴ مثبت، نگاشت
۵١ انقباضͬ، کاملا́ نگاشت

۵١ قسمتͬ، خارج کاملا́ نگاشت
۵١ طولپا، کاملا́ نگاشت
۵١ مثبت، کاملا́ نگاشت

۵١ کراندار، کاملا́ نگاشت
١٣ نیم نرم،

٢٣٠ ، وارون نیم گروه
١٨۴ انقباضͬ، همریختͬ
٩۶ دوسویی، همریختͬ

٢١٣ وزنͬ، همریختͬ
٩۶ گروهͬ، همریختͬ

۴۵ وفادار،
٢۴ یͺه، متعامد پایه

٢۶ پوچ،
٣٠ موضعͬ، پوچ

٩٩ ناهمبند، کلا́
٩٢ ، ͬͺتوپولوژی گروه

٩٢ فشرده، موضعاً گروه
٩۴ نرمال، گروه

١٠٣ گروه هایزنبرگ،
١٠١ خاص، خطͬ گروه های

١٠٠ لͬ، گروه های
١٠٢ متعامد، گروه های
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٢٣٠ گروه واره،

١١٢ G‐پایا، میانگین ͷی
۴٣ یͺانͬ،

١١٧ یͺانͬ، یͺریخت
١٩ محدب، یͺنواخت

١١٠ ، چپ تقریبی یͺه
١١١ شبه‐مرکزی، کراندار تقریبی یͺه
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